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m ECONOMIC ANALYSIS OF A MARKOVIAN DEPLETION MODEL 
FOR FEIR0LEOM RESOURCE

Soemirat Slamet 

Major Professor: Michael J .  Mueller

Uncertainty is  one of the important topics in  Natural Resource Economics 

th a t Is  under investigation. The purpose of th is  d issertation  is  to  de- 

velq) a Markovian depletion model fo r petroleun resource %*ere the uncer­

ta in ty  is  the geologic uncertainly. The analysis f i r s t  derives the math­

ematical formulation fo r the esqpected net present value of a petroleun 

reserve e^qsressed in  monetary terms fo r an exploration in  an unknown dis­

t r ic t .  The computation uses a Markov process to  quantify the uncertainty 

and the methodology Is the spectral representation of a generator matrix. 

The price, wage and rental ra te s are assumed to  be constant. I t  is  also 

assured th a t the firm that does the exploration is  the firm  that w ill pro­

duce the petroleum. The depletion model uses the Markovian exploration 

model as a constrraint and computes the maximum discounted proA t rela tive 

to  the wage ra te , using an optimum contrrol method. The s ta te  variables 

are the net reserves and the to ta l curulatlve reserve additions per work­

e r  vMle the control variables are the capital labor ra tio s  and the labor 

per capita ra tio . A Cobb Douglas production functiua with constant returns 

to  scale is  assumed for the production of petroleum; the production and 

development cost i s  a linear function of capital and labor while the ex­

ploration cost is  also dependent on the Markov process. The analysis in ­

dicates th a t under optimum production and when the stock of the resource 

is  augmented by exploration, the change in  the value of the deposit yields 

an in te rest ra te  on the scarcity  ren t equal to  r ,  and the price of petro-
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leun is  equal to  the marginal cost of production plus the scarcity ren t. 

Also, the value of the cap ital used in  eagloration is  proportional to  the 

value o f the petroleum produced. The analysis also shows th a t in  general 

the Markovian model i s  a  b e tte r representation fo r an exploration decision 

process than a decision tree  process, and tdiat the Markovian exploration . 

model can be used in  a  three sector growth model. F inally, the Markovian 

exploratiion model ro^ be used fo r any other mineral resource by modi^ipg 

the exploration network.



ACKNOWLEDGEMENT

I  would  l i k e  t o  e x p r e s s  ay  d e e p e s t  a p p r e c i a t i o n  t o  

Dr.  M i c h a e l  M u e l l e r ,  p r o f e s s o r  o f  e c o n o m i c s  o f  t h e  D e p a r t ­

ment o f  E c o n o m i c s ,  c h a i r m a n  o f  t h e  d i s s e r t a t i o n  c o m m i t t e e ,  

f o r  h i s  i n v a l u a b l e  s u p p o r t  a n d  e n c o u r a g e m e n t  i n  t h e  d e v e l o p ­

ment  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n  f ro m  a r e s e a r c h  p a p e r  i n  N a t u r a l  

R e s o u r c e  E co n o m ic s  i n t o  a d i s s e r t a t i o n  w o rk .  H i s  c o r r e c ­

t i o n s  and  s u g g e s t i o n s  h a v e  h e l p e d  i m p r o v e  t h e  c o n t e n t  and 

o r g a n i z a t i o n  o f  t h i s  w ork .  I  would  a l s o  l i k e  t o  e x p r e s s  my 

g r e a t e s t  g r a t i t u d e  t o  D r .  A le x  J .  K o n d o n a s s i s ,  p r o f e s s o r  o f  

e c o n o m i c s ,  Hoad o f  t h e  D e p a r t m e n t  o f  E c o n o m ic s  and  member o f  

t h e  c o m m i t t e e ,  f o r  h i s  s i n c e r e  e n c o u r a g e m e n t  i n  my a c a d e m i c  

a c t i v i t i e s  and f o r  h i s  a i d  i n  u s i n g  t h e  u n i v e r s i t y  c o m p u t e r  

f a c i l i t i e s  f o r  w r i t i n g  t h i s  d i s s e r t a t i o n .

I  would  a l s o  l i k e  t o  t h a n k  Dr.  L a r r y  S .  E u b a n k s  an d  D r .  

C h a r l i e  3 .  T u r n e r ,  p r o f e s s o r s  o f  e c o n o m i c s  o f  t h e  d e p a r t m e n t  

o f  e c o n o m i c s  and  members  o f  t h e  c o m m i t t e e ,  f o r  t h e i r  p r o f e s ­

s i o n a l  a d v i c e s .  I  am a l s o  i n d e n t e d  t o  Dr.  Hoy M. Knapp ,  

p r o f e s s o r  o f  p e t r o l e u m  e n g i n e e r i n g .  Head o f  t h e  D e p a r t m e n t  

o f  G e o l o g i c a l  and P e t r o l e u m  E n g i n e e r i n g ,  an d  D r .  H i l l e l  L. 

Kumin, p r o f e s s o r  o f  i n d u s t r i a l  e n g i n e e r i n g ,  members  o f  t h e  

c o m m i t t e e ,  f o r  t h e i r  c o r r e c t i o n s ,  s u g g e s t i o n s ,  and  d i s c u s ­

s i o n s .

— I l l  -



My a c k n o w l e d g e m e n t  g o e s  t o  t h e  MUCIA-AID I n d o n e s i a n  

H i g h e r  E d u c a t i o n  P r o j e c t  and  t h e  M i n i s t r y  o f  E d u c a t i o n  and  

C u l t u r e  o f  t h e  R e p u b l i c  o f  I n d o n e s i a ,  f o r  t h e  s c h o l a r s h i p  

g r a n t  w i t h o u t  w h ic h  t h i s  work  w o u ld  n o t  h a v e  b e e n  p o s s i b l e ,  

and  t o  Dr- J e a n  S- T a y l o r ,  t r a i n i n g  a d v i s o r ,  and  h e r  MDZIA 

s t a f f  a t  t h e  U n i v e r s i t y  o f  W i s c o n s i n  i n  M a d i s o n ,  f o r  t h e i r  

a s s i s t a n c e  and  a t t e n t i o n  i n  ay  a c a d e m i c  a n d  f i n a n c i a l  a f ­

f a i r s .

My a p p r e c i a t i o n  g o e s  a l s o  t o  t h e  s o f t w a r e  c o n s u l t a n t s  

o f  t h e  U n i v e r s i t y  C om p u t in g  S e r v i c e s ,  t h e  U n i v e r s i t y  o f  Ok­

l a h o m a ,  f o r  t h e i r  v a l u a b l e  a s s i s t a n c e .  F i n a l l y ,  t h i s  work i s  

l o v i n g l y  d e d i c a t e d  t o  my f a m i l y ,  J u l i ,  S r i e ,  ï u d i ,  W i n a r t i ,  

and  W ica k ,  who h a v e  p a t i e n t l y  a c c o m p a n i e d  mo i n  p u r s u i n g  

t h i s  p r e c i o u s  a c c o m p l i s h m e n t .

I V  —



TABLE OF COHTEHTS

ACKNOWLEDGEMENT .......................................................................................................  i i i

NOTATIONS.................................................................................  v i i

LIST OF VARIABLES....................................................................................................... i x

LIST OF F I G U B E S .........................................................................................................x i v

Ç h â E t e r  E i a S

I .  INTRODUCTORY SUMMARY .....................................    1

I n t r o d u c t i o n  . . . . . .  ................................ . . . . .  1
The O b j e c t i v e  and  S c o p e  . . . . . . . . . . . .  h
The M e th o d o l o g y  . . . . . . . . . . . . . . . .  6
The  O r g a n i z a t i o n  o f  The R e p o r t  . . . . . . . . .  8
A S u n a a r y  o f  t h e  C o n c l u s i o n s  . . . . . . . . . . 1 0

I I .  LITERATURE REVIEW ...................................................................................  12

The  M odels  o f  t h e  F i r s t  C l a s s  C a t e g o r y  . . . . .  13
The  Main D i f f e r e n c e s  t o  The Model . . . . . . . 2 3
The U n c e r t a i n t y  and  The McKelvey D ia g ra m  . . . .  25
The D i f f e r e n c e s  t o  The D e c i s i o n  T r e e  P r o c e s s  .  .  28 
The  M o d e ls  o f  t h e  S e c o n d  C l a s s  C a t e g o r y  . . . .  42

I I I .  THE ANALYSIS ON THE MARKOVIAN EXPLORATION MODEL .  .  50

The E x p l o r a t i o n  N e tw o rk  . . . . . . . . . . . . 5 0
The U n c e r t a i n t y  and  t h e  R e s o u r c e

C l a s s i f i c a t i o n   .........................................51
The E x p l a n a t i o n  o f  t h e  E x p l o r a t i o n  Network  .  54 
The S u r f a c e  G e o l o g i c a l  S u r v e y  . . . . . . . . 5 6
The G e o p h y s i c a l  S u r v e y  . . . . . . . . . . . 5 8
The E x p l o r a t i o n  D r i l l i n g  P h a s e  . . . . . . . 6 0
The D i a g r a m m a t i c  R e p r e s e n t a t i o n  . . . . . . . 6 3

The M a r k o v ia n  E x p l o r a t i o n  M odel  . . . . . . . . 7 4
The Markov C h a in  . . . . . . . . . . . . . . 7 4

A s s i g n i n g  P r o b a b i l i t y  V a l u e  .  ..........................  79
The C l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  S t a t e s  . . . . .  84
The C o m p u t a t i o n a l  P r o c e d u r e  . . . . . . . 8 9

The Markov P r o c e s s  . . . . . . . . . . . . . 9 6
A s s i g n i n g  V a lu e  t o  The S o j o u r n  Time .  .  101
The C l a s s i f i c a t i o n  o f  S t a t e s  . . . . . .  102
The  C o m p u t a t i o n a l  P r o c e d u r e  . . . . . .  103

-  V -



The  N e t  Reward F u n c t i o n  . . . . . . . . . . .  111
C a s e  1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  115
C a s e  2 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  118

1 7 .  DEPLETION HODEL.......................................................................................... 123

T h e  E l e m e n t s  o f  The O b j e c t i v e  F u n c t i o n a l  . . .  12U
The  T o t a l  R e v e n u e  . . . . . . . . . . . . .  125
The  T o t a l  C o s t s  . . . . . . . . . . . . . .  126

The P r o d u c t i o n  and  D e v e lo p m e n t  C o s t s  .  .  126
The E x p l o r a t i o n  C o s t  . . . . . . . . . .  127

The  T o t a l  P r o f i t  . . . . . . . . . . . . .  129
A B r i e f  T h e o r e t i c a l  Review . . . . . . . . . .  130
The  A n a l y s i s  o f  t h e  Model . . . . . . . . . .  133

The C o m p u t a t i o n  . . . . . . . . . . . . . .  136
The E v a l u a t i o n  o f  The R e s u l t s  . . . . . . .  149
The D i s c o u n t e d  T o t a l  P r o f i t  . . . . . . . .  161
The  Model R e v i s i t e d  . . . . . . . . . . . .  164

V. AN EXTENSION OF THE MODEL.................................................................169

The F i r s t  Model . . . . . . . . . . . . . . .  170
The  S e c o n d  Model . . . . . . . . . . . . . . .  174
The  T h i r d  Model . . . . . . . . . . . . . . .  178

V I .  THE C O N L U S IO N S ........................................................................................... 180

The C o n c l u s i o n s  o f  t h e  L i t e r a t u r e  S t u d y  . . .  190
The  C o n c l u s i o n s  o f  t h e  A n a l y s i s  . . . . . . .  184

BIBLIOGRAPHY .......................................................................................................  193

AEpendix BiSe

A. BESOOBCE DEFINITIONS .....................................................................  197

B. HARKOV CHAINS AND MARKOV P R O C E S S E S .........................   .  199

Markov c h a i n s  . . .  ...................... . . . . . . . .  199
Markov P r o c e s s e s  . . . . . . . . . . . . . . .  206

C. THE EISPAC SOBRODTINE............................................................... 211

-  V I  -



ROTATIONS

Due t o  t h e  d i f f i c u l t i e s  i n  w r i t i n g  s u b s c r i p t s  f o r  a a t h e a a t i -  

c a l  e x p r e s s i o n s  i n  t h e  c o m p u t e r  p r i n t - o u t ,  n o t a t i o n s  f o r  

s u b s c r i p t s  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  m an n e r  g i v e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  

e x a m p l e s :

1 .  P i s  w r i t t e n  a s  P ( i j )  ; P a s  ? ( 5 j ) ;  5 a s  5 ( i ) .
i j  5 j  i

2 .  P ( t )  i s  w r i t t e n  a s  ? î 5 j ) l t ) ;  B J i j )  a s  B ( k ) ; i j ) .
5 j  k

H e n c e ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  e g u a t i o n  ( 3 - 8 )  i s  w r i t t e n  a s ;

b ( k ) t
E{5) ( X ( t ) )  = z E e  3{k) ( 5 j ) h ( j )

m us t  be  r e a d  a s :

b ( t )  
k

E (X ) = Z E e  3 ( 5 j ) h
5 t   ̂ k j

I n  o t h e r  w o r d s ,  one  m u s t  r e a d  t h e  l e t t e r s  o r  n u m b e r s  w i t h i n  

t h e  f i r s t  p a r e n t h e s e s  o f  a  l e t t e r  a s  a  s u b s c r i p t  o f  t h a t

-  v i i  -



l e t t e r ,  i n  p a r t i c u l a r  i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  Markov c h a i n  

and  t h e  Markov p r o c e s s .  I n  some i n s t a n c e s ,  h o w e v e r ,  l e t t e r s  

w i t h i n  a  p a r e n t h e s e s  i n d i c a t e  a n  a r g u m e n t  o f  a f u n c t i o n .  F o r  

e x a m p l e ,  x ( g , t )  i n d i c a t e s  t h a t  x i s  a f u n c t i o n  o f  g and  t ;  

t h s e  a r e  f o u n d  p a r t i c u l a r l y  i n  C h a p t e r  I I .
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LIST OF VARIABLES

The f a l l o w i n g  l i s t  show s  t h e  i m p o r t a n t  v a r i a b l e s  u s e d  i n  t h e  

a n a l y s i s .

C h a p t e r  I I I :

P i s  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  o f  a Markov c h a i n .

B i s  a s u b - m a t r i x  o f  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  P i n  
w h ich  t h e  ro w s  a r e  t h e  t r a n s i e n t  s t a t e s  and  t h e  
c o l o u n n s  a r e  t h e a b s o r b i n g  s t a t e s .

2 i s  a s u b - m a t r i x  o f  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  P w hich  
c o n s i s t s  o f  a l l  t h e  t r a n s i e n t  s t a t e s .

S i s  t h e  m a t r i x  whose  e v e r y  e l e m e n t  i n d i c a t e s  t h e  
p r o b a b i l i t y  o f  t h e  c h a i n  e v e r  r e a c h i n g  an  a b s o r b i n g  
s t a t e  from a t r a n s i e n t  s t a t e .

I  i s  an  i d e n t i t y  m a t r i x .

— 1
S = (I -Q)  ,  i s  a  m a t r i x  whose  e l e m e n t  S ' i j )  a l s o
i n d i c a t e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  e x p e c t e d  num ber  o f  
v i s i t s  t o  a  t r a n s i e n t  s t a t e  j  s t a r t i n g  f rom  a t r a n ­
s i e n t  s t a t e  i ,  b e f o r e  t h e  c h a i n  e v e n t u a l l y  e n t e r s  
an  a b s o r b i n g  s t a t e .

V ( N f i j ) )  i s  t h e  v a r i a n c e  o f  S J i j ) ,

W(t)  i s  t h e  s o j o u r n  t i m e  o f  a p a r t i c u l a r  s t a t e .

s ; i )  i s  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e  d i s t r i b u ­
t i o n  i n  s t a t e  i .

P ( t )  i s  a m a t r i x  c a l l e d  t h e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  o f  
a Markov p r o c e s s .
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A i s  th e  g e n e ra to r  m a tr ix  o f  a Markov p rocess .

b ( j )  i s  t h e  j - t h  e i g e n v a l u e  o f  t h e  g e n e r a t o r  
m a t r i x  A.

f ( i )  i s  t h e  e i g e n v e c t o r  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  j - t h  
e i g e n v a l u e .

N i s  a m a t r i x  whose  c o l u m n s  a r e  t h e  e i g e n v e c t o r s .

B(k) i s  t h e  m a t r i x  f o r m e d  by m u l t i p l y i n g  t h e  co lum n 
v e c t o r  o f  t h e  m a t r i x  N t o  t h e  row v e c t o r  o f  t h e  i n ­
v e r s e  m a t r i x  N-

h ( j )  i s  a co lum n v e c t o r  whose  j - t h  e l e m e n t  sh o w s  a 
f i x e d  r a t e  o f  n e t  r e w a r d  o f  s t a t e  j  i n  e x p l o r a t i o n .

a i s  t h e  d i s c o u n t  r a t e .

T i s  t h e  e x p e c t e d  l e n g t h  o f  t i m e  f o r  e x p l o r a t i o n .

g i s  t h e  v e c t o r  f o r  t h e  e s t i m a t e d  amount o f  p e t r o ­
l e u m .

p i s  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m .

p ( j )  i s  t h e  im p u t e d  p r i c e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  
f ro m  s t a t e  j .

c j j )  i s  t h e  amount o f  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f ro m  s t a t e  
i  p e r  u n i t  o f  t i m e .

L ( j )  i s  t h e  amount  o f  l a b o r  u s e d  i n  s t a t e  j .  

K ( j )  i s  t h e  amount o f  c a p i t a l  u s ed  i n  s t a t e  j .  

w i s  t h e  wage r a t e .

-  X -



c i s  t h e  r e n t a l  r a t e .

d i s  a  c o n s t a n t  w h o se  v a l u e  i s :  0 < d < 1 and  t h e
v a l u e  o f  w h ich  i n d i c a t e s  t h e  e a s e  i n  w hich  i n f o r m a ­
t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d .

C h a p t e r  IV :

L i s  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  l a b o r  u s e d  i n  a v e n t u r e .

K i s  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  c a p i t a l  u s e d  i n  a v e n t u r e .

k ( 1 )  i s  t h e  c a p i t a l - l a b o r  r a t i o  i n  t h e  p r o d u c t i o n  o f  
p e t r o l e u m .

1 (1 )  i s  t h e  am oun t  o f  l a b o r  u s e d  i n  p r o d u c t i o n  r e l a ­
t i v e  t o  L.

k (2 )  i s  t h e  c a p i t a l - l a b o r  r a t i o  i n  d e v e l o p m e n t .

1 (2 )  i s  t h e  am ount  o f  l a b o r  u s e d  i n  d e v e l o p m e n t  r e ­
l a t i v e  t o  L.

k (3 )  i s  t h e  c a p i t a l - l a b o r  r a t i o  i n  e x p l o r a t i o n .

1 ( 3 )  i s  t h e  am oun t  o f  l a b o r  u s e d  i n  e x p l o r a t i o n  r e ­
l a t i v e  t o  L.

R i s  t h e  n e t  r e s e r v e s  p e r  w o r k e r .

S i s  t h e  c u m u l a t i v e  r e s e r v e  a d d i t i o n s  p e r  w o r k e r ,  

s  i s  t h e  r a t e  o f  r e s e r v e  a d d i t i o n s  p e r  w o r k e r .

g i s  t h e  o u t p u t  o f  p e t r o l e u m  p e r  w o r k e r  p a r  u n i t  
o f  t i m e .
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A i s  t h e  t e c h n o l o g i c a l  c o n s t a n t  o f  t h e  Cobb D o u g l a s  
p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  i n  p e t r o l e u m  p r o d u c t i o n .

a i s  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  Cobb D o u g la s  p r o d u c t i o n  
f u n c t i o n .

h ( i )  i s  t h e  s c a r c i t y  r e n t .

h ( 2 )  i s  t h e  m a r g i n a l  v a l u e  o f  i n f o r m a t i o n .

h ( 3 )  i s  t h e  shadow p r i c e  o f  t h e  o v e r a l l  c a p i t a l .

V i s  t h e  w a g e - r e n t a l  r a t i o .

a t j )  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  a m o u n t  o f  c a p i t a l  u s e d  i n  
s t a t e  j  t o  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  c a p i t a l  u s e d  i n  e x ­
p l o r a t i o n .

c ( j )  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  a m o u n t  o f  l a b o r  u s e d  i n  
s t a t e  j  t o  t h e  t o t a l  am o u n t  o f  l a b o r  u s e d  i n  
e x p l o r a t i o n .

T i s  t h e  e x p e c t e d  l e n g t h  o f  t i m e  f o r  e x p l o r a t i o n .

TM ) i s  t h e  t i m e  o f  c o m p l e t e  e x h a u s t i o n  o f  t h e  
d e p o s i t .

T{a) i s  t h e  t i m e  a t  w h ich  t h e  t o t a l  am ount  o f  
p e t r o l e u m  p r o d u c e d  i s  e g u a l  t o  t h e  t o t a l  a m o u n t  
o f  d i s c o v e r y .

b ( k ) t
m = r E (B(k) ( 5 j ) a ( j ) / C ( j ) )  ( e  - 1 ) / b ( k )

b ' k ) t
n = E E (B(k) ( 5 j ) c { j ) / S ( j ) )  ( e  - U / b ( k )

b (k )  t
f  = E E B(k) t 5 j ) g f j )  te  - i ) / b t k )
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C h a p t e r  V;

y { j )  i s  t h e  o u t p u t  o f  s e c t o r  j  p e r  c a p i t a .

A ( j )  i s  t h e  t e c h n o l o g i c a l  c o n s t a n t  o f  t h e  Cobb 
D o u g l a s  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  o f  s e c t o r  j .

a ( j )  i s  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  Cobb D o u g l a s  p r o d u c ­
t i o n  f u n c t i o n  o f  s e c t o r  j .

u i s  t h e  sum o f  t h e  r a t e  o f  l a b o r  i n c r e a s e  and t h e  
r a t e  o f  c a p i t a l  d e p r e c i a t i o n .

a i s  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  i n  t h e  l a b o r  f o r c e .  

V i s  t h e  w a g e - r e n t a l  r a t i o .

-  X l l l  -
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C h a p t e r  I  

IBTHODDCTOHI SOHHARI

T h i s  d i s s e r t a t i o n  a t t e m p t s  t o  a n a l y s e  a  M a r k o v ia n  e x p l o r a ­

t i o n  m ode l  and  f o r m u l a t e  a  d e p l e t i o n  m o d e l  f o r  a f i r m  i n  

w h ic h  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o c e s s  i s  c h a r a c t e r i z e d  by  a M a r k o v i ­

an m o d e l .  S u g g e s t i o n s  f o r  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  m ode l  i n t o  a 

g r o w th  m ode l  o f  s e v e r a l  s e c t o r s  a r e  p r o v i d e d .  T h i s  c h a p t e r  

c o n t a i n s  a  b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  b a c k g r o u n d  o f  t h e  d i s ­

s e r t a t i o n ,  t h e  s u b j e c t  o f  t h e  d i s s e r t a t i o n ,  t h e  m e t h o d o l o g y  

o f  t h e  a n a l y s i s ,  a n d  t h e  o r g a n i z a t i o n  o f  t h e  r e p o r t .  The 

f i n a l  s e c t i o n  c o n t a i n s  a summary o f  t h e  c o n c l u s i o n s .

1 .1  IHTBODÜCTIOH

O p t i m i z a t i o n  m e t h o d s ,  i n  p a r t i c u l a r  op t im um  c o n t r o l ,  h a v e  

b e e n  u s e d  g u i t e  e x t e n s i v e l y  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  p r o b l e m s  i n  

n a t u r a l  r e s o u r c e  e c o n o m i c s .  They r a n g e  f ro m  t h o s e  a n a l y z i n g  

p r o b l e m s  a t  t h e  f i r m  l e v e l  t o  t h o s e  t h a t  a n a l y z e  a t  t h e  a g ­

g r e g a t e  l e v e l ;  t h e y  i n c l u d e  p r o b l e m s  t h a t  a r c  d e t e r m i n i s t i c  

a s  w e l l  a s  t h o s e  w h ich  a r e  p r o b a b i l i s t i c .  Among t h e s e  a r e  

t h o s e  a n a l y z i n g  m o d e l s  w i t h  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e s .  One o f  

t h e  f i r s t  a n a l y s e s  o f  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  e c o n o m i c s  was 

made by L e w i s  G ray  i n  1 914 .  However ,  t h e  f i r s t  a n a l y s i s  

w i t h  optimum c o n t r o l  o f  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e s  was made by

-  1 -
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H o t e l l i n g  ( 1 9 3 1 ) .  H i s  m ode l  a n a l y z e d  a  f i r m  t h a t  m a x i m i z e s  

t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  u t i l i t y  o b t a i n e d  f rom  c o n s u m i n g  on 

t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e ,  c o n s t r a i n e d  b y  a f i n i t e ,  hom ogene­

o u s ,  s t o c k  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  i n  a  s i n g l e  d e p o s i t .

A f t e r  H o t e l l i n g ' s  w r i t i n g ,  t h e r e  have  b e e n  v a r i o u s  mo­

d i f i c a t i o n s  an d  e x t e n s i o n  on h i s  m o d e l .  H a r t w i c k  (1973) a n a ­

l y z e d  a  f i r m  w i t h  many d e p o s i t s  o f  h o m o g e n eo u s  c h a r a c t e r ;

S c h u l z e  (1974) an d  Olph (1978) a n a l y z e d  a  f i r m  h a v i n g  d e p o ­

s i t s  w i t h  m u l t i p l e  g r a d e s ;  L e w i s  ( 1 9 7 7 ) ,  P e t e r s o n  ( 1 9 7 3 ) ,  

and P i n d y c k  (1978)  p r o v i d e d  m o d e l s  w i t h  s t o c k  a u g m e n t a t i o n  

o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  g e n e r a t e d  b y  e x p l o r a t i o n ;  Sweeny 

( 1 9 7 7 ) ,  L e w is  a n d  S c h m a l e n s e e  ( 1 9 8 0 ) ,  Olph and  F o l i e  (1930) 

a n a l y z e d  t h e  e f f e c t s  o f  m a r k e t  s t r u c t u r e s  on optimum s o l u ­

t i o n s .  O t h e r  a n a l y s e s  on d e t e r m i n i s t i c  m o d e l s  i n c l u d e  t h o s e

made by  W e i n s t e i n  and  Z e c k h a u z e r  (1978) a n d  H i t r a  ( 1 9 8 0 ) .

A l l  t h e  a b o v e  a n a l y s e s  p e r t a i n  t o  a n l y s e s  a t  t h e  f i r m  l e v e l .

Among t h e  p r o b a b i l i s t i c  m o d e l s  a n a l y z i n g  p r o b l e m s  a t  

t h e  f i r m  l e v e l ,  a r e  t h o s e  w r i t t e n  by L e w is  ( 1 9 7 7 ) ,  H o e l  

( 1 9 7 3 ) ,  L o u ry  ( 1 9 7 8 ) ,  G i l b e r t  ( 1 9 7 8 ) ,  Kemp and  Long ( 1 9 7 3 ) ,  

Robson  ( 1 9 7 9 ) ,  a n d  P i n d y c k  ( 1 9 8 0 ) .  L e w is  p o s t u l a t e d  a p r i c e  

u n c e r t a i n t y  and  a n a l y z e d  t h e  e f f e c t s  o f  a  f i r m ' s  b e h a v i o u r  

t o w a r d  r i s k ;  H o e l  a n a l y z e d  a p r o b l e m  when f u t u r e  c o s t s  w e re  

u n c e r t a i n ;  L o u r y  p r o v i d e d  an a n a l y s i s  on  o p t i m a l  e x p l o r a t i o n  

on unknown r e s e r v e s ;  G i l b e r t  a n d  Robson  p o s t u l a t e d  t h a t  t h e  

s t o c k  o f  t h e  e x h a u s t i b e  r e s o u r c e  was u n c e r t a i n ;  Kemp and 

l o n g  a s su m ed  t h a t  t h e  p r i c e  and  t h e  s t o c k  o f  t h e  e x h a u s t i b l e
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r e s o u r c e  w e r e  u n c e r t a i n ;  and  P i n d y c k  p o s t u l a t e d  t h a t  t h e  d e ­

mand a n d  t h e  s t o c k  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  w a re  u n c e r ­

t a i n  a n d  t h a t  t h e  s t o c k  c o u l d  be  a u g m e n t e d  by  e x p l o r a t i o n .  

H o s t  o f  t h e s e  m o d e l s  u s e d  an  e x p e c t e d  u t i l i t y  f u n c t i o n  i n  

t h e i r  f o r m u l a t i o n  an d  n one  o f  t h e  a b o v e  m o d e l s  u s e d  Markov 

p r o c e s s  t o  c o n t r o l  t h e  u n c e r t a i n t y .  P i n d y c k ' s  m ode l  maxim­

i z e s  t h e  d i s c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t s  o f  t h e  f i r m ,  and h e n c e  

d o e s  n o t  u s e  e x p e c t e d  u t i l i t y  f u n c t i o n  i n  i t s  a p p r o a c h .  No 

e x p l i c i t  f o r m u l a t i o n  i s  g i v e n  f o r  t h e  c o s t  o f  p r o d u c t i o n ,  

t h e  c o s t  o f  e x p l o r a t i o n  and  f o r  t h e  f o r m  o f  t h e  d i s c o v e r y  

f u n c t i o n .  H ow ever ,  i t  p r o v i d e s  c o n c l u s i o n s  on t h e  a f f e c t s  

o f  t h e  u n c e r t a i n t y  on p r i c e  when t h e  c o s t  f u n c t i o n s  a r e  l i ­

n e a r  o r  n o n l i n e a r .  The u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d  i n  P i n d y c k ' s  

m ode l  s e e m s  t o  s u g g e s t  t h a t  i t  n o t  o n l y  i n c l u d e s  g e o l o g i c  

u n c e r t a i n t y  b u t  a l s o  o t h e r  u n c e r t a i n t i e s  p e r t a i n i n g  t o  f u ­

t u r e  m i n e r a l  d i s c o v e r i e s .  The u n c e r t a i n t i e s  i n v o l v e d  i n  

P i n d y c k » s  m o d e l  a r e  c o n t r o l l e d  by a  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  w i t h  

i n d e p e n d e n t  i n c r e m e n t ,  a s  w i l l  be  s e e n  l a t e r ,  t h e s e  c h a r a c ­

t e r i s t i c s  o f  P i n d y c k ' s  m ode l  d i f f e r e n t i a t e  i t  f ro m  t h e  m ode l  

t h a t  w i l l  b e  f o r m u l a t e d  and  a n a l y z e d  i n  t h i s  d i s s e r t a t i o n .

Most e c o n o m i c  a n a l y s e s  on u n c e r t a i n t y  i n  e x p l o r a t i o n  

u s e  a d e c i s i o n  t r e e  p r o c e s s  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  (Howe, 

1979 ;  p p . 2 1 2 - 2 2 0 ;  R a i f f a ,  1 9 7 0 ;  p p . 1 - 5 0 ) .  T h i s  a p p r o a c h  

c o n t a i n s  s e v e r a l  d i s a d v a n t a g e s ,  among t h e s e  a r e ;

(1) The c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  a r e  d e p e n d e n t  upon t h e  

p a t h  o f  t h e  b r a n c h e s  t o  be  p a s s e d ;
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(2) The p a t h  o f  t h e  b r a n c h e s ,  a t  c e r t a i n  p o i n t s ,  a r e  c o n t ­

r o l l e d  by  d e l i b e r a t e  d e c i s i o n  a c t i o n s ,  w h ich  a r e  n o t  

i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  c o m p u t a t i o n .  I t  i s  a  g i v e n  c o n d i ­

t i o n ;

(3) T h e r e  a r e  no p o s s i b i l i t y  f o r  a n y  r e v e r s i b i l i t y  o f  a c ­

t i o n .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  a Markov c h a i n  and  a Markov p r o c e s s ,  t h e  

s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s  t h a t  w i l l  b e  u s e d  i n  t h i s  a n a l y s i s ,  

h a v e  c h a r a c t e r i s t i c s  c o n t r a r y  t o  t h e  a b o v e ,  c o n s e q u e n t l y ,  

t h e i r  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  more s u i t a b l e  f o r  an  e x p l o r a t i o n  

d e c i s i o n  p r o c e s s  r e p r e s e n t a t i o n .  T h e  c h a r a c t e r  and  i m p o r ­

t a n c e  o f  t h e s e  d i f f e r e n c e s  a r e  f u l l y  e x p l a i n e d  i n  c h a p t e r  I I  

a nd  I I I .

1 . 2  THE OBJECTIVE IHD SCOPE

The a n a l y s i s  i s  i n t e n d e d  t o  f o r m a l i z e  a  d e p l e t i o n  model  a t  

t h e  f i r m  l e v e l ,  w here  t h e  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  e x h a u s t i b l e  r e ­

s o u r c e  d i s c o v e r y  i s  q u a n t i f i e d  by a Markov p r o c e s s ,  and  t o  

s u g g e s t  how a  M arkov ian  e x p l o r a t i o n  m o d e l  c a n  b e  i n c o r p o r a t ­

e d  i n t o  a  t h r e e  s e c t o r  g r o w th  m o d e l .  F i r s t ,  t h e  a n a l y s i s  

t r i e s  t o  f o r m u l a t e  a M a r k o v i a n  p e t r o l e u m  e x p l o r a t i o n  m o d e l ,  

w h e r e  t h e  u n c e r t a i n t y  i s  a g e o l o g i c  u n c e r t a i n t y .  The e x p l o ­

r a t i o n  a c t i v i t i e s  i n v o l v e d  a r e  t h o s e  a c t i v i t i e s  g e n e r a l l y  

p e r f o r m e d  i n  s e a r c h i n g  f o r  p e t r o l e u m  r e s o u r c e s  i n  a n  unknown 

d i s t r i c t .  A Markov p r o c e s s  t h e n  c o n t r o l s  t h e  t r a n s i t i o n s  

f r o m  one  a c t i v i t y  t o  a n o t h e r .  The o b j e c t i v e  o f  t h e  M a r k o v i ­
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a n  m o d e l  i s  t o  f i n d  a n  e x p e c t e d  v a l u e  f o r  t h e  e s t i m a t e d  p e ­

t r o l e u m  r e s o u r c e  i n  t e r m s  o f  m o n e t a r y  v a l u e .  S e o o n d ,  t h e  

a n a l y s i s  u s e s  t h e  M a r k o v ia n  e x p l o r a t i o n  m ode l  f o r  f o r m u l a t ­

i n g  a  d e p l e t i o n  m o d e l .  The d e p l e t i o n  m ode l  i t s e l f  i s  an  o p ­

timum c o n t r o l  p r o b l e m ,  w h ich  m a x i m i z e s  t h e  d i s c o u n t e d  p r o ­

f i t s  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e  s u b j e c t  t o  t h e  

r a t e  o f  c h a n g e  o f  n e t  r e s e r v e  and t h e  e x p e c t e d  c u m u l a t i v e  

r e s e r v e  a d d i t i o n s .

The m ode l  a s s u m e s  t h a t  t h e  p r i c e  o f  p e t r o l e u m ,  t h e  wage 

r a t e  a n d  t h e  r e n t a l  r a t e  a r e  g i v e n .  C o n s e q u e n t l y ,  i t  a s ­

sum es  t h a t  t h e  f i r m  i s  a p r i c e  t a k e r .  The p r o d u c t i o n  f u n c ­

t i o n  f o r  p e t r o l e u m  e x p l o i t a t i o n  i s  a Cobb D o u g l a s  p r o d u c t i o n  

f u n c t i o n  s u b j e c t  t o  c o n s t a n t  r e t u r n s  t o  s c a l e .

S u g g e s t i o n s  a r e  made on e x t e n d i n g  t h e  model  t o  a t h r e e  

s e c t o r  g r o w t h  m ode l  w here  t h e  f i r s t  s e c t o r  p r o d u c e s  c a p i t a l  

g o o d s ,  t h e  s e c o n d  s e c t o r  p r o d u c e s  c o n s u m p t i o n  g o o d s ,  and  t h e  

t h i r d  s e c t o r  p r o d u c e s  a r e s o u r c e  c o m m o d i ty .  A f i r s t  s u g ­

g e s t e d  e x t e n s i o n  a s s u m e s  t h a t  t h e  p r i c e  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  

r e s o u r c e ,  t h e  wage an d  r e n t a l  r a t e s ,  a r e  g i v e n .  The m o d e l  

m a x i m i z e s  t h e  p r o d u c t i o n  o f  t h e  c o n s u m p t i o n  g o o d s .  A l l  p r o ­

d u c t i o n  f u n c t i o n s  a r e  o f  t h e  Cobb D o u g l a s  t y p e  s u b j e c t  t o  

c o n s t a n t  r e t u r n s  t o  s c a l e .  A s e c o n d  s u g g e s t e d  m ode l  a s s u m e s  

t h a t  t h e  wage an d  r e n t a l  r a t e s  a r e  n o t  f i x e d ,  b u t  t h e i r  

c h a n g e s  a r e  a ssum ed  n o t  t o  a f f e c t  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  

e x p l o r a t i o n  v e n t u r e s .  A b r i e f  d i s c u s s i o n  w i l l  be  g i v e n  f o r  

a s u g g e s t e d  t h i r d  m o d e l  w h e re  t h e  p r i c e  o f  t h e  e x h a u s t i o l e
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r e s o u r c e  i s  n o t  f i x e d ,  and  w h e re  t h e  c h a n g e  i n  t h e  wage and 

r e n t a l  r a t e s  a f f e c t  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  

v e n t u r e s .

1 . 3  THE HBTHODOLOGY

The m e t h o d o l o g y  o f  t h e  a n a l y s i s  c o n s i s t s  o f  t h e  f o l l o w i n g s :  

p )  To u s e  a  Markov p r o c e s s  t o  f o r m u l a t e  a M a r k o v i a n  e x p l o ­

r a t i o n  m o d e l ;

(2) To u s e  op t imum c o n t r o l  t o  c o m p u te  t h e  maximum d i s c o u n t e d  

t o t a l  p r o f i t  o f  t h e  f i r m .

The s t e p  by  s t e p  f o r m u l a t i o n s  a r e  a s  f o l l o w s :

P )  To d e f i n e  t h e  g e o l o g i c  u n c e r t a i n t y  by u s i n g  t h e  McKelvey 

d i a g r a m ;

(2) To d e f i n e  a p e t r o l e u m  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  f o r  a n  unknown

d i s t r i c t  ;

(3) To d e f i n e  a  Markov c h a i n  f o r  t h e  t r a n s i t i o n s  f rom  one

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  a n o t h e r  i n  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t ­

w o r k ,  by w h ich  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e v e r y  e x p l o r a t i o n  a c ­

t i v i t y  c a n  be  c o m p u t e d ;

P )  To d e f i n e  a  Markov p r o c e s s  f o r  t h e  t r a n s i t i o n s  f rom  one 

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  a n o t h e r  i n  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t ­

w ork ,  a n d  t o  c o m p u te  t h e  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  

g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s ;

(5) To d e f i n e  a n e t  r e w a r d  f u n c t i o n  f o r  t h e  e x p l o r a t i o n  mo­

d e l .  T h i s  n e t  r e w a r d  f u n c t i o n  i s  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  

Markov p r o c e s s  d e f i n e d  f o r  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s
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t o  e s t a b l i s h  a  f o r m u l a  f o r  c o m p u t i n g  t h e  e x p e c t e d  n e t  

p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t ;

[S] To d e f i n e  t h e  f u n c t i o n s  o f  t h e  p r o d u c t i o n  c o s t ,  t h e  d e ­

v e l o p m e n t  c o s t  and  t h e  e x p e c t e d  e x p l o r a t i o n  c o s t ;

(7) To f o r m u l a t e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  o f  t h e  o p t i a u m  

c o n t r o l  p r o b l e m .  T h i s  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  i s  t h e  d i s ­

c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t  o f  t h e  f i r m  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  

t h e  wage r a t e ;

(3) To f o r m u l a t e  a n  a v e r a g e  e x p e c t e d  r a t e  o f  d i s c o v e r y  f u n c ­

t i o n  and  a n  e x p e c t e d  c u m u l a t i v e  r e s e r v e  a d d i t i o n  f u n c ­

t i o n ;

(9) To f o r m u l a t e  t h e  o p t i m i z a t i o n  p ro b le m  o r  t h e  o p t i a u m

c o n t r o l  p r o b l e m  which  c o n s i s t s  o f  m a x im iz in g  t h e  o b j e c ­

t i v e  f u n c t i o n a l  a b o v e  s u b j e c t  t o  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  

t h e  n e t  r e s e r v e  and  t h e  e x p e c t e d  c u m u l a t i v e  r e s e r v e  a d ­

d i t i o n ;

(10) To e v a l u a t e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  optimum c o n t r o l  p r o b l e m  

an d  t o  c o m p u te  t h e  d i s c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t  p e r  w o r k e r  

r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e ;

(11) F i n a l l y ,  t h e  a n a l y s i s  f o r m u l a t e s  a  p o s s i b l e  e x t e n s i o n  

o f  t h e  m o d e l  i n t o  a t h r e e  s e c t o r  g r o w th  m o d e l ,  i n  w h ich  

t h e  M a r k o v ia n  e x p l o r a t i o n  m ode l  i s  i n c o r p o r a t e d .
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1.1» THE OEÊâHIZiî IOH OF THE BEPOBT

The r e p o r t  o f  t h i s  a n a l y s i s  i s  o r g a n i z e d  i n  t h e  f o l l o w i n g

m a n n e r :

(1) C h a p t e r  i  i s  a n  i n t r o d u c t o r y  summary;

'2) C h a p t e r  2 c o n t a i n s  a  r e v i e w  o f  t h e  l i t e r a t u r e  on  m o d e l s  

i n  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  e c o n o m i c s ,  p a r t i c u l a r l y  a b o u t  

t h e  op t im um  c o n t r o l  m o d e l s .  I t  d i s c u s s e s  t h e  d i f f e r ­

e n c e s  b e tw ee n  t h e s e  m o d e l s  and  t h e  m ode l  f o r m u l a t e d  i n  

t h i s  a n a l y s i s .  I t  a l s o  d i s c u s s e s  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t ­

ween t h e  d e c i s i o n  t r e e  p r o c e s s  u s e d  i n  e x p l o r a t i o n  and  

t h e  Markov c h a i n  and t h e  Markov p r o c e s s  t h a t  a c e  u s e d  

i n  t h i s  a n a l y s i s .  S e v e r a l  s u g g e s t i o n s  a r e  m e n t i o n e d  

p e r t a i n i n g  t h e  g r o w t h  m ode l  t h a t  i n c o r p o r a t e s  t h e  Mar­

k o v i a n  e x p l o r a t i o n  m o d e l ;

(3) C h a p t e r  3 d i s c u s s e s  s e v e r a l  m a j o r  t o p i c s .  F i r s t ,  i t  

d i s c u s s e s  and  d e s c r i b e s  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  u t i ­

l i z e d  i n  a s e a r c h  f o r  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  and  d e f i n e s  a 

n e t w o r k  f o r  p e t r o l e u m  e x p l o r a t i o n  i n  a n  unknown d i s ­

t r i c t .  S e c o n d ,  i t  d i s c u s s e s  a  Markov c h a i n  which  i s  

u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  and t h e  

l i m i t a t i o n  o f  t h e  u s e  o f  t h e  Markov c h a i n  i n  e x p l o r a ­

t i o n ,  and  i t  a l s o  p r o v i d e s  a c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e  t o  

c o m p u t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e v e r y  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y .  

T h i r d ,  i t  d e f i n e s  a Markov p r o c e s s  t h a t  r e l a x e s  t h e  l i ­

m i t a t i o n  p o s t e d  by t h e  Markov c h a i n .  A c o m p u t a t i o n a l  

p r o c e d u r e  i s  p r o v i d e d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  n e t  p r e s e n t  v a ­



9

l u e  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t .  T h i s  f o r m u l a  i s  b a s i ­

c a l l y  t h e  M a r k o v ia n  e x p l o r a t i o n  m o d e l ;

(h) C h a p t e r  U c o n t a i n s  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  op t im um  c o n t r o l  

p r o b l e m ,  w h ic h  i n c o r p o r a t e s  t h e  M ark o v ia n  e x p l o r a t i o n  

m ode l  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  3 .  I t  a n a l y z e s  t h e  opt imum 

p a t h  f o r  t h e  s t a t e  and  c o n t r o l  v a r i a b l e s  t h a t  m a x im iz e  

t h e  d i s c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  

wage  r a t e ;

{5) C h a p t e r  5 d i s c u s s e s  a p o s s i b l e  e x t e n s i o n  o f  t h e  m ode l  

i n t o  a t h r e e  s e c t o r  g r o w t h  m o d e l ,  w h e re  an e x h a u s t i o l e  

r e s o u r c e  i s  u s e d  a s  i n p u t  i n  o n e  o f  t h e  s e c t o r s -  The 

optimum c o n t r o l  p r o b l e m  i s  t o  m a x im iz e  t h e  d i s c o u n t e d  

p r o d u c t i o n  o f  t h e  c o n s u m p t i o n  g o o d s  p a r  c a p i t a ,  s u b j e c t  

t o  t h e  r a t e  o f  c a p i t a l  a u g m e n t a t i o n ,  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  

o f  t h e  t o t a l  n e t  r e s e r v e s ,  t h e  e x p e c t e d  t o t a l  c u m u l a ­

t i v e  r e s e r v e  a d d i t i o n s  i n  t h e  economy,  and  t h e  r a t e  o f  

c h a n g e  i n  t h e  l a b o r  f o r c e .  I t  a l s o  d i s c u s s e s  b r i e f l y  a

t h i r d  m o d e l ,  w here  t h e  p r i c e  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e ­

s o u r c e  i s  n o t  f i x e d  a n d  w h e re  c h a n g e  i n  t h e  wage and

r e n t a l  r a t e s  a f f e c t  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  e x p l o r a ­

t i o n  v e n t u r e s ;

Î6) F i n a l l y ,  C h a p t e r  6 p r o v i d e s  t h e  c o n c l u s i o n s  o f  t h e  a n a ­

l y s i s .
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1 . 5  A SÜHHABT OP IHE ÇONÇLOSIONS

The a n a l y s i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  u s e  o f  a  Markov c h a i n  and  a 

Markov p r o c e s s  i s  a more a p p r o p r i a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  

e x p l o r a t i o n  d e c i s i o n  p r o c e s s  t h a n  t h e  d e c i s i o n  t r e e  p r o c e s s .  

A Markov c h a i n  and  a  Markov p r o c e s s  p r o v i d e  a l s o  a  o e t h o d  

f o r  t h e  m o d e l l i n g  o f  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s ;  by  m o d i f y i n g  

t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k ,  s u c h  a  m ode l  c a n  be  u s e d  f o r  any  

m i n e r a l  r e s o u r c e .

The M a r k o v i a n  e x p l o r a t i o n  m ode l  t h a t  u s e s  a  Markov p r o ­

c e s s ,  p r o v i d e s  a  m ode l  t h a t  c o m p u t e s  t h e  e x p e c t e d  n e t  p r e ­

s e n t  v a l u e  o f  t h e  e s t i m a t e d  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  i n  m o n e t a r y  

t e r m s .  I t  i s  b a s e d  on a  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  c o m p u t a ­

t i o n a l  p r o c e d u r e  t h a t  p r o v i d e s  a f o r m u l a  f o r  c o m p u t i n g  t h e  

e x p e c t e d  o c c u r e n c e s  o f  a n y  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  and  a n e t  

r e w a r d  f u n c t i o n  d e f i n e d  a s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  v a l u e  

o f  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f ro m  an  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  and  t h e  

c o s t  o f  p e r f o r m i n g  t h a t  a c t i v i t y .  I t  c a n  a l s o  be b a s e d  on 

an e s t i m a t e d  am oun t  o f  t h e  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  p r e s e n t ,  i n ­

s t e a d  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f r o m  t h e  a c t i v i t i e s .  I n  

t h i s  c a s e ,  a  v o l u m e t r i c  e s t i m a t i o n  m e th o d  i s  r e q u i r e d  t o  

c o m p u te  t h e  e s t i m a t e d  a m o u n t  o f  p e t r o l e u m .  The M a r k o v ia n  

e x p l o r a t i o n  m o d e l  c a n  p r a c t i c a l l y  b e  u sed  f o r  any  t y p e  o f  

m i n e r a l  r e s o u r c e  e x p l o r a t i o n .

The d e p l e t i o n  m ode l  s h o w s  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  a d i s c o v ­

e r y  i s  t o  e x t e n t  t h e  t i m e  o f  c o m p l e t e  e x h a u s t i o n .  T h i s  

s e e m s  t o  b e  o b v i o u s ,  b u t  s u c h  a r e s u l t  may a l s o  be a f f e c t e d
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by  t h a  f a c t  t h a t  t h e  p r i c e  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e ,  t h e  

i n t e r e s t  r a t e ,  t h e  wage and  r e n t a l  r a t e s  a r e  c o n s i d e r e d  f i x ­

e d .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e r e  i s  no v a r i a b i l i t y  o f  o u t p u t  t h a t  

may be c a u s e d  by a c h a n g e  i n  t h e  p r i c e ,  t h e  i n t e r e s t  r a t e ,  

o r  t h e  wage an d  r e n t a l  r a t e s .  The f o r m u l a t i o n  o f  t h e  d e p l e ­

t i o n  m ode l  i s  s u c h  t h a t  n u m e r i c a l  d a t a  can  be  u s e d  t o  com­

p u t e  t h e  maximum d i s c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t s .

The a n a l y s i s  sh o w s  t h a t  an e x t e n s i o n  o f  t h e  m ode l  i n t o  

a  t h r e e  s e c t o r  g r o w t h  m o d e l  i s  p o s s i b l e .  A l t h o u g h  t h e  s o l u ­

t i o n s  t o  t h e  p ro b le m  a r e  y e t  t o  b e  g i v e n ,  t h e  L a g r a n g e  e q u a ­

t i o n  o r  t h a  H a m i l t o n i a n  f o r  t h e  p r o b l e m  i s  p r o v i d e d .



C h a p t e r  I I  

LITEBATORE REVIEW

T h i s  c h a p t e r  d i s c u s s e s  t h e  i m p o r t a n t  m o d e l s  i n  m i n e r a l  r e ­

s o u r c e  e c o n o m i c s  t h a t ,  h a v e  b e e n  p r e v i o u s l y  d e v e l o p e d ,  p e r ­

t a i n i n g  t o  t h e  m ode l  t h a t  w i l l  b e  d e v e l o p e d  i n  t h i s  p a p e r .  

I t  f i r s t  r e v i e w s  t h e  p r e v i o u s  m o d e l s ,  t h e n  d i s c u s s e s  t h e  

main  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e s e  m o d e l s  a n d  t h e  i n t e n d e d  mo­

d e l .  I t  a l s o  e x p l a i n s  t h e  n a t u r e  o f  t h e  u n c e r t a i n t y  an d  e l ­

a b o r a t e s  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  u s e d  

i n  t h e  i n t e n d e d  m ode l  a n d  t h e  t r e e  d e c i s i o n  p r o c e s s .  S u g g e s ­

t i o n s  f o r  t h e  e x t e n s i o n s  o f  t h e  g r o w t h  m ode l  w i l l  be  b r e i f l y  

m e n t i o n e d .

S t u d i e s  on n a t u r a l  r e s o u r c e  e c o n o m i c s  o f  t h e  N e o c l a s s i ­

c a l  m o d e l s  c a n  b a s i c a l l y  b e  c a t e g o r i z e d  i n t o  two m a j o r  

c l a s s e s ,  n a m e ly :

[^) The f i r s t  c l a s s  a r e  t h o s e  d e s c r i b i n g  t h e  b e h a v i o r  

o f  a f i r m  e n g a g e d  i n  e x t r a c t i v e  a c t i v i t i e s .  They a n a l y z e  

t h e  e f f e c t s  o f  e x t e r n a l  i n f l u e n c e s  on t h e  f i r m ' s  b e h a v i o r ,  

s u c h  a s  m a r k e t  s t r u c t u r e ,  t a x e s ,  a n d  u n c e r t a i n t i e s ;

(2) The s e c o n d  c l a s s  a r e  t h o s e  d e s c r i b i n g  a s i m p l e  

economy w i t h  n a t u r a l  r e s o u r c e s  t r e a t e d  a s  f a c t o r  i n p u t .  

They h a v e  u s u a l l y  t r i e d  t o  a n a l y z e  t h e  i m p l i c a t i o n s  o f  t h e  

e x h a u s t i b i l i t y  o f  t h e  n o n - r e n e w a b l e  r e s o u r c e s  a s  i n p u t  t o

-  12 -
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t h e  p r o c e s s  o f  e c o n o m i c  g r o w t h  a n d  t h e  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  

w e l f a r e  i m p l i c a t i o n s  [S m i th  and  K r u t i l l a ,  1 9 7 8 ) .

B o th  c l a s s e s  h a v e  g e n e r a l l y  a c c e p t e d  o n e  o f  two i d e a s  

c o n c e r n i n g  t h e  p h y s i c a l  o c c u r e n c e  o f  t h e  n a t u r a l  r e s o u r c e s .  

The f i r s t  a s s u m e s  a f i n i t e  s t o c k  o f  r e s o u r c e  w i t h  hom ogene­

o u s  q u a l i t y  an d  t h e  s e c o n d  p o s t u l a t e s  a n  i n c r e a s i n g  s u p p l y  

o f  r e s o u r c e s  o f  p r o g r e s s i v e l y  l o w e r  g r a d e .  H ow ever ,  H a r r i s  

and  S k i n n e r  (1979)  do  i n d i c a t e  t h a t  f o r  some c e r t a i n  m i n e r a l  

r e s o u r c e s ,  n a m e ly  t h e  l e s s  g e o c h e m i c a l l y  a b u n d a n t  m i n e r a l s ,  

o n c e  t h e  r i c h e s t  g r a d e s  a r e  e x p l o i t e d ,  t h e  q u a n t i t y  a v a i l a ­

b l e  d e c r e a s e s  r a t h e r  t h a n  i n c r e a s e s  a t  l o w e r  g r a d e s .  So t h e  

h y p o t h e s i s  on t h e  a v a i l a b i l i t y  o f  n a t u r a l  r e s o u r c e s  may w e l l  

i n c l u d e  t h e  o p i n i o n  o f  H a r r i s  and  S k i n n e r .  A l s o ,  u n c e r t a i n ­

t y  may be  i n t r o d u c e d  i n  b o t h  c l a s s e s ;  s o  m o d e l s  can  f u r t h e r  

be  c l a s s i f i e d  i n t o  d e t e r m i n i s t i c  and  p r o b a b i l i s t i c  m o d e l s .

2 . 1  THE MODELS OP THE FIBST CLASS CATEGOHY 

W i t h i n  t h e  f i r s t  c l a s s  d e t e r m i n i s t i c  m o d e l s ,  a n a l y s e s  c a n  be  

s t a t i c  o r  d y n a m i c .  L e w is  Gray (191%) i s  t h e  f i r s t  w r i t e r  t o  

p r e s e n t  a s t a t i c  a n a l y s i s  o f  a s i n g l e  f i r m  e x p l o i t i n g  a 

n o n - r e n e w a b l e  r e s o u r c e .  B a s i c a l l y ,  h e  i s  a b l e  t o  d e r i v e  t h e  

p r o p e r t i e s  o f  t h e  t i m e  p a t h  o f  p r i c e s  and  t h e  e f f e c t s  o f  

t a x e s  and  t h e  c h a n g e s  o f  p r i c e  u s i n g  s t a t i c  m i c r o - e c o n o m i c s  

t h e o r y  (G ray ,  191% ) .  O t h e r  w r i t i n g s  o n  s t a t i c  a n a l y s i s  i n ­

c l u d e  F r a n k  P a i s h  [ 1 9 3 5 ) ;  A.D S c o t t  [ 1 9 5 5 ) ;  A n thony  F i s h e r  

and  J o h n  K r u t i l l a  ( 1 9 7 5 ) ;  and  D.A. B r o b s t ,  H .P .  P r a t t ,  and
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V .B .  McKelvey (1973) w r i t e  a b o u t  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  m i n e r a l  

r e s e r v e s .

The a n a l y s i s  on  t h e  d y n a m i c  d e t e r m i n i s t i c  m o d e ls  u s i n g  

e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e s  i s  f i r s t  do n e  b y  H a r o l d  H o t e l l i n g  

( 1 9 3 1 ) ,  f o l l o w e d  by R i c h a r d  G ordon  (1967) a n d  R . 6 .  Cummings 

( 1 9 6 9 ) .  T h e s e  a n a l y s e s  u t i l i z e  c o s t  f u n c t i o n s  and t h e  c a l ­

c u l u s  o f  v a r i a t i o n s  t o  d e t e r m i n e  t h e  o p t i m a l  t i n e  p a t h .  Ho­

t e l l i n g ' s  m o d e l ,  w h ich  a n a l y z e s  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  f i r m  i n  

c o m p e t i t i v e  an d  m onopoly  m a r k e t  s t r u c t u r e s ,  i s  b a s e d  on  t h e  

m a x i m i z a t i o n  o f  t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  p r o f i t s .  I t  c a n  be 

w r i t t e n  a s :

CD —r t
M axim ize  J  = / " g p  (g) e  d t  

0

T r t
s u b j e c t  t o  / g  d t  = a ,  and  g = f ( p e  , t )  w h e re  

0

g i s  g u a n t i t y ;

p i s  t h e  d i f f e r e n c e  i n  p r i c e  and i t s  u n i t  c o s t ;

r  i s  t h e  d i s c o u n t  r a t e ;

t  i s  t i m e ;

T i s  t h e  t i m e  o f  e x h a u s t i o n ;

a i s  a f i x e d  v a l u e .

H o t e l l i n g  e v i d e n t l y  u s e s  a f i x e d  s t o c k  o f  a n a t u r a l  r e s o u r c e  

w i t h  h o m o g e n eo u s  g u a l i t y .  T h e  r e s u l t s  o f  h i s  a n a l y s i s  show 

t h a t  i n  a  c o m p e t i t i v e  i n d u s t r y ,  t h e  e x h a u s t i b i l i t y  o f  t h e  

m i n e r a l  r e s o u r c e  d e p e n d s  on t h e  demand.  I f  t h e  demand i s  a 

n e g a t i v e  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  o f  p r i c e ,  t h e  e x p l o i t a t i o n  

w i l l  c o n t i n u e  f o r e v e r  b u t  a t  a  d i m i n i s h i n g  r a t e .  I f  t h e  d e -
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mand i s  l i n e a r ,  t h e  r e s o u r c e  w i l l  b e  d e p l e t e d  a t  a f i n i t e  

t i s e .  I n  a m o n o p o ly ,  t h e  e x p l o i t a t i o n  w i l l  be  p r o l o n g e d .

M o d i f i c a t i o n s  on H o t e l l i n g ’ s  model  a r e  q u i t e  e x t e n s i v e .  

Among t h e  d e t e r m i n i s t i c  m o d e l s ,  J o h n  M. H a r t w i c k  (1978) p r o ­

v i d e s  a n  a n a l y s i s  o f  a  s i n g l e  f i r m  h a v i n g  many d e p o s i t s ,  

w h i l e  A l i s t a i r  M. D lph  g i v e s  a  r e s o u r c e  d e p l e t i o n  m ode l  w i t h  

m u l t i p l e  g r a d e s  a n a l y z e d  f o r  a c o m p e t i t i v e  m a r k e t  s t r u c t u r e  

’ 1 9 7 8 ) .  n l p h ’ s  m ode l  m a x i m i z e s  t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  p r o f i t s  

and  c a n  be  w r i t t e n  a s ;

"  - r t
M ax im ize  J  = /  ( r  (p  ( t ) - C  (g) ) X ( g ,  t )  ) e  d t

0 9=1
s u b j e c t  t o :

3 X ' g , t ) / a t  = -  x ( g , t ) ,  g= 1 ,  2 ,  . . . n

X ( g , t ) ,  x ( g , t )  > 0 f o r  a l l  g and  t ,

w h e r e :

X ( g , t )  i s  t h e  s t o c k  o f  m i n e r a l  r e s o u r c e s  o f  g r a d e  g ,  a t  t i m e  

t ;

C ’g) i s  t h e  c o s t  o f  p r o d u c i n g  o n e  u n i t  o f  t h e  r e f i n e d  r e ­

s o u r c e  f r o m  r e s o u r c e  o f  g r a d e  g .

H is  a n a l y s i s  c o n c l u d e s  t h a t  e x p l o i t a t i o n  m us t  be  s e q u e n t i a l ,  

b e g i n n i n g  w i t h  t h e  m i n e r a l  r e s o u r c e  o f  t h e  h i g h e s t  g r a d e .

F r e d e r i c k  M. P e t e r s o n  (1978) p r o v i d e s  a m ode l  o f  m in in g  

and  e x p l o r a t i o n  o f  an  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e .  H i s  m ode l  a l s o

m a x i m i z e s  t h e  n e t  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p r o f i t  s t r e a m s  and

c a n  b e  shown a s  f o l l o w s :

— r t
M ax im ize  J  = / “ (px ( j ) - H  (j ) - E  ( j )  ) e  d t

0

s u b j e c t  t o :
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x ( j ) ,  D ( j )  > 0 ;  X ( j )  (0) = 0 a n d  D ( j )  (0» = 0 ;

D(3) -  %(j) > 0 .

w h e r e :

X ( j )  = d X ( j ) / d t  i s  t h e  e x t r a c t i o n  r a t e  oE f i t a  j ;

Mtj )  i s  t h e  e x t r a c t i o n  c o s t s  o f  f i r m  j ;

X ( j )  i s  t h e  c u m n u l a t i v e  e x t r a c t i o n ;

D ( j )  i s  t h e  c u m n u l a t i v e  d i s c o v e r y ;

E ( j )  i s  t h e  e x p l o r a t i o n  c o s t s  o f  f i r m  j ;

t  i s  t i m e .

H is  c o n c l u s i o n s  a r e  t h a t  i n  a  c o m p e t i t i v e  i n d u s t r y ,  f i r m s  

a r e  p r o m p t e d  t o  e x p l o r e  r a p i d l y ;  h o w e v e r ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  

i n f o r m a t i o n  s p i l l o v e r  makes  f i r m s  t o  d e l a y  e x p l o r a t i o n .  I n  

a  m o n o p o ly ,  t h e  m o n o p o l i s t  t e n d s  t o  d e l a y  p r o d u c t i o n  and h a s  

e x c e s s  r e s e r v e s .

O t h e r  w r i t i n g s  on d e t e r m i n i s t i c  m o d e l s  a r e  t h o s e  w r i t t e n  by 

J a n e s  L .  Sw eeney  ( 1 9 7 7 ) ;  R o b e r t  S .  P i n d y c k  ( 1 9 7 8 ) ;  M. C. 

W e i n s t e i n  and  B. C. Z e c k h a u z e r  ( 1 9 7 8 ) ;  Tapan M i t r a  ( 1 9 8 3 ) .

P i n d y c k * s  a n a l y s i s  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  o p t i m a l  e x p l o ­

r a t i o n  and  p r o d u c t i o n  o f  an  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e .  I t  t r e a t s  

t h e  r e s o u r c e  b a s e  a s  t h e  b a s i s  f o r  p r o d u c t i o n  and  e x p l o r a ­

t i o n  a c t i v i t y  a s  t h e  means  f o r  i n c r e a s i n g  o r  m a i n t a i n i n g  t h e  

r e s e r v e s .  H ow ever ,  a s  d e p l e t i o n  f i n a l l y  t a k e s  p l a c e ,  h i s  

a n a l y s i s  a s s u m e s  t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  w i l l  r e s u l t  

i n  s m a l l e r  d i s c o v e r i e s .  T h e s e  a r e  t h e  b a s i c  c o n s t r a i n t s  im­

p o s e d  i n  t h e  m o d e l .  The m ode l  i t s e l f  t r i e s  t o  d e t e r m i n e  t h e  

o p t i m a l  r a t e s  f o r  e x p l o r a t i o n  and  p r o d u c t i o n  i n  a c o m p e t i ­
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t i v e  a n d  m o n o p o l i s t i c  m a r k e t  s t r u c t u r e s .  P i n d y c k ' s  m o d e l  

c a n  be  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :

- r t
M axim ize  W = /  { pg -Z [1 )  JR)g-C{2) [ w ) ) e  d t  

s u b j e c t  t o :

dR/at = d X / d t  -  q 

d X / d t  = f [w ,X )

R* q# W/ X ^ 0  

w h e r e :

H i s  t h e  p r o v e d  r e s e r v e s ;

p i s  t h e  p r i c e  o f  t h e  p r o d u c t ;

q i s  t h e  q u a n t i t y  p r o d u c e d ;

X i s  t h e  c u m m u la t iv B  r e s e r v e  a d d i t i o n ;

C '1 ) ( H )  i s  t h e  a v e r a g e  p r o d u c t i o n  c o s t ;

C ( 2 ) (w) i s  t h e  c o s t  o f  e x p l o r a t i o n  e f f o r t s .

The  A v e rag e  p r o d u c t i o n  c o s t  i n c r e a s e s  a s  t h e  p r o v e d  r e s e r v e  

i s  d e p l e t e d ;  t h e  c o s t  o f  e x p l o r a t i o n  e f f o r t s  i n c r e a s e s  a s  

t h e  e f f o r t ,  w, i n c r e a s e s .  The r e s u l t s  o f  h i s  a n a l y s i s  i n d i ­

c a t e  t h a t  i f  t h e  i n i t i a l  r e s e r v e  i s  s m a l l ,  t h e  p r i c e  p a t h

w i l l  h a v e  a  0 - s h a p e d  p a t t e r n ,  and  n o t  a  s t e a d i l y  i n c r e a s i n g

p a t h .  T h i s  0 - s h a p e d  p a t h  i m p l i e s  t h a t  p r i c e  w i l l  be  i n ­

c r e a s i n g  o v e r  t i m e  i n  t h e  l a t e r  s t a g e  o f  r e s o u r c e  e x p l o i t a ­

t i o n .  H o w ev e r ,  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  h e l p  t o  r e d u c e  

s u c h  p r i c e  i n c r e a s e .  The p a t t e r n  o f  o p t i m a l  e x p l o r a t i o n  a c ­

t i v i t y  d e p e n d s  on t h e  i n i t i a l  r e s e r v e  l e v e l  an d  t h e  r a t e  o f  

d e p l e t i o n ;  t h e  d e t e r m i n a n t  i s  t h e  t r a d e  o f f  b e t w e e n  t h e  c o s t  

s a v i n g s  i n  p o s t p o n e d  e x p l o r a t i o n  and  t h e  c o s t  s a v i n g s  f r o m
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l o v e r  e x t r a c t i o n  c o s t  and  t h e  r e v e n u e  g a i n s  f ro m  h i g h e r  p r o ­

d u c t i o n  when e x p l o r a t i o n  r e s u l t s  i n  g r e a t e r  am ount  o f  r e ­

s e r v e s .

n .  C. W e i n s t e i n  an d  B. J .  Z e c k h a u z e r  h a v e  shown t h a t  

t h e  c o m p e t i t i v e  r a t e  o f  e x t r a c t i o n  i s  s o c i a l l y  o p t i m a l  w h i l e  

m o n o p o l i s t i c  r a t e  i s  s u b o p t i m a l ;  h o w e v e r ,  t h e y  i n d i c a t e  

t h a t  i f  t h e  n e t  p r i c e ,  d e f i n e d  a s  t h e  m a r k e t  p r i c e  l e s s  t h e  

m a r g i n a l  c o s t  o f  e x t r a c t i o n ,  h a s  c o n s t a n t  e l a s t i c i t y  t h e n  

t h e  c o m p e t i t i v e  r a t e  and  t h e  m o n o p o l i s t i c  r a t e  a r e  e q u a l .  

W h i l e  S w e e n e y ' s  a n a l y s i s  c o n c e n t r a t e s  on t h e  p o s s i b l e  b i a s  

f r o m  o p t i m a l  c o m p e t i t i v e  a l l o c a t i o n ;  h i s  a n a l y s i s  i n d i c a t e s  

t h a t  p e r c e n t a g e  d e p l e t i o n  a l l o w a n c e s ,  n o n - i n t e r n a l i z e d  e x ­

t e r n a l i t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  e x t r a c t i o n ,  and p r i c e  c o n t r o l s ,  

n a y  l e a d  t o  t e m p o r a l  b i a s e s .  P e r c e n t a g e  d e p l e t i o n  a l l o w a n c ­

e s  may l e a d  t o  an o v e r  e x t r a c t i o n  o f  r e s o u r c e s  a t  t h e  p r e ­

s e n t  t i m e ;  a n d  t h i s  c u r r e n t  o v e r  e x t r a c t i o n  a l s o  o c c u r s  i n  

t h e  c a s e  o f  n o n -  i n t e r n a l i z e d  e x t e r n a l i t i e s ;  on t h e  o t h e r  

h a n d ,  p r i c e  c o n t r o l s  may l e a d  t o  t e m p o r a l  b i a s e s ,  b u t  t h e i r  ' 

d i r e c t i o n s  c a n  n o t  be  p r e d i c t e d  w i t h o u t  a d d i t i o n a l  i n f o r m a ­

t i o n .  The r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  e x c e s s  p r i c e  s ee m s  t o  be  a 

d e t e r m i n i s t i c  f a c t o r  i n  p r e d i c t i n g  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  b i a s  

d u e  t o  p r i c e  c o n t r o l s .  I n  t h e  c a s e  o f  m o n o p o ly ,  g e n e r a l l y  

m o n o p o l i e s  w i l l  l e n g t h e n  t h e  t i m e  o f  e x t r a c t i o n  u n t i l  r e ­

s o u r c e s  a r e  u l t i m a t e l y  d e p l e t e d .  H ow ever ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  

demand f u n c t i o n  i n f l u e n c e s  t h e  m o n o p o l i s t ' s  b e h a v i o r  a s  

w h e t h e r  t o  c u r r e n t l y  u n d e r - u s e  o r  t o  c u r r e n t l y  o v e r - u s e  t h e  

r e s o u r c e s .
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I t  s e e m s  t h a t  m os t  o f  t h e  d e t e r m i n i s t i c  m o d e ls  o f  t h e  

f i r s t  c l a s s  u s e  c o s t  f u n c t i o n s  o r  c o m b i n a t i o n s  o f  p r i c e  and  

c o s t  f u n c t i o n s  t o  d e t e r m i n e  t h e  op t im um  p a t h  f o r  e x p l o i t a ­

t i o n  o f  t h e  d e p l e t a b l e  r e s o u r c e s .

Among t h e  p r o b a b i l i s t i c  m o d e l s  a r e  t h o s e  w r i t t e n  by 

T r a c y  R- L ew is  ( 1 9 7 7 ) ;  N i c h e a l  H o e l  ( 1 9 7 8 ) ;  S l e n n  C. L o u r y  

( 1 9 7 8 ) ;  H. C. Kemp a n d  Ngo Van Long ( 1 9 7 8 ) ;  R i c h a r d  G i l ­

b e r t  ( 1 9 7 9 ) ;  a n d  A r t h u r  J -  Robson  ( 1 9 7 9 ) ;  and  R o b e r t  S .  

P i n d y c k  ( 1 9 8 0 ) .  L e w is  a n a l y z e s  t h e  e x p l o i t a t i o n  o f  a n  e x ­

h a u s t i b l e  r e s o u r c e  when i t s  p r i c e  i s  u n c e r t a i n .  The p r o b l e m  

i s  a n a l y z e d  i n  a s t o c h a s t i c  f r a m e w o r k  f o r  m o n o p o l i s t i c  an d  

c o m p e t i t i v e  m a r k e t  s t r u c t u r e s .  I t  s h o w s  t h a t  t h e  r a t e  o f  

e x t r a c t i o n  v a r i e s  d i r e c t l y  w i t h  t h e  w i l l i n g n e s s  o f  t h e  r e ­

s o u r c e  owner  t o  a c c e p t  r i s k .  R i s k - p r e f e r r i n g  o w n e rs  w i l l  

e x p l o i t  t h e  r e s o u r c e  s o r e  r a p i d l y  t h a n  r i s k - n e u t r a l  o w n e r s ,  

and  r i s k - a v e r s e  o w n e r s  w i l l  d e p l e t e  t h e  r e s o u r c e  s l o w e r  t h a n  

t h e  r i s k - n e u t r a l  o n e s .  A l s o ,  i n c r e a s i n g  t h e  d i s c o u n t  r a t e  

t o  a c c o u n t  f o r  r i s k  w i l l  i n c r e a s e  t h e  r a t e  o f  r e s o u r c e  u s e ,  

w h ich  a c c o r d i n g  t o  L e w i s '  a n a l y s i s  i s  c o n t r a r y  t o  t h e  d e ­

s i r e d  p o l i c y ,  n a m e l y  a  s l o w e r  r a t e  o f  d e p l e t i o n .  H e n c e ,  Le­

w i s '  a n a l y s i s  i s  d i r e c t e d  t o w a r d s  t h e  e f f e c t  o f  a t t i t u d e s  

t o w a r d  r i s k  i n  t h e  e x p l o i t a t i o n  o f  an  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e .

M ost  i n t e r e s t i n g  i s  t h e  a n a l y s i s  made by  P i n d y c k ;  h i s  

m ode l  p o s t u l a t e s  t h a t  t h e  m a r k e t  demand f u n c t i o n  and  t h e  r e ­

s e r v e  l e v e l  a r e  u n c e r t a i n  and  t h a t  t h e s e  u n c e r t a i n t i e s  a r e  

c o n t r o l l e d  by s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s  w i t h  i n d e p e n d e n t  i n c r e -
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B e n t ,  c a l l e d  t h e  I t o  p r o c e s s e s  ( B a t h ,  1972 ;  p p . 16 , 1 3 3 - 1 8 4 ) .  

The m a r k e t  demand f u n c t i o n  c a n  be  w r i t t e n  a s :

P = P ( g ,  t )  = y ( t )  f  (q) 

w i t h  f*  (q) < 0 ,  and  y ( t )  i s  a s t o c h a s t i c  p r o c e s s  o f  t h e

f o r m :

d y / y  = a  d t  + s ( l )  d z ( l )

3 y / y  = a  d t  + s ( l )  e ( 1 )  ( t )  V d t  . . .  (1)

and t h e  r e s e r v e s  f l u c t u a t e  r a n d o m ly  o v e r  t i m e  a c c o r d i n g  t o  

t h e  s t o c h a s t i c  p r o c e s s :

dR = -  q d t  + s ' 2 )  d z ( 2 )

dR = -  q d t  + s ( 2 )  e ( 2 )  ( t )  V d t  . . . ( 2 )

w h e re :

3  i s  t h e  r a t e  o f  p r o d u c t i o n ;

s  i s  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n ;

2  i s  a s e r i a l l y  u n c o r r e l a t e d  n o r m a l  random

v a r i a b l e  w i t h  z e r o  mean and u n i t  v a r i a n c e .

The p r o b l e m  i s  t h e n  t o  m a x im iz e  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e

sum o f  t h e  d i s c o u n t e d  p r o f i t s  a s  f o l l o w s ;

T - r t
M ax im ize  E(0)  /^ { y  ( t )  f  ( q ) - C  (1) ( R ) ) g e  d t  

0

s u b j e c t  t o  e q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  and  R>0.

N o te  t h a t  C ( 1 ) ( R )  i s  t h e  a v e r a g e  p r o d u c t i o n  c o s t  and 

C * ( l )  (R )< 0 ;  E(0) i s  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  f u n c t i o n  b e g i n n i n g

f ro m  t  = 0 .

I t  i s  a s s u m e d  t h a t  E ( e ( i )  ( t ) . e ( 2 ) ( t ) )  = 0 ,  m ean ing  t h a t  t h e  

s t o c h a s t i c  p r o c e s s  c o n t r o l l i n g  t h e  demand and  r e s e r v e s  a r e  

i n d e p e n d e n t  f o r  a l l  t .  T he  c o n c l u s i o n s  t h a t  P i n d y c k  d r a w s  

f ro m  t h e  a b o v e  m ode l  a r e  t h e  f o l l o w i n g :
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(1) Tha e x p e c t e d  c a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  c o m p e t i t i v e  p r i c e

d i f f e r s  f r o m  c e r t a i n t y  c a s a  o n l y  i f  t h e  p r o d u c t i o n  c o s t

f u n c t i o n  C[1)  i s  n o n l i n e a r ;

(2) I n  t h e  c a s e  o f  a  l i n e a r  p r o d u c t i o n  c o s t  f u n c t i o n ,  t h e

e x p e c t e d  r a t e  o f  c h a n g e  o f  p r i c e  i s  t h e  same a s  i n  t h e

c e r t a i n t y  c a s e .  H o w ev e r ,  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  p r o d u c ­

t i o n  w i l l  b e  a f f e c t e d  by t h e  u n c e r t a i n t y .

F u r t h e r ,  P i n d y c k  h a s  i n c o r p o r a t e d  e x p l o r a t i o n  e f f o r t s  i n t o

t h e  model  and  b e c o m e s :

-  - r t
M axim ize  E(0) /  ( g p ( g ) - C ( 1 )  (R) q -C (2 )  (w) ) e d t

D

s u b j e c t  t o :

dR = - g d t  ♦ s  (K) dz  

dK = g ( w ) d t  

w h e r e :

w i s  t h e  l e v e l  o f  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y ;

K i s  t h e  s t o c k  o f  k n o w le d g e  p r o d u c e d  b y  y ;

C[2)  [v)  i s  t h e  a v e r a g e  e x p l o r a t i o n  c o s t ;  

dz  i s  e ( t ) V d t .

F u r t h e r  h i s  a n a l y s i s  a s s u m e s  t h a t  a s  e x p l o r a t i o n  p r o c e e d s  

o v e r  t i m e ,  i t  becom es  more an d  m ore  d i f f i c u l t  t o  make new 

d i s c o v e r i e s .  T he  r a t e  o f  d i s c o v e r y ,  d X / d t ,  d e p e n d s  upon t h e  

l e v e l  o f  e x p l o r a t i o n  e f f o r t ,  w, upon  t h e  c u m m u l a t i v e  d i s c o v ­

e r y ,  X, a n d  upon a  p a r a m e t e r  b which f o l l o w s  a s t o c h a s t i c  

p r o c e s s .  F u n c t i o n a l l y ,  i t  c a n  b e  w r i t t e n  a s :

X = d X / d t  = f ( w , X , b ) ,  w i t h  f ( w ) > 0 ,  f ( X ) < 0 .

The d y n a m i c s  o f  b i s  f u r t h e r  s p e c i f i e d  a s :  

db = s [ b )  dz  = s ( b )  e ( t )  V d t .
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s o  t h a t  E(db)  -  0 .  T h i s  m eans  t h a t  t h e  r a t e  o f  d i s c o v e r y

t o d a y ,  g i v e n  w and  X,  i s  e x a c t l y  known, b u t  i t  i s  n o t  known

i n  t h e  f u t u r e .  H i s  m o d e l  t h e n  b e co m e s :

T - r t
M ax im ize  E(0) /  (g p - C ( 1 )  ( B ) - C ( 2 )  ( w ) ) e  d t

s u b j e c t  t o :

d H / d t  -  d X / d t  -  q 

d X / d t  = f ( w , X , b )  

db = s  (b) e  ( t )  Vdt  

R, g ,  w,  X ^  0 .

I t  i s  a s s u m e d  t h a t  C ' ' 1 ) [ R ) < 0 ,  C ' ( 2 ) f w ) > 0 ,  C" (2) (w) >3 ,  and  

t h a t  t h e  m a r g i n a l  d i s c o v e r y  c o s t ,  C* (2) ( w ) / f  (w) , i n c r e a s e s  

w i t h  w- N o te  t h a t  i n  t h e  a b o v e  m o d e l ,  t h e  demand u n c e r t a i n ­

t y  i s  a s s u m e d  away;  i t  i s  a r g u e d  t h a t  t h e  demand u n c e r t a i n t y  

h a s  no e f f e c t  on t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  p r i c e  and  t h e  e x p l o r a ­

t i o n  a s  l o n g  a s  t h e y  a r e  u n c o r r e l a t e d  w i th  t h e  f l u c t u a t i o n s

i n  b ( P i n d y c k ,  1 9 8 0 ) .  S e v e r a l  c o n c l u s i o n s  h a v e  b e e n  d raw n  

from  h i s  a n a l y s i s ,  among w h ich  a r e :

(1) when e x p l o r a t i o n  i s  u s e d  t o  r e d u c e  r e s e r v e  u n c e r t a i n t y :

(a) E x t r a c t i o n  c o s t  c o n s t a n t :  r e s e r v e  u n c e r t a i n t y  h a s  no  e f ­

f e c t  on t h e  e x p e c t e d  r a t e  o f  c h a n g e  i n  p r i c e ;

(b) E x t r a c t i o n  c o s t  r i s e s  a s  R f a l l s :  ( i )  r e s e r v e  u n c e r t a i n ­

t y  h a s  no e f f e c t  on t h e  e x p e c t e d  r a t e  o f  c h a n g e  when

e x t r a c t i o n  c o s t  i s  l i n e a r ;  ( i i )  e x p e c t e d  l e v e l  o f  e x ­

p l o r a t i o n  e f f o r t  r i s e s  o v e r t i m e ,  f a l l i n g  a b r u p t l y  when 

p r o d u c t i o n  s t o p s ;

(2) When e x p l o r a t i o n  i s  u s e d  t o  a c c u m u l a t e  r e s e r v e s :
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(al  L i n e a r  d i s c o v e r y  f u n c t i o n :  u n c e r t a i n t y  h a s  no e f f e c t  on

e i t h e r  t h e  p r i c e  o r  e x p l o r a t i o n  e f f o r t ;  (b) N o n l i n e a r  

d i s c o v e r y  f u n c t i o n :  t h e  e f f e c t  o f  u n c e r t a i n t y  d e p e n d s

on t h e  c o n v e x i t y  o f  t h e  m a r g i n a l  p r o d u c t  o f  t h e  e x p l o ­

r a t i o n  f u n c t i o n .

O t h e r  s t o c h a s t i c  m o d e ls  o f  r e s o u r c e  e x p l o r a t i o n  a r e  

t h o s e  by Arrow and Chang (1978) a n d  by  Deshmukh an d  P l i s k a  

(1978) i n  w h ic h  d i s c r e t e  i n c r e m e n t s  o f  r e s e r v e  d i s c o v e r i e s  

o c c u r  s t o c h a s t i c a l l y  v i a  a P o i s s o n  p r o c e s s  i n  p r o p o r t i o n  t o  

t h e  l e v e l  o f  e x p l o r a t o r y  a c t i v i t y .  O t h e r  p r o b a b i l i s t i c  mo­

d e l s  t h a t  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  b y  a u t h o r s  m e n t i o n e d  p r e v i o u s ­

l y ,  do n e t  u s e  Markov p r o c e s s e s .  Some o t h e r  a u t h o r s  may u s e  

t r e e  d e c i s i o n  p r o c e s s e s ,  which a r e  b a s e d  on c e r t a i n  p r o b a ­

b i l i s t i c  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s  o r  on s u b j e c t i v e  p r o b a b i l i s ­

t i c  v a l u e s .

2 . 2  THE MAIN DIPPEBENÇES TO THE MODEL

The main  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  m o d e l  t h a t  w i l l  b e  d e v e l ­

o ped  i n  t h i s  p a p e r ,  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  m o d e l ,  and  t h o s e  u s ­

i n g  s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s  o f  t h e  f i r s t  c l a s s  a r e :

(1) The u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d  i n  t h e  m ode l  i s  d e f i n e d  a s  t h e  

g e o l o g i c  u n c e r t a i n t y ;  one  t h a t  w i l l  b e  e n c o u n t e r e d  i n  

any  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  o f  a  m i n e r a l  r e s o u r c e  c o n c e r n ­

i n g  t h e  g e o l o g i c  i n f o r m a t i o n  t h a t  i s  o b t a i n e d  f rom  s u c h  

a c t i v i t y .  P i n d y c k ' s  m o d e l  s t r e s s e s  t h e  f u t u r e  u n c e r ­

t a i n t i e s  i n v o l v e d  i n  m i n e r a l  d i s c o v e r i e s ,  w h ic h  may i n -
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e l u d e  n o t  o n l y  g e o l o g i c  u n c e r t a i n t y  b u t  a l s o  o t h e r  u n c ­

e r t a i n t i e s  due  t o  t h e  u n c e r t a i n  o c c u r r e n c e  o f  f u t u r e  

e v e n t s ;

[2) The  s a m p l e  s p a c e  o f  t h e  u n c e r t a i n t y  o f  t h e  model  i s  t h e

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  o f  a n  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t ,  w h i l e  

o t h e r s  c o v e r  t h e  w h o le  r e s o u r c e  b a s e  o f  t h e  a r e a .  T h i s  

m eans  t h a t  i n  o t h e r s ,  t h e  s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s  a r e  a p ­

p l i e d  t o  t h e  i n c r e m e n t  o f  m i n e r a l  d i s c o v e r y  o f  t h e  

w h o le  r e s o u r c e  b a s e  i n  t h a t  a r e a ;  on t h e  o t h e r  h a n d ,  

t h e  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  u s e d  i n  t h e  m o d e l  i s  i n t e n d e d  t o  

c o n t r o l  t h e  a c t i v i t i e s  o f  an  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  o r  a 

v e n t u r e .  H e r e ,  a v e n t u r e  i s  d e f i n e d  t o  b e  an e x p l o r a ­

t i o n  e f f o r t  o v e r  a  g i v e n  l i m i t e d  a r e a  i n  which l e g a l  

p e r m i s s i o n  o r  r i g h t s  h a v e  b e e n  g r a n t e d  f o r  su c h  e f f o r t  

t o  t a k e  p l a c e  i n  t h a t  a r e a .

(3) I n  p a r t i c u l a r  t o  p i n d y c k ' s  m o d e l ,  t h e  m ode l  u s e s  a Mar­

ko v  c h a i n  o r  a  Markov p r o c e s s  t o  b e  t h e  s t o c h a s t i c  p r o ­

c e s s  t h a t  q u a n t i f i e s  t h e  u n c e r t a i n t y .  The P i n d y c k ' s  mo­

d e l ,  a s  p r e v i o u s l y  m e t i o n e d ,  u s e s  t h e  I t o  p r o c e s s .

As c o m p ared  t o  o t h e r  p r o b a b i l i s t i c  m o d e l s  n o t  u s i n g  

s t o c h a s t i c  p r o c e s s ,  t h e  d i f f e r e n c e  i s  a p p a r e n t ,  namely  s t o ­

c h a s t i c  v e r s u s  n o n - s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s .  E l a b o r a t i o n  on  t h e  

d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  u s e d  i n  t h a  m o d e l  

and t h e  t r e e  d e c i s i o n  p r o c e s s ,  which  i s  u s u a l l y  u s e d  i n  

s o l v i n g  t h e  u n c e r t a i n t y  i n  e x p l o r a t i o n ,  w i l l  be  done  i n  s e c ­

t i o n  2 . 4  b e lo w .
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2 . 3  IHE PMCBBTAIHTY IHD THE MCKELVEY DIAGRAM

I n  o r d e r  t o  d i s t i n g u i s h  t h e  n a t u r e  an d  t y p e  o f  t h e  u n c e r ­

t a i n t y  i n v o l v e d  i n  t h e  m o d e l ,  i t  i s  b e s t  t o  r e f e r  t o  a  d i a ­

g ra m ,  c a l l e d  t h e  McKelvey d i a g r a m ,  d e s c r i b e d  i n  F i g u r e  2 - 1 .  

T h i s  d i a g r a m  b a s i c a l l y  c l a s s i f i e s  a  m i n e r a l  r e s o u r c e  i n t o  

s e v e r a l  c a t e g o r i e s  b a s e d  on i t s  e c o n o m i c  f e a s i b i l i t y  an d  t h e  

d e g r e e  o f  g e o l o g i c  c e r t a i n t y .  The  v e r t i c a l  a x i s  o f  t h i s  d i a ­

g ram  i n d i c a t e s  t h e  e c o n o m ic  f e a s i b i l i t y  an d  t h e  h o r i z o n t a l  

a x i s  i n d i c a t e s  t h e  d e g r e e  o f  g e o l o g i c  a s s u r a n c e .  B a s e d  on 

t h e  e c o n o m i c  f e a s i b i l i t y  c r e t e r i o n ,  a m i n e r a l  r e s o u r c e  can  

be c l a s s i f i e d  i n t o  ( i )  e c o n o m i c  r e s o u r c e ,  and  ( i i )  s u b e c o -  

n o m ic  r e s o u r c e .  The  l a t t e r  c a n  f u r t h e r  b e  d i v i d e d  i n t o  p a r -  

a m a r g i n a l  an d  s u b m a r g i n a l .  B a s e d  on t h e  g e o l o g i c  a s s u r a n c e  

c r e t e r i o n ,  a  m i n e r a l  r e s o u r c e  c a n  b e  c a t e g o r i z e d  i n t o  [L) 

i d e n t i f i e d  r e s o u r c e ,  and  ( i i )  u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e .  The 

f o r m e r  c a n  f u r t h e r  b e  c l a s s i f i e d  i n t o  m e a s u r e d ,  i n d i c a t e d ,  

and  i n f e r r e d  r e s o u r c e s ,  w h i l e  t h e  l a t t e r  i n t o  s p e c u l a t i v e ,  

a n d  h y p o t h e t i c a l  r e s o u r c e s .  The  d e f i n i t i o n s  f o r  t h e s e  t e r ­

m i n o l o g i e s  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d ix  A- I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  

t h a t  w i t h i n  t h e  c l a s s  of.  u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e s ,  t h e  g e o l o ­

g i c  e v a l u a t i o n s  e s t a b l i s h  t h e  d e g r e e  o f  c e r t a i n t y  o f  t h e  e x ­

i s t e n c e  o f  t h e  r e s o u r c e ,  w h i l e  w i t h i n  t h e  c l a s s  o f  i d e n t i ­

f i e d  r e s o u r c e s ,  t h e  g e o l o g i c  e v a l u a t i o n s  p r o v i d e  t h e  d e g r e e  

o f  a c c u r a c y  o f  e s t i m a t e s .
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I n  g e n e r a l ,  e x p l o r a t i o n  u n c e r t a i n t i e s  w i l l  m o s t l y  be  

e n c o u n t e r e d  i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e .  

H ow ever ,  g e o l o g i c  e v a l u a t i o n s  on i d e n t i f i e d  r e s o u r c e s  a r e  

a l s o  s u b j e c t  t o  some d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y  due  t o  t h e  f a c t  

t h a t  no a b s o l u t e l y  c o m p l e t e  g e o l o g i c  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  

m i n e r a l  r e s o u r c e  i s  e c o n o m i c a l l y  f e a s i b l e .  Such c o m p l e t e  

i n f o r m a t i o n  w i l l  u s u a l l y  b e  o b t a i n e d  o n l y  a f t e r  t h e  m i n e r a l  

r e s o u r c e  h a s  b e en  c o m p l e t e l y  d e p l e t e d .

I n  r e l a t i o n  t o  t h e  McKelvey d i a g r a m ,  t h e  a n a l y s i s  w i l l  

o n l y  be c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p o r t i o n  o f  t h e  r e s o u r c e  t h a t  i s  

e c o n o m i c  and  w i t h  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  t o  d i s c o v e r  

s u c h  r e s o u r c e .  T h e s e  a c t i v i t i e s  i n c l u d e  t h o s e  t h a t  d e t e r ­

mine  s p e c u l a t i v e  r e s o u r c e  and  t r a n s f e r  i t  i n t o  a  h y p o t h e t i ­

c a l  one  and  f u r t h e r  i n t o  an i d e n t i f i e d  r e s o u r c e  o r  a r e ­

s e r v e .  W i t h i n  t h e  i d e n t i f i e d  r e s o u r c e ,  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n  

can  t r a n s f e r  an i n f e r r e d  r e s e r v e  i n t o  a n  i n d i c a t e d  o n e ,  and 

f u r t h e r  i n t o  a m e a s u r e d  r e s e r v e .  S i n c e  t h e  a n a l y s i s  i s  o n l y  

c o n c e r n e d  w i t h  r e s o u r c e s  t h a t  a r e  e c o n o m i c a l l y  f e a s i b l e  a t  

t h e  t i m e  o f  d e t e r m i n a t i o n ,  any  o t h e r  d e t e r m i n a n t ,  s u c h  a s  

t e c h n o l o g i c a l  p r o g r e s s ,  i n c r e a s e  i n  t h e  p r i c e  l e v e l ,  o r  

c h a n g e  i n  t h e  e c o n o m i c  e n v i r o n m e n t ,  t h a t  c an  c h a n g e  a  s u b - e ­

c o n o m ic  r e s o u r c e  i n t o  a n  e c o n o m i c  o n e ,  w i l l  n o t  be i n c o r p o ­

r a t e d  i n t o  t h e  m o d e l .

H e n c e ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d  i n  

d e t e r m i n i n g  a m i n e r a l  r e s o u r c e  w i l l  be  r e f l e c t e d  on t h e  d e ­

g r e e  o f  g e o l o g i c  a s s u r a n c e .  I n  g e n e r a l ,  i t  c a n  be  s a i d  t h a t
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t h e  a o r e  i n t e n s i v e  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s ,  t h e  g r e a t e r  

i s  t h e  d e g r e e  o f  g e o l o g i c  a s s u r a n c e .  However ,  b e c a u s e  t h e  

i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f r o m  any  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  i s  s u b j e c t  

t o  some d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y ,  t h e  d e c i s i o n  t o  u n d e r t a k e  a n  

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  w hich  i s  g e n e r a l l y  b a s e d  on t h e  c u r r e n t  

g e o l o g i c  i n f o r m a t i o n  a v a i l a b l e ,  w i l l  be  s u b j e c t  t o  u n c e r ­

t a i n t y  t o o .  I t  i s  t h i s  k i n d  o f  u n c e r t a i n t y  t h a t  w i l l  b e  

d i s c u s s e d  i n  t h e  m o d e l  and i t  w i l l  be  a r g u e d  t h a t  t h e  N a r x o -  

v l a n  a p p r o a c h  i s  s u p e r i o r  t o  o t h e r  a n a l y t i c a l  t e c h n i q u e s  f o r  

m o d e l i n g  d e c i s i o n  m a k in g  i n v o l v i n g  t h i s  k i n d  o f  u n c e r t a i n t y .

2 - h  THE DIFFERENCES TO THE DECISION TREE PROCESS 

I t  i s  i m p o r t a n t  t o  e l a b o r a t e  on t h e  d i f f e r e n c e s  and  t h e  a d ­

v a n t a g e s  b e t w e e n  t h e  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  u s e d  i n  t h i s  m ode l  

and  t h e  p r o b a b i l i s t i c  a p p r o a c h  t o  s o l v e  e x p l o r a t i o n  u n c e r ­

t a i n t i e s .  The  p r o b a b i l i s t i c  a p p r o a c h  w h ich  i s  u s u a l l y  u s e d  

i n  e x p l o r a t i o n  i s  t h e  d e c i s i o n  t r e e  p r o c e s s  ( R a i f f a ,  1970 ;  

p p . 1 - 5 0 ;  Howe, 1 9 7 9 ;  p p . 2 1 2 - 2 2 0 ) .  I n  t h e  d e c i s i o n  t r e e  p r o ­

c e s s ,  c h o i c e s  can  e i t h e r  be  c o n t r o l l e d  by t h e  d e c i s i o n  mak­

e r s  o r  by c h a n c e .  I t  i s  u s u a l  t o  d e f i n e  a d e c i s i o n  f o r k  t o  

be t h e  p o i n t  w h e re  c h o i c e  i s  c o n t r o l l e d  by t h e  d e c i s i o n  mak­

e r s  an d  d e f i n e  a  c h a n c e  f o r k  t o  b e  t h e  p o i n t  w h e r e  c h o i c e  i s  

c o n t r o l l e d  by  c h a n c e  ' R a i f f a ,  1 9 7 0 ,  p p . 1 0 - 1 1 ) .  The e x a m p l e  

i n  F i g u r e  2 - 2  shows  a  d e c i s i o n  t r e e  d i a g r a m ;  n o t e  t h a t  A, C, 

and D a r e  d e c i s i o n  f o r k s ,  an d  B ,  E ,  a n d  F a r e  c h a n c e  f o r k s .  

S u p p o s e  t h e  b r a n c h e s  ( e f 1 ) ,  R ( 1 ) ,  e ( 3 ) ,  a ( l ) )  and  ( e ' l ) .



29

R ( 1 ) ,  e ( 3 ) ,  a  (21) a r e  t o  b e  a n a l y z e d -  Then t h e  p r o b a b i l i t y  

t h a t  a  l a r g e  p r o d u c t i v e  w e l l  ( a ( i ) )  o r  a s m a l l  p r o d u c t i v e  

w e l l  (a  (2 ) )  i s  f o u n d  b eco m es  a  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  i n  

w h i c h  t h e  c h a n c e  f o r k  B h a s  an  o u tc o m e  o f  R ( 1 ) .  U s in g  

B ayes*  t h e o r e m  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  can  be  e x p r e s s e d  

a s :

P ; a ( 1 ) | R [ 1 ) )  = P (R (1 )  an d  a (1) ) / P  (a (1) )

P ( a ( 1 ) | B [ l ) )  = P [ R ( 1 ) | a ( 1 ) ) P [ a ( 1 ) ) / [ P ( R ( l ) | a ( i ) ) P ( a [ i | )

P ( R ( 1 |  | a ( 2 ) ) P ( a ( 2 ) ) J

a nd

P ( a [ 2 ) I B ( 1 ) 1  = P [ P f 1 ) | a [ 2 ) ) P : a [ 2 ) ) / [ P f R ( 1 ) | a ( l ) ) P ( a ( i ) )

P(R(1) l a ( 2 ) ) P ( a ( 2 ) ) 1
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Legend: A, C, D = decision fork; 
B, E, F = chance fork;

decision to drill;
decision not to drill;
the possibility of favorable outcome;
the possibility of unfavorable outcome;
decision to develop;
decision not to develop;
large productive well;
small productiverwell.

Figure 2-2: A Decision Tree Process
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I n  g e n e r a l ,  when t h e  b r a n c h e s  o f  t h e  c h a n c e  f o r k  E a r e  

a ( 1 ) ,  a  ( 2 ) , . . . . ,  a  I n ) ,  t h e n  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  b e ­

co m es :

P t a î j J  I H Î D )  = P [R [1 )  l a  : j ) ) P  : & : ] ) ) / (  PÎRC1) | a î j ) ) P C a î j n  

And i t  c a n  b e  d i r e c t l y  s e e n  t h a t  z P ( a ( j )  | R ( 1 ) )  = 1.  

A l t h o u g h  t h e  sum o f  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  i s  e q u a l  

t o  o n e ,  a  d e c i s i o n  t r e e  a s  d e s c r i b e d  a b o v e  c a n  n o t  be  v ie w ed  

a s  a Markov c h a i n .  I n  o r d e r  t o  s e e  t h i s ,  o n e  c a n  a n a l y z e  

t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e  a n d  l e t  t h e  t r e e  d i a g r a m  be  d raw n  by 

o m i t t i n g  t h e  d e c i s i o n  f o r k  a s  shown i n  F i g u r e  2 - 3 .  Then t h e  

f o l l o w i n g  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  m a t r i x  c a n  be  f o r m e d :

P=

fP(R(1)  | R ( 1 ) )  P ( R ( 2 ) I E ( 1 ) )  ? ( a ( 1 l | R ( 1 ) )  P ( a ( 2 ) | a ( 1 ) r  
P ÎR M ) 1P.Î2)) P [ R : 2 ) 1 F ( 2 ) )  P : a ' 1 ) | B ( 2 ) )  P [ a ( 2 ) | B ; 2 ) |

P:R ( 1 ) 1 1 ( 1 ) )  P ( R ( 2 ) | a ( l ) )  P ( a ( 1 ) | a ( 1 ) )  P [ a ( 2 ) | a ( 1 ) |  
tP (R(1 )  j a ( 2 ) )  P ( R ( 2 ) | a ( 2 ) )  P ( a ( 1 » l a ( 2 ) )  P (a (2) j a (2) )J

I f  R(1) i s  d e n o t e d  a s  1 ,  R (2) a s  2 ,  a ( 1 )  a s  3 a n d  a (2| a s  U, 

t h e n  t h e  a b o v e  m a t r i x  c a n  be  r e w r i t t e n  a s :

P=

P (1 1 )  P(12)  P(13)  P(14)  
P (21 )  P (22 )  P (23 )  P(2U)

P (3 1 )  P (32 )  P (3 3 )  P(3U) 
P (4 1 )  P(42)  P(U3) P(at»)

T h i s  m a t r i x  i s  s i m i l a r  t o  a t r a n s i t i o n  m a t r i x  o f  a Markov 

c h a i n .  N o te  t h a t  a t r a n s i t i o n  m a t r i x  o f  a  Markov c h a i n  i s  

d e f i n e d  a s  a s q u a r e  m a t r i x  whose  e l e m e n t s  r e p r e s e n t  t r a n s i ­

t i o n  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  and  t h a t  t h e  sum o f  t h e  e l e m e n t s  o f  

e a c h  row m u s t  be  e q u a l  t o  one  ( C i n l a r ,  1 9 7 5 ) .
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Figure 2-3: A Decision Tree
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H o w e v e r ,  t h e  sum o f  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  o f  

e v e r y  row i n  t h e  a b o v e  m a t r i x  i s  n o t  e q u a l  t o  o n e .  The v a ­

l u e  o f  P ( R 1 | H 1 ) ,  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  R(1) 

w i l l  o c c u r  i f  B ( l )  i s  t r u e ,  i s  e q u a l  t o  o n e ,  and  t h e  v a l u e

o f  P ( R t 2 ) l R [ 1 ) )  i s  e q u a l  t o  z e r o  b e c a u s e  R(2) and  RM) a r e

d i s j o i n t  e v e n t s .  S i n c e  P ( a ( 1 ) | R ( l ) )  and  P ( a ( 2 ) | R ( i ) )  a r e  

e a c h  n o t  e q u a l  t o  z e r o ,  t h e n  t h e  sum o f  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  

f i r s t  row i s  n o t  e q u a l  t o  o n e .  By t h e  same t o k e n ,  t h e  v a -  

l u e s  o f  P{R (2) 1R(2))  ,  P ( a ( 1 )  | a ( 1 )  ) ,  and  P ( a  (2) | a (2|  ) a r e

e a c h  e q u a l  t o  o n e  a n d  t h e  v a l u e s  o f  P (B C1) ] R Î2|  ) ,

P ( a  (1) 1 a (2) ) ,  and P ( a ( 2 ) | a ( 1 ) )  a r e  e a c h  e q u a l  t o  z e r o ,  b e ­

c a u s e  a ( l )  and  a (2) a r e  a l s o  d i s j o i n t  e v e n t s -  Howevor ,  t h e  

v a l u e s  o f  P (B (1) | a  (1) ) ,  P ( B [ i ) | a [ 2 ) ) ,  P (R (2) J a J i )  ) ,  and

P ( R ( 2 ) | a ( 2 ) )  a r e  n o t  e q u a l  t o  z e r o ,  h e n c e ,  t h e  sum o f  t h e  

c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  o f  t h e  s e c o n d  ro w ,  t h e  t h i r d  row ,  

and  t h e  f o u r t h  row ,  e a c h  c a n  n o t  b e  e q u a l  t o  o n e .  C o n s e ­

q u e n t l y ,  t h e  a b o v e  c o n d i t i o n a l  m a t r i x  i s  n o t  a Markov ma­

t r i x .  T h i s  i s  t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e .

The  s e c o n d  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  s t o c h a s t i c  p r o c e s s ,  

n a m e ly  t h e  Harkov c h a i n  and  t h e  H arkov  p r o c e s s ,  a n d  t h e  d e ­

c i s i o n  t r e e  p r o c e s s  i s  t h a t  i n  t h e  f o r m e r  p r o c e s s e s  t h e  c o n ­

d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p a s t  h i s t o r y  o f  

t h e  p r o c e s s .  I n  a  Markov c h a i n ,  t h e  c h a i n  can  be  m a t h e m a t i ­

c a l l y  e x p r e s s e d  a s :

P ( X ( n + 1 ) = j | K ( 0 ) = a , ............ X ( n ) = i )  = p ; x ( n  + l ) | X ( n ) = i |



3U

w h e r e  X i s  t h e  random  v a r i a b l e ,  and  n i s  t h e  t o t a l  s t e p s  a c ­

c o m p l i s h e d  by  t h e  c h a i n  and  a , . . . i , j  a r e  t h e  s t a t e s .  The 

a b o v e  e x p r e s s i o n  s t a t e s  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  

w i l l  be  i n  s t a t e  j  a f t e r  (n+1) s t e p s  g i v e n  t h a t  t h e  c h a i n  

was i n  s t a t e  a  a t  s t e p  0 ,  an d  i n  s t a t e  b a t  s t e p  1,  and  f i ­

n a l l y  i n  s t a t e  i  a t  s t e p  n i s  e g u a l  t o  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t

t h e  c h a i n  w i l l  b e  i n  s t a t e  j  g i v e n  t h a t  i t  i s  i n  s t a t e  i  a t

s t e p  n .  The v a l u e  o f  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  i s  n o t  i n ­

f l u e n c e d  by t h e  f a c t  t h a t  t h e  c h a i n  was  i n  d i f f e r e n t  s t a t e s

b e f o r e  i t  r e a c h e d  s t a t e  i .  A l s o  f o r  a  t i m e  h om ogeneous  Mar­

kov c h a i n ,  P (X (n+ i)  = j |  X (n) = i )  = P ( i j ) ,  w h ich  i s  i n d e p e n d e n t  

o f  n [ C i n l a r ,  1 9 7 5 ) .  The t e r m  P [ i j )  i s  u s u a l l y  r e f e r r e d  t o  

a s  t h e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y ;  i t  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  

t h e  c h a i n  w i l l  make a  t r a n s i t i o n  f rom  s t a t e  i  t o  s t a t e  j .  

F o r  a Markov p r o c e s s ,  t h e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  c a n  be 

w r i t t e n  a s  P ( Y ( t + s ) = j | Y ( t ) = i )  = P ( i j )  (s )  and i s  a l s o  i n d e ­

p e n d e n t  o f  t h e  p a s t  h i s t o r y  o f  t h e  p r o c e s s .  O n l i k e  t h e  Mar­

kov c h a i n  and  t h e  Markov p r o c e s s ,  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i ­

t y  o f  a d e c i s i o n  t r e e  d o e s  d e p en d  on  t h e  c o n d i t i o n a l  

p r o b a b i l i t i e s  o f  t h e  p r e v i o u s  b r a n c h e s .  U s i n g  B a y e s '  t h a o -  

r e m ,  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  o f  a  c e r t a i n  b r a n c h  c a n  be 

r e l a t e d  t o  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  o f  p r e v i o u s  b r a n c h ­

e s  on i t s  p a t h .  I n  o r d e r  t o  show t h i s ,  o n e  c a n  l o o k  a t  t h e  

f o l l o w i n g  p r o b le m  d e s c r i b e d  by  B a i f f a  ( 1 9 7 0 ,  p p . 7 - 2 1 ;  

36 -3 8 )  ;
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h c o l l e c t i o n  o f  1000 u c n s  c o n s i s t s  o f  800 u r n s  mariced 

a ( l )  an d  200 u r n s  marked  a  ( 2 ) .  Each u r n  c o n t a i n s  r e d  

b a l l s ,  d e n o t e d  a s  B, and  b l a c k  b a l l s ,  d e n o t e d  a s  B; 

a ( 1 )  u r n  c o n t a i n s  4 B and  6 B w h i l e  a (2 )  u r n  c o n t a i n s  9 

B and  1 B.

The f o l l o w i n g  two q u e s t i o n s  a r e  t h e n  a s k e d :

(1) What i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  an  B b a l l  b e i n g  t a k e n  f ro m  an

u r n  a{1 )  ?

(2) S u p p o s e  t h e  f i r s t  d raw i s  a n  B b a l l ,  d e n o t e  t h i s  a s

B P ) ,  an d  a f t e r  a r e p l a c e m e n t ,  t h e  s e c o n d  draw i s  a l s o  

an  B b a l l ,  d e n o t e  t h i s  a s  B [ 2 ) ,  t h e n  wha t  i s  t h e  p r o b ­

a b i l i t y  t h a t  B(2) com es  f ro m  a n  u r n  a (1 )  ?

F o r  t h e  f i r s t  q u e s t i o n ,  t h e  p r o b a b i l i t y  t r e e  d i a g r a m  shown 

i n  F i g u r e  2 - 4  c a n  b e  f o r m e d .  N o t e  t h a t  A, B, and C a r e  

c h a n c e  f o r k s .  I t  i s  t h e n  n e c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  t h e  c o n d i ­

t i o n a l  p r o b a b i l i t y  P [ a ( 1 ) | B ) .  From t h e  p r o b l e m ,  t h e  f o l l o w ­

i n g  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  a r e  known: P ( a ( 1 ) )  = 0 . 8 ;

P ( a [ 2 ) )  = 0 . 2 ;  P [ B | a [ 1 ) )  = 0 . 4 ;  and  p ; B | a ( 2 ) )  = 0 . 9 .  S i n c e :  

P ( R I a ( 1 ) )  = P(B and  a ( 1 ) ) / P ( a P ) )  and  

P ( B | a ( 2 ) )  = P(E and  a  (2) ) / P ( a (2) ) ,  t h e n :  

p p  and  a [ i ) >  = P (BI a  (1) ) P Ca ( i ) }

P (B and  a ( 1 ) )  = 0 . 4  x 0 . 8  = 0 . 3 2

P(B an d  a ( 2 ) )  = P (R) a (2) ) P (a (2) )

P(R an d  a (2) )  = 0 - 9  x 0 . 2  = 0 . 1 8

S i n c e  P (B) = P(R and  a ( 1 ) ) + P ( B  and  a ( 2 ) ) ,  t h e n :

P[R) = 0 . 3 2  ♦ 0 . 1 8  = 0 . 5  

H e n ce ,  P(B) = 1 - 0 . 5  = 0 . 5
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Legend: A, B, and C - chance fork.

Figure 2-4: The Probability Tree
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By u s i n g  Bayes* t h e o r e m ,  P [ a [ 1 ) | R )  c a n  be  c o m p u te d  a s  

f o l l o w s :

P : a : i ) | H )  = P [ R | a [ 1 ) ) P ( a ( 1 ) ) / f P ( R | i [ 1 ) ) P ( a [ 1 ) |

P C H | a ( 2 ) ) P ( a f 2 ) ) )

P ( a ( 1 ) | R )  = 0 . 4  X 0 . 8  / ( 0 . 4 x 0 . 8 + 0 . 9 x 0 . 2 )  = 0 . 6 4

So t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  an  R b a l l  i s  t a k e n  f ro m  an u r n  a ( 1 )

i s  0 . 6 4 .

F o r  t h e  s e c o n d  q u e s t i o n ,  t h e  p r o b a b i l i t y  t r e e  d i a g r a m  

shown i n  F i g u r e  2 - 5  can  be  f o r m e d .  N o te  t h a t  A, B, C, D, E, 

F,  an d  G a r e  c h a n c e  f o r k s .  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o m p u te  

P { a ( l )  i f  RÎ1) and  R (2) ) ; t h i s  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  i  J l )  i f  

(R(1) an d  R (2) ) a r e  t h e  b r a n c h e s .  Note  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  

o f  t h e  u n i o n  (a P )  i f  B p ) )  and  R(2) i s  w r i t t e n  a s  P ( a ( 1 )  i f  

R ( i ) ,  and  R { 2 ) ) .  T h e n :

P ( a P ) , R { 2 )  and  R ( 1 ) ) = P ( a ( 1 ) ) x P ( R ( 2 )  i f  a ( 1 ) ) x

P(H*1) i f  H(2) and a P ) )  

P ( a ( 1 ) , R ( 2 )  and  H (1))  = 0 . 8 x 0 . 4 x 0 . 4  = 0 , 1 2 8  

T h i s  i s  t h e  p a t h  p r o b a b i l i t y  o f  (a (1 ) ,R ( 2 )  ,R (1) ) .  S i n c e  

t h e r e  i s  a  r e p l a c e m e n t ,  t h e n :

P (R (1 )  i f  R(2) and  a ( 1 ) )  = P (R (2 )  i f  a ( 1 ) )

P ( a * l ) , R ( 2 )  and  R{1)) = P { R ( l ) , R ( 2 )  and  a ( i ) ) ,  n am e ly  t h e

p a t h  p r o b a b i l i t y  o f  (a P )  ,R (2) ,H P )  ) i s  e g u a l  t o  t h e  p a t h  

p r o b a b i l i t y  o f  (R (1) ,R (2) , a  (1) ) .  From t h e  f i r s t  p r o b l e m ,  

P-R P ) ) = 0 . 5  t h e n :

P ( R ( 1 ) , R ' 2 )  and  a P ) )  = P *R P )  ) xP p  (2) i f  R [ l ) ) x

P ( a ( l )  i f  R(1) and  R(2))

P*RC2) i f  R P ) ) x P * a ( 1 )  i f  R(1) a n d  R (2) ) =
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P ( B ; i ) , R f 2 )  an d  a P )  ) / ? ( R  ; i )  ) = 0 . 1 2 8 / 0 . 5

= 0 . 2 5 6

One c a n  l o o k  a t  t h e  p a t h  ( R ( l ) , R f 2 ) , a ( 1 ) )  o f  t h e  t r e e  d i a ­

gram ; t h e  a b o v e  v a l u e  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  u n i o n  o f  

(H(2) i f  B ( 1 ) )  and  a ( H  o r  P (B (2 )  i f  H ( 1 ) ,  and  a ( 1 ) )  = 

0 . 2 5 6 .
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Legend: A» B, C, D, F, G = chance fork.

Figure 2-5: The Probability Tree
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P r o a  t h e  p a t h  ( a f 2 ) , R ( 2 ) , R ' l ) )  one  o b t a i n s :

P ( a ( 2 ) , R ( 2 )  and  R (1 ) )  = P (a  (2) ) xP (R (2) i f  E { 1 ) ) x

P(R{1) i f  a (2) an d  a ( 2 ) |  

P f a ; 2 ) , R f 2 )  and  R M ) )  = 0 . 2  x 0 . 9  x 0 . 9  = 0 - 1 6 2  

S i n c e ,  P ( a ( 1 ) , R ( 2 )  and (R1) ) = P ( R ( 1 ) , R ( 2 )  a n d  a (2| ) and

P JR ; i )  ) = 0 . 5 ,  t h e n :

P ( R ( 1 ) , R [ 2 |  and  a (2 ) )  = P ( R [ 1 ) ) x P : R [ 2 )  i f  R [ 1 ) ) x

P ( a ( 2 )  i f  E(1)  a n d  R ( 2 ) |  

p : r : 2) i f  R [ 1 ) ) x P ( a I 2 )  i f  RM) a n d  R ( 2 ) )  =

P ( R ( 1 ) , R ( 2 )  and a ( 2 ) ) / P ( R ( 1 ) )  = 0 . 1 6 2 / 0 . 5

= 0 . 3 2 4

As n o t e d  b e f o r e ,  t h i s  v a l u e  i s  e q u a l  t o  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  

t h e  u n i o n  ( a ; 2 )  i f  R M ) )  an d  a ( 2 ) ,  by  l o o k i n g  a t  t h e  p a t h  

(R(1) , R ( 2 ) , a ( 2 ) ) .  H en ce :

P (R (2 )  i f  R Î 1 ) ,  and  a  [2))  = 0 . 3 2 4  

S i n c e :

P{E(2)  i f  R ( l ) )  = P ( E ( 2 )  i f  R ( 1 ) ,  and a ( 1 ) )

P ( R t 2 )  i f  R [ 1 ) ,  and  a (2) )

Then : P{R(2) i f  E ( 1 ) )  = 0 . 2 5 6  + 0 . 3 2 4  = 0 . 5 8  

Hence :  P ( a ( 1 )  i f  E ( l )  and R (2) ) = 0 . 2 5 6 / 0 . 5 8  = 0 . 4 4

From t h e  a b o v e  c o m p u t a t i o n ,  one  c a n  s e e  t h a t  t h e  f i r s t  

p r o b l e m  g i v e s  P ( a ( 1 )  |R) = 0 . 6 4  and  t h e  s e c o n d  p r o b le m  g i v e s

P ; a { l )  |R [1 )  and  E [ 2 ) )  = 0 . 4 4 .  I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  v a l u e  o f  

t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  d e p e n d s  on t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b ­

a b i l i t i e s  a t  e a c h  c h a n c e  f o r k  a l o n g  i t s  p a t h ;  i n  t h e  s e c o n d  

p r o b l e m ,  i t  i s  a l o n g  t h e  p a r h  [ R ( 1 ) , R [ 2 ) , a [ l ) )  and  i n  t h e



f i r s t  p r o b l e m ,  i t  i s  a l o n g  t h e  p a t h  ( R , a ( 1 | ) .  H e n z e ,  s t a t e d  

g e n e r a l l y ,  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  o f  a  c e r t a i n  b r a n c h  

a t  a  c e r t a i n  c h a n c e  f o r k  d e p e n d s  n o t  o n l y  on  t h e  c o n d i t i o n a l  

p r o b a b i l i t y  o f  p r e v i o u s  i m m e d i a t e  b r a n c h  b u t  a l s o  on t h a t  o f  

o t h e r  p r e v i o u s  b r a n c h e s  a l o n g  i t s  p a t h .  T h i s  c o n d i t i o n  d i s ­

t i n g u i s h e s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t r e e  d e c i s i o n  p r o c e s s  

and  t h e  Markov c h a i n  o r  t h e  Markov p r o c e s s .

A l a s t  d i f f e r e n c e  t h a t  i s  w o r t h  m e n t i o n i n g  i s  t h a t  t h e  

t r e e  d e c i s i o n  p r o c e s s  h a s  a t  l e a s t  o n e  d e c i s i o n  f o r k  a t  

w h ich  b r a n c h e s  a r e  d i v i d e d  by a  d e l i b e r a t e  d e c i s i o n  a c t i o n  

made by t h e  d e c i s i o n  m a k e r s .  T h i s  m ean s  t h a t  o n c e  a c e r t a i n  

b r a n c h  h a s  b e e n  c h o s e n  by t h e  d e c i s i o n  f o r k ,  o t h e r  b r a n c h e s  

a t  t h a t  d e c i s i o n  f o r k  a r e  o m i t t e d .  I n  a  Markov c h a i n  o r  i n  

a Markov p r o c e s s ,  s u c h  o m i s s i o n  i s  n o t  n e c e s s a r y  b e c a u s e  a l l  

b r a n h e s  a r e  c o n t r o l l e d  by c h a n c e .  T h e r e  a r e  t r a n s i t i o n s  i n  

a  Markov c h a i n  o r  p r o c e s s  t h a t  h a v e  s i m i l a r  b e h a v i o r  t o  d e ­

c i s i o n  f o r k s  i n  t h e  t r e e  d e c i s i o n  p r o c e s s ,  f o r  e x a m p l e  t h e  

t r a n s i t i o n  f ro m  a  t r a n s i e n t  s t a t e  t o  a  r e c u r r e n t  s t a t e ,  b u t  

s u c h  t r a n s i t i o n s  s t i l l  h a v e  p r o b a b i l i t y  v a l u e s .  The d e c i ­

s i o n  f o r k ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  h a s  no  p r o b a b i l i t y  v a l u e s ,  and  

i n  f a c t  t h e y  a r e  o m i t t e d  f ro m  t h e  c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e .  

T h i s  d i f f e r e n c e  s eem s  t o  h a v e  i m p o r t a n t  b e a r i n g s  p a r t i c u l a r ­

l y  on t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  w h o le  s y s t e m ;  b u t  i t  b e c o m e s  

l e s s  i m p o r t a n t  when a  c e r t a i n  p a t h  o f  a  p a r t i c u l a r  d e c i s i o n  

b r a n c h  i s  c o n c e r n e d .  I n  s u c h  c a s e ,  t h e  d e c i s i o n  f o r k  may be  

o m i t t e d  and  a l l  b r a n c h e s  on t h i s  p a r t i c u l a r  p a t h  a r e  c o a t -
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r o l l e d  by c h a n c e  o n l y .  A l l  t h e s e  d i f f e r e n c e s  w i l l  become 

a p p a r e n t l y  i m p o r t a n t  when d i s c u s s i n g  t h e  M a r k o v ia n  w r p l o r a -  

t i o n  m ode l  i n  C h a p t e r  I I I .

2 - 5  THE HQDELS OP THE SECOND CLASS CATEGORY 

With  r e s p e c t  t o  t h e  m o d e l s  o f  t h e  s e c o n d  c l a s s  c a t e g o r y ,  

nam ely  t h o s e  w i t h  g r o w t h  a s p e c t s ,  n u m e ro u s  w r i t i n g s  h a v e  

b e e n  done  i n  t h i s  f i e l d .  Among t h e  i m p o r t a n t  w r i t i n g s  a r e  

t h o s e  do n e  by I n t r i l i g a t o r  (1971) ,  So low (197*4) , D a s g u p t a  

and  H e a l  (1 9 7 % ) ,  S t i g l i t z  (197% ) ,  Hu ( 1 9 7 9 ) ,  an d  S m i th  and  

K r u t i l l a  ( 1 9 7 9 ) .  The m o d e l  t h a t  w i l l  b e  l o o k e d  a t  i n  t h i s  

a n a l y s i s  i s  t h e  model b y  I n t r i l i g a t o r .  H i s  m ode l  i s  a two 

s e c t o r  g r o w t h  m o d e l ,  o n e  s e c t o r  p r o d u c e s  c a p i t a l  g o o d s  and 

t h e  o t h e r  s e c t o r  p r o d u c e s  c o n s u m p t i o n  g o o d s .  E x p r e s s e d  i n  

t e r m s  o f  t h e  c a p i t a l - l a b o r  r a t i o  a n d  t h e  w a g e - r e n t a l ,  h i s  

m ode l  m a x i m i z e s  t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  c o n s u m p t i o n  p e r  

c a p i t a  a n d  c a n  b e  w r i t t e n  a s :

T - r t
M axim ize  J  = /  e  ( ( k - k  (1) ) / ( k  ( 2 ) - k  (1) ) ) f  (2) (k (2) ) d t  

0

s u b j e c t  t o :

d k / d t  = ( ( k ( 2 ) - k ) / ( k ( 2 ) - k ( D )  ) f  (1) ( k ( 1 ) ) - a k  

k ( t ( 0 )  ) = k [0 )  

k ( j )  = k ( j )  ( V ) ,  j  = 1 ,  2 

v (2 )  (k) < V < v (1 )  (k) 

k ,  k ( l ) ,  k ( 2 ) ,  V > 0 

v ( t )  i s  p i e c e w i s e  c o n t i n u o u s ,  

w h e re :

k i s  t h e  o v e r a l  c a p i t a l - l a b o r  r a t i o ;
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k [ j )  i s  t h e  c a p i t a l - l a b o c  r a t i o  i n  s e c t o r  j ,  j  = 1 ,  2

a n d  s e c t o r  1 p r o d u c e s  c a p i t a l  g o o d s  an d  s e c t o r  2 p r o ­

d u c e s  c o n s u m p t i o n  g o o d s ;

v f t )  i s  t h e  w a g e - r e n t a l  r a t i o ;  v j j )  i s  t h e  w a g e - r e n t a l  

r a t i o  i n  s e c t o r  j ,  j  = 1,  2 ;

a  i s  a  c o n s t a n t  r e p r e s e n t i n g  t h e  sum o f  t h e  c a p i t a l  

good  d e p r e c i a t i o n  r a t e  and  t h e  g r o w t h  r a t e  o f  t h e  l a b o r  

f o r c e .

f t j )  i s  t h e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  p e r  c a p i t a  o f  s e c t o r  

j ,  j  = 1 ,  2 .

The m ode l  h a s  k a s  t h e  s t a t e  v a r i a b l e  an d  v a s  t i e  c o n t r o l  

v a r i a b l e .

T h e  H a m i l t o n i a n  f o r  t h e  a b o v e  m o d e l  i s :

- r t
H = e  t ( ( k - k ( 1 ) ) / ( k ( 2 | - k ( 1 | ) ) f  (2) (k { 2 ) )

q ( tk (2) - k )  /  Ck [2) - k  (1 ) ) ) f  P )  k {II - a k |  ) 

w h e r e :  g ( t )  i s  t h e  c o s t a t e  v a r i a b l e .

The c a n o n i c a l  e g u a t i o n s  a r e :

d k / d t  = ( { k { 2 ) - k ) / { k { 2 ) - k { 1 ) ) ) f  [1) ( k { 1 ) ) - a k  and 

d g / d t  = ( a + r ) g - f ( 2 )  ( k ( 2 ) ) / ( k ( 2 ) - k ( i n

g f ( l )  ( k { l ) ) / { k  {2 } - k { l } )

The b a l a n c e  g r o w t h  p a t h  o f  t h e  a b o v e  p r o b l e m  i s  g i v e n  by t h e  

f o l l o w i n g  s o l u t i o n :  

f* ( k [ 1 )  (v*) ) = a + r

k* = k ( 2 )  ( v * ) ) f ( 1 )  ( k ( l )  ( v * ) ) / ( f  (1) (k ( 1 )  (v*|  I

a {k{2 )  ( v * ) ) - k { l )  (V*)) )



w h a r e  k* and  v*  a r e  t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e s  f o r  t h e  c a p i t a l -

l a b o r  r a t i o  a n d  f o r  t h e  w a g e - r e n t a l  r a t i o .  The e q u i l i b r i u m

w i l l  be  o p t i m a l l y  m a i n t a i n e d  f o r e v e r  once  i t  i s  o b t a i n e d  

( I n t r i l i g a t o r ,  1 9 7 1 ,  p p . 4 2 6 - 4 2 7 ) .  F i g u r e  2 - 6  and 2 - 7  show

t h e  p h a s e  s o l u t i o n  f o r  t h e  m o d e l .  I n  F i g u r e  2 - 6 ,  w h e r e

k ( 2 ) > k ( l ) ,  t h e  b a l a n c e  g r o w t h  p a t h  f o l l o w s  a l o n g  t h e  h o r i ­

z o n t a l  l i n e  V = v * ,  w h e re  t h e r e  i s  no  c h a n g e  i n  v ,  and a l o n g  

t h e  c u r v e  k = k (v )  w h e re  t h e r e  i s  no c h a n g e  i n  k .  T h i s  

c u r v e  k i s  d e f i n e d  a s :

k = k ( 2 ) f ( i )  ( k ( l ) l / ( f  (1) ( k ) + a ( k ( 2 ) - k ( 1 )  ))

The h o r i z o n t a l  l i n e  i n t e r s e c t s  w i t h  t h e  c u r v e  k a t  t h e  b a ­

l a n c e  g r o w th  e q u i l i b r i u m ,  w h e re  v = v*  a n d  k = k * .  I n t r i l i ­

g a t o r  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  i n t e r p r e t a t i o n s  f o r  t h i s  b a l a n c e  

g r o w t h  p a t h ;

(1) I f  t h e  i n i t i a l  s t o c k  o f  c a p i t a l  p e r  c a p i t a  i s  s m a l l e r  

t h a n  k ( 1 ) * ,  t h e n  t h e  economy s p e c i a l i z e s  i n i t i a l l y  i n  

t h e  p r o d u c t i o n  o f  c a p i t a l  g o o d ,  m ov ing  a l o n g  t h e  c u r v e  

k ( l ) ,  i n c r e a s i n g  b o t h  k a n d  v ;

(2) i h e n  k r e a c h e s  k [ 1 ) * ,  t h e n  v = v * ;  b e y o n d  t h i s  p o i n t ,  

t h e  economy w i l l  o p t i m a l l y  p r o d u c e  c a p i t a l  g o o d s  a s  

w e l l  a s  c o n s u m p t i o n  g o o d s ,  k e e p i n g  t h e  w a g e - r e n t a l  r a ­

t i o  c o n s t a n t  a t  v * ,  and  t h e  economy a p p r o a c h e s  t h e  b a ­

l a n c e  g r o w t h  e q u i l i b r i u m .

The  r e v e r s e  w i l l  h a p p e n  i f ,  i n i t i a l l y  t h e  s t o c k  o f  c a p i t a l  

p e r  c a p i t a  i s  g r e a t e r  t h a n  k ( 2 ) ♦ .  I t  w i l l  i n i t a l l y  p r o d u c e  

c o n s u m e r  g o o d s  o n l y ,  u n t i l  i t  k r e a c h e s  down a t  k ( 2 ) * ;  a f t -
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e r w a r i ,  b a t h  g o o d s  a r e  p r o d u c e d  a t  c o n s t a n t  w a g e - r e n t a l  r a ­

t i o ,  a t  V = V*. The economy t h e n  a p p r o a c h e s  t h e  b a l a n c e  

g r o w t h  e q u i l i b r i u m  a t  ( k * ,  v * ) .
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V *

k
0 k*k*k*

Legend: The Balanced growth path: ABE and DCE

F i g u r e  2 - 6 :  The P h a s e  D i a g r a m ,  k%2) >
Source: Intriligator, 1971, p.427.
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F i g u r e  2 - 7  s h o w s  t h e  p h a s e  p l a n e  s o l u t i o n  when

The c o n c l u s i o n s  t h a t  a r e  d raw n  a r e ;

( 1 )  I f  i n i t a l l y  t h e  s t o c k  o f  c a p i t a l  p e r  c a p i t a  i s  s m a l l e r  

t h a n  k ( 1 ) * * ,  t h e n  t h e  economy s p e c i a l i z e s  i n i t i a l l y  i n  

t h e  p r o d u c t i o n  o f  c a p i t a l  g o o d s ,  m o v in g  a l o n g  t h e  c u r v e  

k ( i ) ,  i n c r e a s i n g  b o t h  k a n d  v ;

(2) P a s s i n g  k [ l ) * * ,  t h e  economy moves  a l o n g  a s t a b l e

n o n s p e c i a l i z e d  p a t h ,  a p p r o a c h i n g  t h e  b a l a n c e  g r o w t h

e q u i l i b r i u m  a t  ( k * ,  v * ) .

I f  i n i t i a l l y  t h e  s t o c k  o f  c a p i t a l  i s  g r e a t e r  t h a n  k ( 2 ) * * ,

t h e n  t h e  economy p r o d u c e s  c o n s u m e r  g o o d s ,  moving  a l o n g  t h e  

c u r v e  k [ 2 ) ,  r e d u c i n g  k and  v_ At p o i n t s  w here  k < k J2) 

t h e  economy moves  a l o n g  a  s t a b l e  n o n s p e c i a l i z e d  p a t h ,  r e d u c ­

i n g  f u r t h e r  k a n d  v ,  a n d  a p p r o a c h e s  t h e  b a l a n c e  g r o w th  e q u i ­

l i b r i u m  a t  [k * ,  V * ) .
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V *

0
k**

Legend: The balanced growth path: ABE and DCE

F i g u r e  2 - 7 ;  The P h a s e  D i a g r a m ,  k [ l )  > k [ 2 )  
Source; Intriligator, 1971, p.429.
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An e x t e n s i o n  f o r  t h e  a b o v e  m o d e l  may i n c l u d e  t h e  f o l ­

l o w i n g :

(1) The a d d i t i o n  o f  a n o t h e r  s e c t o r  t h a t  p r o d u c e s  a m i n e r a l  

r e s o u r c e  c o m m o d i ty .  T h i s  c o m m o d i ty  i s  t h e n  u s e d  a s  i n ­

p u t  t o  p r o d u c e  c a p i t a l  g o o d s ;

(2) T h e r e  w i l l  b e  u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d  i n  t h e  p r o d u c t i o n  o f  

t h e  m i n e r a l  c o m m o d i ty .  T h i s  u n c e r t a i n t y  t a k e s  t h e  fo rm  

o f  an  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  m i n e r a l  r e s o u r c e  d i s c o v e r y ;

(3) The u n c e r t a i n t y  i s  c o n t r o l l e d  by  a Markov p r o c e s s ;

(U) A Cobb D o u g l a s  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  i s  a s s i g n e d  t o  e a c h

s e c t o r .  T h e s e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n s  a r e  s u b j e c t  c o n s ­

t a n t  r e t u r n s  t o  s c a l e .

A f o r m u l a t i o n  f o r  t h e  a b o v e  e x t e n s i o n  w i l l  be  d i s c u s s e d  i n

l a t e r  c h a p t e r .



C hap te r  I I I

THE AlALTSIS OH THE HABKOTIAI EXPLQRATIOH MODEL

T h i s  c h a p t e r  a t t e m p t s  t o  a n a l y z e  an d  f o r m u l a t e  a M a r k o v i a n  

E x p l o r a t i o n  m ode l  a n d  i n  d o i n g  s o  sh o w s  why i t  i s  more a p ­

p r o p r i a t e  t h a n  o t h e r  u n c e r t a i n t y  t e c h n i q u e .  I t  w i l l  a n a l y z e  

t h e  f o l l o w i n g :

1- The E x p l o r a t i o n  N e t w o r k ;

2 .  The Markov C h a in  an d  t h e  H arkov  P r o c e s s  a s  a p p l i e d  t o  Ex­

p l o r a t i o n ;

3-  The N e t - r e w a r d  F u n c t i o n  and  I t s  Ose i n  t h e  M ark o v ian  Ex­

p l o r a t i o n  Model.

E a c h  o f  t h e  a b o v e  c a t e g o r i e s  i s  i n t e r - r e l a t e d  t o  e a c h  

o t h e r  a n d  t o g e t h e r  t h e y  w i l l  p r o v i d e  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  

M a r k o v i a n  e x p l o r a t i o n  m o d e l .  The d i s c u s s i o n  w i l l  p r o c e e d  by 

a n a l y z i n g  (1) f i r s t ,  f o l l o w e d  by {2)  a n d  [ 3 ) .  Much o f  t h e  

m a t h e m a t i c a l  d e t a i l  may be f o u n d  i n  A p p e n d ix  B.

3 . 1  THE BXPLOHATIQM HETHORK

The d i s c u s s i o n  i n  t h i s  s e c t i o n  p r o c e e d s  by  d e f i n i n g  t h e  u n c -  

e r  t a i n t y ,  t h e  r e s o u r c e  c l a s s i f i c a t i o n ,  a n d  t h e  e x p l o r a t i o n  

n e t  w o r k .  T h i s  e x p l a n a t i o n  i n c l u d e s  a  b r i e f  e l a b o r a t i o n  

upon t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  which  f u r t h e r  p r o v i d e s  a 

g e n e r a l  p i c t u r e  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k .

-  50 -
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The  u s e  o f  s e v e r a l  g e o l o g i c a l  t e r m i n o l o g i e s  i n  t h e  e x ­

p l a n a t i o n  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  i s  i n e v i t a b l e ;  how­

e v e r ,  s e v e r a l  d e f i n i t i o n s  f o r  some o f  t h e  m os t  i m p o r t a n t  

t e r m i n o l o g i e s  a r e  g i v e n -  F i n a l l y ,  t h e  a n a l y s i s  p r o v i d e s  a 

d i a g r a m m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k .

3 . 1 . 1  The  ü n ç e r t a j n t i  and  U ie  R e s o u r c e  C l a s s i f i c a t i o n  

I n  c h a p t e r  2 some e x p l a n a t i o n  h a s  a l r e a d y  b e e n  g i v e n  f o r  t h e  

t y p e  and  t h e  n a t u r e  o f  t h e  u n c e r t a i n t y  t h a t  i s  t o  b e  e n c o u n  

t a r r e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  A m i n e r a l  r e s o u r c e  c l a s s i f i c a t i o n  

d i a g r a m ,  c a l l e d  t h e  Me K e lv e y  d i a g r a m ,  i s  u s e d  t o  c l a r i f y  

t h e  e x p l a n a t i o n .

The u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d  i s  t h e  g e o l o g i c  u n c e r t a i n t y ;  

s u c h  u n c e r t a i n t y  may be  t h e  r e s u l t  o f  t h e  unknown o c c u r e n c e  

o f  m i n e r a l  d e p o s i t s .  T h e s e  d e p o s i t s  l i e  b i d d e n  b e n e a t h  t h e  

e a r t h ' s  s u r f a c e  s o  t h a t  t h e y  a r e  d i f f i c u l t  t o  l o c a t e  a n d  t o  

e x am in e  i n  a way w h ich  p r o v i d e s  o n e  w i t h  a c c u r a t e  k n o w le d g e  

o f  t h e i r  e x t e n t  a n d  q u a l i t y .  An e x p l o r a t i o n ,  e v e n  w i t h  t h e  

u s e  o f  a d e q u a t e  m e t h o d s  and  e q u i p m e n t ,  may o n l y  y i e l d  r e ­

s u l t s  w i t h  a  c e r t a i n  d e g r e e  o f  c e r t a i n t y .  The  g e o l o g i c  i n ­

f o r m a t i o n  o b t a i n e d  from t h e  e x p l o r a t i o n  c a n  be  u s e d  t o  e s t i ­

m a te  t h e  e x t e n t ,  t h e  a m o u n t ,  a n d  t h e  q u a l i t y  o f  t h e  d e p o s i t  

w i t h  some d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y .  I t  i s  t h i s  t y p e  o f  u n c e r ­

t a i n t y  t h a t  t h e  a n a l y s i s  i s  c o n c e r n e d  a b o u t .

A n o t h e r  s o u r c e  o f  u n c e r t a i n t y ,  b u t  o n e  w i t h  w h ic h  t h e  

a n a l y s i s  d o e s  n o t  d e a l ,  i s  t h e  c o n s t a n t  c h a n g i n g  o f  t h e  s p e -
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c i f i c a t i o D S  o f  r e c o v e r a b l e  m i n e r a l s .  T h e s e  c h a n g e s  a r e  t h e  

r e s u l t  o f  t e c h n o l o g i c a l  a d v a n c e m e n t  w h i c h  c h a n g e s  t h e  c o s t  

l e v e l s  f o r  e x p l o i t a t i o n  a n d  p r o c e s s i n g  s u c h  t h a t  low g r a d e  

m i n e r a l  d e p o s i t s ,  o r  d e p o s i t s  t h a t  a r e  r e m o t e l y  l o c a t e d  c a n  

be  p r o f i t a b l y  e x p l o i t e d  a n d  p r o c e s s e d .  The k n o w le d g e  a b o u t  

t h e  o c c u r e n c e  o f  s u c h  t e c h n o l o g i c a l  a d v a n c e m e n t  i n  t h e  f u ­

t u r e  i s  u s u a l l y  i n c o m p l e t e  a n d  i n s u f f i c i e n t .  The p r e d i c t i o n  

o f  s u c h  o c c u r e n c e  c o n t a i n s  some d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y .

The McKelvey d i a g r a m  t h a t  i s  shown i n  C h a p t e r  2 i n d i ­

c a t e s  a c l a s s i f i c a t i o n  o f  a  r e s o u r c e  b a s e d  on two p a r a a e -  

t e r s ,  n a m e l y  (1) t h e  d e g r e e  o f  g e o l o g i c  c e r t a i n t y ,  and  (2) 

t h e  f e a s i b i l i t y  o f  e c o n o m i c  r e c o v e r y .  T h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  

t e r m i n o l o g i e s  u s e d  i n  t h a t  d i a g r a m  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d ix  A. 

I t  s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  t h e  word known i n  t h e  d e f i n i t i o n s  

f o r  r e s e r v e  i m p l i e s  a  c e r t a i n  d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y .  T h i s  

word r e f e r s  t o  t h e  l o c a t i o n ,  t h e  s i z e ,  a n d  t h e  g u a l i t y  o f  

t h e  d e p o s i t .  The more i n t e n s i v e  t h e  e x p l o r a t i o n ,  t h e  l e s s  

i s  t h e  d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y .  W i t h i n  t h e  r e s e r v e  c a t e g o r y  

t h e  d e g r e e  o f  c e r t a i n t y  m e a s u r e s  t h e  a c c u r a c y  o f  r e s e r v e  

d e t e r m i n a t i o n .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  w i t h i n  t h e  c a t e g o r y  o f  

u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e ,  t h e  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  m e a s u r e s  t h e  

a c c u r a c y  o f  t h e  o c c u r e n c e  o f  a  m i n e r a l  d e p o s i t .

T h i s  a n a l y s i s  p e r t a i n s  o n l y  t o  t h e  r e s o u r c e  w h ic h  i s  

e c o n o m i c a l l y  f e a s i b l e  a t  t h e  t i m e  o f  d e t e r m i n a t i o n .  Such 

r e s o u r c e  i n c l u d e s  t h e  i d e n t i f i e d  a s  w e l l  a s  t h e  u n d i s c o v e r e d  

o n e ;  i t  d o e s  n o t  i n c l u d e  t h e  p a r a m a r g i n a l  o r  t h e  s u b m a r g i -
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c a l  c s s o u c c e .  H ence ,  t h e  d i s c o v e r y  o f  a  m i n e r a l  d e p o s i t  

t h a t  i s  t o o  s m a l l  o r  t o o  r e m o t e l y  l o c a t e d  t o  be  e c o n o m i c a l l y  

f e a s i b l e  i s  n o t  c o n s i d e r e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  R e f e r r i n g  t o

t h e  Me K e lv e y  d i a g r a m ,  t h e  p a r t  t h a t  i s  t o  b e  a n a l y z e d  i s  

t h e  f o l l o w i n g :

i n d e n t i f i e d  r e s o u r c e  u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e

r e s e r v e  r e s o u r c e

I n  t h e  c a s e  o f  p e t r o l e u m  r e s o u r c e ,  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  

t h e  q u a n t i t y  o f  t h e  u n d i s c o v e r e d  o n e  i s  done by  t h e  v o lu m e ­

t r i c  m e th o d .  I t  i s  b a s i c a l l y  an  e x t r a p o l a t i o n  f r o m  a r e p r e ­

s e n t a t i v e  e s t i m a t e d  mean c o n c e n t r a t i o n  w i t h  u n i t  v o lu m e  o f  

s e d i m e n t s  t o  t h e  vo lu m e  o f  i n t e r e s t  [M cK e lv ey ,  1973;  

p p . l t t - 1 7 ) .  T h i s  v o l u m e t r i c  method f o r  q u a n t i f y i n g  u n d i s c o v ­

e r e d  r e s o u r c e  w i l l  b e  r e f e r r e d  a g a i n  i n  C h a p t e r  4 ,  i n  t h e  

d i s c u s s i o n  on t h e  d e p l e t i o n  m o d e l .

The  e x p l o r a t i o n  t h a t  i s  t o  b e  d i s c u s s e d  i n  t h i s  c h a p t e r  

c o v e r s  t h e  e x p l o r a t i o n  f o r  t h e  r e s o u r c e  o f  u n d i s c o v e r e d  c a ­

t e g o r y .  H e n c e ,  i f  s u c h  e x p l o r a t i o n  c o n f i r m s  t h e  e x i s t e n c e  

o f  a p e t r o l e u m  r e s o u r c e ,  and  i f  i t  f u r t h e r  r e v e a l s  t h e  q u a n ­

t i t y  a n d  t h e  q u a l i t y ,  t h e n  t h e  r e s o u r c e  c a n  be  r e c l a s s i f i e d  

a s  r e s e r v e  o r  i d e n t i f i e d  r e s o u r c e .
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3 . 1 . 2  The E x p l a n a t i o n  o f  t h e  g z £ l o r ^ i o a  i e t v o £ k  

The e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  i s  d e f i n e d  a s  t h e  o r g a n i z a t i o n  and  

t h e  i n t e r - r e l a t i o n s h i p  o f  a l l  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  t h a t  

fo rm  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  n e e d e d  t o  s e a r c h  f o r  a p a r t i c u ­

l a r  m i n e r a l  r e s o u r c e  i n  c o m m e r c i a l  q u a n t i t y .  Hhen t h e  m in­

e r a l  r e s o u r c e  i s  p e t r o l e u m ,  t h e n  an  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  t o  

s e a r c h  f o r  p e t r o l e u m  i s  an  o r g a n i z e d  a t t e m p t  i n t e n d e d  t o  

f i n d  p e t r o l e u m  i n  c o m m e r c i a l  q u a n t i t i e s  (Hamner and  L o f t i s ,  

1961 ;  p p . 1 - 2 ) .  H e n c e ,  i f  s u c h  a n  a t t e m p t  r e s u l t s  i n  t h e  

d i s c o v e r y  o f  p e t r o l e u m  i n  l e s s  t h a n  t h e  c o m m e r c i a l  q u a n t i t y ,  

t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  i s  u s u a l l y  t e r m i n a t e d .  In  t h i s  

s e n s e ,  t h e  f i r m  c o n d u c t i n g  t h e  e x p l o r a t i o n  i s  v iew ed  a s  t o  

h a v e  a p r o f i t  m a x i m i z i n g  b e h a v i o r .

An e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  u s u a l l y  c o n s i s t s  o f  s e v e r a l  o r  

many e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s .  F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  c a s e  o f  

p e t r o l e u m ,  t h e  s e i s m i c  r e f l e c t i o n  work i s  one  o f  t h e  e x p l o ­

r a t i o n  a c t i v i t i e s  f o r  f i n d i n g  p e t r o l e u m .  F o r  f u r t h e r  d i s ­

c u s s i o n ,  an  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  i s  m e a n t  t o  be  c o n f i n e d  t o  a 

s i n g l e  v e n t u r e .  A v e n t u r e  i s  d e f i n e d  a s  t h e  e x p l o r a t i o n  a c ­

t i v i t y  e f f o r t s  f o r  f i n d i n g  a  p a r t i c u l a r  m i n e r a l  r e s o u r c e  

o v e r  a g i v e n  l i m i t e d  a r e a  o r  d i s t r i c t  i n  w h ich  l e g a l  p e r m i s ­

s i o n  o r  r i g h t s  h a v e  b e e n  g r a n t e d  f o r  s u c h  a c t i v i t i e s  t o  t a k e  

p l a c e  i n  t h a t  a r e a  o r  d i s t r i c t .

The  t y p e s  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  t h a t  fo rm  t h e  

e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  d e p e n d  upon  t h e  k i n d s  o f  m i n e r a l s  an d  

d e p o s i t s  t o  be  f o u n d .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i ­
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t i e s  f o r  s e a r c h i n g  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  a r e  d i f f e r e n t  f r o m  

t h o s e  f o r  s e a r c h i n g  u r a n i u m  r e s o u r c e .  A l s o  a n e a r  s u r f a c e  

d e p o s i t  r e q u i r e s  d i f f e r e n t  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  t h a n  a 

d e e p  s e a t e d  d e p o s i t .  I n  f a c t  t h e s e  a c t i v i t i e s  may c h a n g e ,  

n o t  o n l y  fo r m  o n e  t y p e  o f  m i n e r a l  r e s o u r c e  t o  a n o t h e r ,  b u t  

a l s o  f rom  o n e  d i s t r i c t  t o  a n o t h e r .  T h i s  m eans ,  t h a t  e v e n  

f o r  a p a r t i c u l a r  m i n e r a l  r e s o u r c e ,  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i ­

t i e s  may d i f f e r  f ro m  o n e  d e p o s i t  t o  a n o t h e r ,  i f  t h e s e  d e p o ­

s i t s  a r e  n o t  f o u n d  i n  t h e  same g e o l o g i c a l  d i s t r i c t ;  p a r t i ­

c u l a r l y  f o r  p e t r o l e u m  r e s o u r c e .  The e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  

f o r  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  i n  known d i s t r i c t ,  where  e s t a b l i s h e d  

p e t r o l e u m  f i e l d s  e x i s t ,  a r e  d i f f e r e n t  t h a n  t h o s e  i n  unknown 

d i s t r i c t ,  w h e r e  t h e r e  a r e  no  known f i e l d s  and  w here  p r o b a b l y  

no w e l l s  h a v e  e v e r  been  d r i l l e d .  R e f e r r i n g  t h e s e  e x p l a n a ­

t i o n s  t o  t h e  Me K e lv e y  d i a g r a m  w h ich  h a s  been  d i s c u s s e d  e a r ­

l i e r ,  t h e  f o r m e r  i s  r e l a t e d  t o  t h e  h y p o t h e t i c a l  p e t r o l e u m  

r e s o u r c e  a n d  t h e  l a t t e r  t o  t h e  s p e c u l a t i v e  o n e .  I n  v iew  o f  

t h e  a b o v e  e x p l a n a t i o n s ,  i t  i s  t h e n  i m p o s s i b l e  t o  g i v e  a g e n ­

e r a l  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  r e p r e s e n t a t i o n  t h a t  w i l l  a p p l y  f o r  

e v e r y  m i n e r a l  r e s o u r c e .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h i s  a n a l y s i s  i s  

l i m i t e d  o n l y  t o  t h e  d i s c u s s i o n  o f  e x p l o r a t i o n  f o r  p e t r o l e u m  

r e s o u r c e .  s o ,  f rom  t h i s  p o i n t  o n ,  t h e  d i s c u s s i o n  i s  r e f e r ­

r e d  t o  t h i s  p a r t i c u l a r  r e s o u r c e .

F o r  t h e  e x p l o r a t i o n  i n  a known d i s t r i c t ,  m o s t  o f  t h e  

p e t r o l e u m  c o m p a n i e s  h a v e  a l r e a d y  t h e  c u r r e n t  s u b s u r f a c e  g e o ­

l o g i c  maps o f  t h e  d i s t r i c t .  The p r o j e c t  may t h e n  be  r e s -
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t r l c t e i  t o  g e o p h y s i c a l  e x p l o r a t i o n ,  s u c h  a s  r e f l e c t i o n  s e ­

i s m i c  a c t i v i t y  t o  p r o v i d e  a  more  d e t a i l e d  s u b s u r f a c e  map o f  

t h e  s t r u c t u r e  i n  g r e a t e r  s c a l e ,  an d  p o s s i b l y  c o r e  d r i l l i n g  

a c t i v i t y .  T h e  d a t a  o b t a i n e d  f r o m  t h e s e  a c t i v i t i e s  a r e  com­

b i n e d  w i t h  p r e v i o u s  g e o l o g i c  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  d i s t r i c t .  

H o w ev e r ,  i n  a n  unknown d i s t r i c t ,  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  

a r e  c o n d u c t e d  t o  o b t a i n  f i r s t  t h e  s u b s u r f a c e  g e o l o g i c  map o f  

t h e  d i s t r i c t .  D e p e n d in g  on  t h e  g e o l o g i c  c o n d i t i o n s  o f  t h e  

d i s t r i c t ,  s u c h  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  v a r y  i n  t h e i r  s c o p e .  

U s u a l l y ,  an  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  s u b s u r f a c e  g e o l o g i c a l  c o n ­

d i t i o n s  f ro m  g e o p h y s i c a l  d a t a  and  s t u d i e s  o f  w e l l  l o g s  and  

o t h e r s ,  i s  d e t e r m i n e d  by c o m p a r i n g  t h e n  t o  t h e  s u b s u r f a c e  

d a t a  w i t h  a n a l o g o u s  g e o l o g i c  c o n d i t i o n s  t h a t  h a v e  b e e n  ob ­

t a i n e d  f ro m  s u r f a c e  o b s e r v a t i o n s  i n  t h e  i m m e d i a t e  a r e a  o r  i n  

o t h e r  d i s t r i c t  ( S m i t h ,  and  W en g e rd ,  1 9 6 1 ;  p . 1 ) .  The d i s c u s ­

s i o n  t h a t  f o l l o w s  c o n c e n t r a t e s  on t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  e x p l o ­

r a t i o n  n e t w o r k  f o r  t h e  unknown d i s t r i c t  o n l y .  I t  f i r s t  e x ­

p l a i n s  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  t h a t  fo rm s u c h  e x p l o r a t i o n  

n e t w o r k ,  t h e n  f o l l o w e d  by t h e  d i a g r a m m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

t h e  n e t w o r k .

3 . 1 . 3  The s u r f a c e  G e o l o g i c a l  S u r v e y

The f i r s t  p h a s e  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  e f f o r t  i s  i n  g e n e r a l  t h e  

s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y .  I t  makes  a c o m p r e h e n s i v e  i n v e s ­

t i g a t i o n  o f  t h e  g e o l o g i c a l  p henom ena  e x p o s e d  on  t h e  s u r f a c e  

i n  t h e  a r e a  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  I n  p a r t i c u l a r ,  s u r f a c e
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g e o l o g y  b eco m e s  o f  p r i m e  i m p o r t a n c e  i n  new o r  unknown d i s ­

t r i c t ,  s u c h  a s  i n  l a r g e ,  u n d r i l l e d  s t r u c t u r e .  I n  s u c h  a 

d i s t r i c t ,  t h e  g e o l o g i c  c o n d i t i o n s  w i t h i n  t h e  b a s i n  m u s t  b e  

a s s u m e d ,  b a s e d  on t h e  e x p o s e d  s e c t i o n s  o f  t h e  b a s i n  a r o u n d  

t h e  p e r i m e t e r  o f  t h e  b a s i n .  Good s u r f a c e  s t r u c t u r a l  d a t a  

w i l l  e s t a b l i s h  t r e n d s  and  w i l l  s e r v e  a s  a  g u i d e  f o r  p l a n n i n g  

f u t u r e  s e i s m o g r a p h  work  i n  t h a t  d i s t r i c t  w i t h o u t  p e r f o r m i n g  

c o s t l y  s e i s m i c  r e c o n n i s s a n c e  work ( S m i t h ,  an d  W engerd ,  1 951 ;

p . 1 ) .

The  s t a g e s  o f  t h e  f i e l d  s u r f a c e  g e o l o g y  c o n s i s t  o f :

( i )  R e c o n n a i s s a n c e  g e o l o g y ;

( i i )  D e t a i l e d  r e c o n n a i s s a n c e  g e o l o g y ;

( i i i )  D e t a i l e d  g e o l o g y .  T h i s  i n c l u d e s  l a b o r a t o r y  a n a l y s i s

o f  r o c k  s a m p l e s .

The m o s t  i m p o r t a n t  p r e - f i e l d  work t h a t  i s  u s u a l l y  d o n e  b e ­

f o r e  a c t u a l  f i e l d  work  i s  s t a r t e d  may i n c l u d e :

( i )  E x a m i n a t i o n  o f  p r e v i o u s  work done  b y  t h e  com pany ;

( i i )  L i t e r a t u r e  s e a r c h .  T h i s  p r o v i d e s  i n f o r m a t i o n  on t h e

s e c t i o n  t o  b e  s u r v e y e d ;

( i i i )  D e p e n d in g  on  t h e  s c o p e  o f  w o r k ,  a i r  p h o t o g r a p h s  m u s t

b e  p r e p a r e d .  R a p i d  r e c o n n a i s s a n c e  o f  l a r g e  a r e a  r e ­

q u i r e s  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  a i r  p h o t o g r a p h s  t h a n  d e ­

t a i l e d  g e o l o g i c a l  s u r v e y s .  k i r  p h o t o g r a p h y  i s  c o n ­

s i d e r e d  n e c e s s a r y  f o r  unknown d i s t r i c t s  w here  s u c h  

a c t i v i t y  h a s  n e v e r  b e en  d one  b e f o r e ;
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( i v )  S o m e t i m e s  r e c o n n a i s s a n c e  f l i g h t s  t o  c h e c k  t h e  a c c e s s i ­

b i l i t y  o f  t h e  d i s t r i c t  a r e  n e c e s s a r y .

Thus  t h e  e n t i r e  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y  w i l l  i n c l u d e  t h e  

a b o v e  p r e - f i e l d  w ork  a s  w e l l  a s  t h e  f i e l d  s u r f a c e  g e o l o g y  

i t s e l f .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  a l l  d a t a  and  s a m p l e s  t a k e n  

f ro m  t h e s e  s u r v e y s  a r e  a n a l y z e d  i n  t h e  l a b o r a t o r y .

3 . 1 . 4  The G e o p h y s i c a l  S u r v e y

The n e x t  e x p l o r a t i o n  p h a s e  a f t e r  t h e  s u r f a c e  g e o l o g y  i s  t h e  

g e o p h y s i c a l  s u r v e y .  The g e o p h y s i c a l  s u r v e y  i s  u s e d  i n  p e ­

t r o l e u m  e x p l o r a t i o n  t o  o b t a i n  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  p o s s i b l e  

l o c a t i o n  o f  s u b s u r f a c e  p e t r o l e u m  a c c u m u l a t i o n s  an d  h e l p  d e t ­

e r m i n e  t h e  s e l e c t i o n  o f  d r i l l i n g  s i t e s  JDyk, 1 9 5 1 ;  p p . 1 - 2 ) .  

The g e o p h y s i c a l  e x p l o r a t i o n  may i n c l u d e :

( i )  M a g n e t i c  s u r v e y ;

( i i )  G r a v i t y  s u r v e y ;

( i i i )  S e i s m i c  s u r v e y .

T h e se  m e t h o d s  a r e  i n d i r e c t ,  n a m e ly  t h e y  do  n o t  d e t e r m i n e  t h e  

p r e s e n c e  o r  a b s e n c e  o f  p e t r o l e u m  b u t  r a t h e r  m e a s u r e  p a r a m e ­

t e r s  t h a t  may be  r e l a t e d  t o  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s  f o r  p o s s i ­

b l e  p e t r o l e u m  e x i s t e n c e .

The  m a g n e t i c  s u r v e y  i s  u s u a l l y  t h e  f i r s t  g e o p h y s i c a l  

a c t i v i t y  made i n  l a r g e  a r e a s  w h e r e  l i t t l e  d a t a  a r e  a v a i l a ­

b l e .  I t  may r e v e a l  t h e  a p p r o x i m a t e  t h i c k n e s s  o f  t h e  s e d i ­

m e n t s ,  l o c a l i z e  an  a r e a  f o r  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y ,  

and  e s t i m a t e  s c a t t e r e d  b a s e m e n t  d e p t h s  u n d e r  l e s s  f a v o r a b l e
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c o n d i t i o n s .  The  g r a v i t y  s u r v e y ,  w h ic h  i s  t h e  s e c o n d  j e o p h y -  

c a l  a c t i v i t y ,  may d e t e c t  c h a n g e s  i n  r o c k  d e n s i t y  o f  t h e  s e d ­

i m e n t a r y  b a s i n ;  a l t h o u g h  i t s  r e s u l t s  may c o n t a i n  g r e a t  

a m b i g u i t y ,  i t  i s  o f t e n  u s e d ,  p a r t i c u l a r l y  i n  a r e a s  o f  e a s y  

a c c e s s i b i l i t y ,  b e c a u s e  o f  i t s  r e l a t i v e l y  lo w  c o s t  o f  o p e r a ­

t i o n  [Dyk, 1 9 6 1 ;  p . Ü2 ) .  T he  t h i r d  a c t i v i t y  o f  t h i s  s u r v e y  

i s  t h e  s e i s m i c  o n e .  a l t h o u g h  t h i s  i s  t h e  m o s t  w i d e l y  u s e d  

m e thod  o f  e x p l o r a t i o n ,  s e i s m i c  s u r v e y s  i n  unknown d i s t r i c t  

s t i l l  l e a v e  many f a c t s  u n r e v e a l e d .

The  p o s s i b l e  r e s u l t s  o f  t h e  s u r f a c e  and  g e o p a y s i c a l  

s u r v e y s  may i n c l u d e  t h e  f o l l o w i n g :

(1) S u r f a c e  i n d i c a t i o n  o f  p e t r o l e u m :

(a) p e t r o l e u m  s e e p a g e s ;

(b) p e t r o l i f e r o u s  r o c k s .

*.2) The e x i s t e n c e  o f  f a v o r a b l e  g e o l o g i c a l  c o n d i t i o n s  f o r  

p e t r o l e u m  a c c u m u l a t i o n s :

(a) p o t e n t i a l  s o u r c e  b e d s ;

'b )  p o t e n t i a l  r e s e r v o i r  b e d s .

(3) s t r u c t u r a l  p r o s p e c t s :

(a) n a t u r a l  p o t e n t i a l  t r a p s ;

(b) p o t e n t i a l  d r i l l i n g  o b j e c t i v e s .

(U) P o t e n t i a l  a r e a s  f o r  s t r a t i g r a p h i e  t r a p s .

W henever  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y  a f f i r m  t h e  

e x i s t e n c e  o f  s t r u c t u r a l  p r o s p e c t s ,  t h e n  t h e  n e x t  e x p l o r a t i o n  

p h a s e  i s  t h e  e x p l o r a t i o n  d r i l l i n g .
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3 . 1 . 5  The S i E l S E â t i o n  D r i l l i n g  P h g s e

The w e l l s  t h a t  a r e  d r i l l e d  f o r  p e t r o l e u m  can  be  d i v i d e d  i n t o

tw o c a t e g o r i e s ,  n a m e ly :

t1) The e x p l o r a t o r y  w e l l s .  T h e s e  a r e  w e l l s  t h a t  a r e

d r i l l e d  i n  s e a r c h i n g  f o r  p e t r o l e u m ,  e i t h e r  a b o v e  o r  

b e lo w  known r e s e r v o i r s  i n  a known d i s t r i c t ,  o r  a t  

unknown d i s t r i c t s ;

(2) The d e v e l o p m e n t  w e l l s .  T h e s e  a r e  w e l l s  t h a t  a r e

d r i l l e d  w i t h i n  t h e  f i e l d  b o u n d a r i e s  o f  known r e s e r ­

v o i r s  o r  n e a r  a p r o d u c e r  w e l l  t o  e x t e n d  t h e  p r o d u c ­

t i v e  a r e a  o f  t h e  known r e s e r v o i r  i n  a known d i s t r i c t .

( L a h e e ,  1 9 6 1 ;  p p . 1 - 3 ) .

T h i s  d i s c u s s i o n  i s  o n l y  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  f i r s t  c a t e g o r y .

F u r t h e r ,  t h e  e x p l o r a t i o n  w e l l s  c a n  be  s u b d i v i d e d  i n t o :

i - ( a ) .  T h o s e  w hich  a r e  d r i l l e d  f a r  f r o m  an y  p e t r o l e u m  d i s ­

t r i c t  and  w h i c h ,  i f  p e t r o l e u m  i s  f o u n d ,  w i l l  b e  t h e  

d i s c o v e r y  w e l l  o f  t h e  new f i e l d .  W e l l s  o f  t h i s  g r o u p  

a r e  c a l l e d  t h e  new f i e l d  w i l d c a t s ;

1 - [ b ) .  T h o s e  w h ich  a r e  d r i l l e d  i n  r e l a t i o n  t o  known p r o d u c ­

i n g  a r e a s  o f  a  known d i s t r i c t .  T h e se  c a n  f u r t h e r  be 

d i v i d e d  i n t o :

( i )  t h o s e  l o c a t e d  o u t s i d e  t h e  known f i e l d  b o u n d a r i e s  o f  a 

p a r t l y  d e v e l o p e d  r e s e r v o i r  o f  a  known d i s t r i c t ;  t h e y  

may b e  d r i l l e d  t o  e x t e n d  t h e  known r e s e r v o i r ,  c a l l e d  

t h e  o u t p o s t  w e l l s ,  o r  t o  f i n d  a  new r e s e r v o i r ,  c a l l e d  

t h e  new r e s e r v o i r  w i l d c a t s ;
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( i i )  t h o s e  l o c a t e d  w i t h i n  t h e  known f i e l d  b o u n d a r i e s ;  t h e y  

may b e  d r i l l e d  t o  s e a r c h  f o r  a  new r e s e r v o i r ,  e i t h e r  

be low o r  a b o v e  t h e  known r e s e r v o i r .  T h o s e  d r i l l e d  

be low  a r e  c a l l e d  d e e p e r  r e s e r v o i r  w e l l s ,  and  t h o s e  

a b o v e  a r e  c a l l e d  s h a l l o w e r  r e s e r v o i r  w e l l s .
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A c o m p l e t e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  e x p l o r a t o r y  w e l l s  i s  g i v e n  i n  

F i g u r e  3 - 1 .

Drilling
objective

Classification 
when diriHi-HQ

Classification after completion 
or abandonment

is started Successful Unsuccessful

For long extension 
of partly develop­
ed reservoir

Outpost
Extension

well Dry outpost

For a new reservoir 
on a structure or 
in geological envi­
ronment already 
productive

(1) Within limits 
of proved reservoir 
for new reservoir

(a) Above deepest 
productive reser­
voir

Shallower re­
servoir well

Shallower re­
servoir disco­
very well

Dry shallower 
reservoir well

(b) Below deepest 
productive reser­
voir

Deeper reser­
voir well

Deeper reser­
voir disco­
very well

Dry deeper re­
servoir well

(2) Outside limits 
of proved area of 
reservoir

New reservoir 
wildcat

New reservoir
discovery
wildcat

Dry new reser­
voir wildcat

For a new field New field 
wildcat

New field dis­
covery wildcat

Dry new field 
wildcat

Figure 3-1: Exploratory Wells Classification.
Source: Frederick H. Lahee, "Probability of Suc­
cess in Exploration," in Graham B. Moody, Petro­
leum Exploration Handbook, McGraw Hill, New York, 
1961. p .4-2.
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3 .1 .6  th e  B la g s a g ia t j c  & e£ resen ta .tlo o

The d i a g r a m m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  an e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  i s  

fo r m e d  by c o m b i n i n g  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  t h a t  a r e  un ­

d e r t a k e n  w i t h  t h e  p o s s i b l e  o u t c o m e s  o r  r e s u l t s  o f  t h e s e  a c ­

t i v i t i e s .  F i g u r e  3 - 2  shows a  p o s s i b l e  d i a g r a m m a t i c  r e p r e ­

s e n t a t i o n  o f  a  s u r f a c e  g e o l o g y  n e t w o r k  o f  an e x p l o r a t i o n  

p r o j e c t  f o r  an  unknown d i s t r i c t .  The r e l a t e d  e x p l a n a t i o n s  

o f  t h i s  d i a g r a m  i s  g i v e n  b e l o w ;

A. P r e - f i e l d  work and  t h e  r e c o n n a i s s a n c e  s u r f a c e  g e o l ­

ogy a r e  t h e  f i r s t  t h i n g s  t o  d o .  The r e s u l t s  o f  t h e  two a c ­

t i v i t i e s  may e i t h e r  a f f i r m  t o  do  d e t a i l e d  r e c o n n a i s s a n c e  

s u r f a c e  g e o l o g y  d i r e c t l y  o r  a s s e r t  t o  do  l a b o r a t o r y  e x a m i n a ­

t i o n s  o f  t h e  f i e l d  i n v e s t i g a t i o n s  b e f o r e  d e t a i l e d  r e c o n n a i s ­

s a n c e  i s  u n d e r t a k e n .  D e f i n e  t h e n :

( i )  s t a t e  1 t o  b e  t h e  p r e - f i e l d  work  a n d  t h e  r e c o n n a i s ­

s a n c e  s u r v e y ;

( i i )  s t a t e  2 t o  b e  t h e  l a b o r a t o r y  i n v e s t i g a t i o n ;

( i i i )  s t a t e  3 t o  b e  t h e  d e t a i l e d  r e c o n n a i s s a n c e  s u r f a c e

g e o l o g y ;

The r e s u l t s  o f  t h e  d e t a i l e d  r e c o n n a i s s a n c e  a c t i v i t y  a r e  u s u ­

a l l y  e x a m in e d  t h r o u g h  l a b o r a t o r y  a n a l y s i s  and i t s  o u tc o m e  

may e i t h e r  a f f i r m  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n ,  n a m e l y  d e t a i l e d  g e o l ­

o g y ,  o r  c o n t i n u e  d e t a i l e d  r e c o n n a i s s a i n c e  w ork .  D e f i n e  

t h e n :

( i v )  s t a t e  t o  b e  t h e  l a b o r a t o r y  a c t i v i t y  f o r  t h i s  s t a g e ;  

( V)  s t a t e  5 t o  b e  t h e  d e t a i l e d  g e o l o g y  a c t i v i t y ;

( v i )  s t a t e  6 t o  b e  t h e  l a b o r a t o r y  a c t i v i t y  a t  t h i s  s t a g e .



64

A g a i n ,  t h a  r e s u l t s  o f  t h e  d e t a i l e d  g e o l o g y  a c t i v i t y  m u s t  be  

c h e c k a d  and e x a m i n e d  t h r o u g h  l a b o r a t o r y  a n a l y s i s .  The o u t ­

come o f  t h i s  a n a l y s i s  may e i t h e r :

fa) a f f i r m  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n ,  n a m e l y  g e o p h y s i c a l  s u r v a y ,  

o r

(b) c o n t i n u e  d e t a i l e d  g e o l o g y ,  o r

(c) s t o p  e x p l o r a t i o n  w o r k ;  t h i s  means  t h a t  t h e  p r o j e c t  i s

a b a n d o n e d .

At t h i s  s t a g e ,  i t  i s  u s u a l l y  p o s s i b l e  t o  i n t e r p r è t e  t h e  g e n ­

e r a l  s u b s u r f a c e  c o n d i t i o n s  o f  t h e  d i s t r i c t »  h o w e v e r ,  i f  

t h e r e  a r e  no i n d i c a t i o n s  w h a t s o e v e r  t h a t  a  s o u r c e  r o c k  o r  a 

r e s e r v o i r  r o c k  i s  a v a i l a b l e ,  t h e n  i t  i s  u s u l l y  s u g g e s t e d  t o  

s t o p  t h e  e x p l o r a t i o n  w o rk .  D e f i n e  t h e n :

( v i i )  s t a t e  7 t o  b e  t h e  s t o p  a c t i v i t y .

» A l s o  a t  t h i s  s t a g e ,  i f  r e q u i r e d ,  a n  e s t i m a t i o n  o f  t h e  p e ­
t r o l e u m  r e s o u r c e  by  v o l u m e t r i c  m e th o d  c a n  b e  c o n d u c t e d .  
The r e s u l t ,  t h o u g h ,  c o n t a i n s  a l a r g e  d e g r e e  o f  u n c e r t a i n ­
t y .
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further
exploration

Legend: state 1: pre-field 0 reconnaissance geology activity; 
state 2: laboratory activity;
state 3: detailed reconnaissance geology activity;
state 4: laboratory activity;
state 5: detailed geology activity;
state 6: laboratory activity;
state 7: termination.

F i g u r e  3 - 2 :  T h e ‘s u r f a c e  G e o lo g y  n e t w o r k
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B. F o r  t h e  d i a g r a m m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g e o p h y ­

s i c a l  s u r v e y  r e f e r  t o  F i g u r e  3 - 3 .  T h e  m a g n e t i c  s u r v e y  i s  

t h e  f i r s t  a c t i v i t y  u n d e r t a k e n  i n  t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y ;  

t h e  s e c o n d  i s  t h e  g r a v i t y  s u r v e y ,  a n d  t h e  t h i r d  i s  t h e  s e ­

i s m i c  s u r v e y .  H ow ever ,  t h e  l a b o r a t o r y  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  

m a g n e t i c  s u r v e y  may a s s e r t  e i t h e r  t o  u n d e r t a k e  t h e  g r a v i t y

s u r v e y  i n  t h e  n e x t  s t e p ,  o r  t o  o m i t  i t  and  go d i r e c t l y  t o

t h e  s e i s m i c  a c t i v i t y .  The c o m b in e d  l a b o r a t o r y  i n t e r p r e t a ­

t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  an d  s e i s m i c  s u r v e y s ,  and  p o s s i b l y  t h e  

g r a v i t y  s u r v e y ,  may s u g g e s t  i n  t h e  f o l l o w i n g  s t e p s :

(a) t o  t e r m i n a t e  t h e  e x p l o r a t i o n  work  b e c a u s e  no p e t r o l e u m

s t r u c t u r a l  o r  s t r a t i g r a p h i e  t r a p s  a r e  f o u n d ,  o r

(b) t o  u n d e r t a k e  more  e x t e n s i v e  m a g n e t i c  s u r v e y ,  o r

' O  t o  c o n t i n u e  s e i s m i c  s u r v e y ,  o r

Jd) t o  u n d e r t a k e  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n ,  n a m e l y  d r i l l i n g  a c t i v ­

i t y .

The s t e p s  [b) o r  (c) a r e  n e e d e d  t o  f u r t h e r  c o n f i r m  t h e  p o s ­

s i b l e  e x i s t e n c e  o f  a  p o t e n t i a l  s t r u c t u r a l  t r a p  o r  a  p o t e n ­

t i a l  s t r a t i g r a p h i e  t r a p ,  w h i l e  s t e p  (d) i s  u n d e r t a k e n  i f  t h e  

l a b o r a t o r y  i n t e r p r e t a t i o n  i n d i c a t e s  t h e  p o s s i b l e  e x i s t e n c e  

o f  a p e t r o l e u m  t r a p .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y  

a l s o  h e l p  t o  d e t e r m i n e  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  d r i l l i n g  s i t e s .  

The r e s u l t s  f r o m  t h e  c o m b in e d  l a b o r a t o r y  i n t e r p r e t a t i o n  f o r  

t h e  s t e p  on d r i l l i n g  c a n  be  c l a s s i f i e d  i n t o  ( i )  l e s s  f a v o r a ­

b l e ,  ( i i )  f a v o r a b l e ,  a n d  ( i i i )  v e r y  f a v o r a b l e .  T h e s e  a r e  

b a s e d  on t h e  i n f o r m a t i o n  on p o t e n t i a l  t r a p s  a s  w e l l  a s  on
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t h e  p o s s i b l e  s i z e  o f  t h e  t r a p s .  k l e s s  f a v o r a b l e  o u t c o m e

may i n d i c a t e  i n c o n c l u s i v e  i n f o r m a t i o n  on  t h e  s h a p e  o f  t h e  

t r a p  an d  t h e  p o s s i b l i t y  t h a t  i t  d o e s  n o t  e x t e n d  v e r y  f a r .  

On t h e  o t h e r  h a n d ,  a  v e r y  f a v o r a b l e  o u t c o m e  may i n d i c a t e  a 

l a r g e  e x t e n s i o n  o f  t h e  t r a p  w i t h  c o n c l u s i v e  i n f o r m a t i o n  on 

i t s  s i z e .  The  f a v o r a b l e  o u tc o m e  i s  c o n s i d e r e d  t o  l i e  i n  

b e t w e e n  t h e  tw o  p r e v i o u s  o u t c o m e s .  D e f i n e  t h e n ;

( i )  s t a t e  8 t o  be  t h e  m a g n e t i c  s u r v e y  a c t i v i t y ;

( i i )  s t a t e  9 t o  b e  t h e  l a b o r a t o r y  i n t e r p r e t a t i o n  a c t i v i t y

a t  t h i s  s t a g e ;

( i i i )  s t a t e  10 t o  b e  t h e  g r a v i t y  a c t i v i t y ;

( i v )  s t a t e  11 t o  b e  t h e  s e i s m i c  s u r v e y  a c t i v i t y ;

( V )  s t a t e  12 t o  b e  t h e  c o m b in e d  l a b o r a t o r y  i n t e r p r e t a t i o n

a c t i v i t y ;

( v i )  s t a t e  13 t o  b e  t h e  t e r m i n a t i o n  a c t i v i t y ;  s h o u l d  t h i s  

b e  t h e  s t e p  u n d e r t a k e n ,  t h e n  t h e  p r o j e c t  i s  u s u a l l y  

a b a n d o n e d .
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la

12

from surface 
geology to exploration drilling activities

Legend:

state 8 : magnetic survey activity;
state 9 : laboratory interpretation activity;
state 10: gravity survey activity;
state 11: seismic survey activily;
state 12: combined laboratory activity;
state 13: termination activity.

F i g u r e  3 - 3 :  The G e o p h y s i c a l  l e t v o r k
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C- &s p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d ,  t h e  d r i l l i n g  a c t i v i t y  s a y  

be  c o n d u c t e d  u n d e r  o n e  o f  t h e  t h r e e  p o s s i b l e  c o n d i t i o n s  s e t  

up by  t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y ,  n a m e ly  t h e  l e s s  f a v o r a b l e ,  f a ­

v o r a b l e ,  a n d  t h e  v e r y  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s .  H o w ev e r ,  t h e s e  

c o n d i t i o n s  r e f e r  t o  s t r u c t u r a l  c o n d i t i o n s  and  do  n o t  r e f e r  

t o  t h e  p r e s e n c e  o f  p e t r o l e u m  i n s i t u . z  S o ,  e v e n  i f  v e r y  f a v o ­

r a b l e  c o n d i t i o n s  a r e  t o  be  e x p e c t e d ,  t h e r e  i s  s t i l l  a  p o s s i ­

b i l i t y  t h a t  t h e  w i l d c a t  d r i l l i n g  e n d s  up  w i t h  a  d r y  w e l l .  

On t h e  o t h e r  h a n d ,  l e s s  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s  may r e s u l t  i n  a 

d i s c o v e r y  w e l l .  I t  i s  o f  c o u r s e  r a t i o n a l  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  

p r o b a b i l i t y  o f  s t r i k i n g  p e t r o l e u m  when t h e  s t r u c t u r a l  c o n d i ­

t i o n s  a r e  v e r y  f a v o r a b l e  i s  g r e a t e r  t h a n  when t h o s e  c o n d i ­

t i o n s  a r e  l e s s  f a v o r a b l e  o r  f a v o r a b l e .  T h i s  a s s u m p t i o n  w i l l  

be  h e l d  i n  f u r t h e r d i s c u s s i o n .  The d i a g r a m m a t i c  r e p r e s e n t a ­

t i o n  o f  t h e  d r i l l i n g  a c t i v i t y  n e t w o r k  i s  p r o v i d e d  i n  F i g u r e  

3 - a .  .»

* N o te  t h a t  e v e n  i f  t h e  p r e s e n c e ' o f  p e t r o l e u m  i s  n o t  y e t  
c o n f i r m e d  by d r i l l i n g ,  o n e  i s  n o t  p r e v e n t e d  t o  make an e s ­
t i m a t i o n  o f  t h e  a m o u n t  o f  t h e  p o s s i b l e  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  
by  t h e  v o l u m e t r i c  m e th o d .  I n  f a c t ,  i f  t h e  p r o j e c t  d o e s
n o t  e n d  up  i n  s t a t e  13 ,  a v o l u m e t r i c  e s t i m a t i o n  a t  t h i s  
s t a g e  w i l l  h a v e  l e s s  d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y  t h a n  t h e  one  
d o n e  a t  t h e  s t a g e  a f t e r  t h e  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y .
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from geophysical survey

Legend:

state 14: wildcat drilling in less favorable 
condition; 

state 15: wildcat drilling in favorable 
condition;

state 16: wildcat drilling in favorable con­
dition;

state 17; 18, 19: laboratory activities;
state 20: discovery activity
state 21: termination activi^ (dry wèll)

F i g u r e  3 - d :  The D r i l l i n g  A c t i v i t y  N e tw ork
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Ks t h e  d r i l l i n g  p r o c e e d s  a n d  s a m p l e s  f r o m  t h e  d r i l l i n g s  

a r e  e x a m i n e d  i n  t h e  l a b o r a t o r y ,  more  and  more  c o n c r e t e  i n ­

f o r m a t i o n  on t h e  g e o l o g i c a l  c o n d i t i o n s  i s  o b t a i n e d .  T h i s  

may b r i n g  a p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e  l e s s  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s  

a s  d e f i n e d  by  t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y  may become f a v o r a b l e  o r  

r e m a i n  l e s s  f a v o r a b l e ,  s u c h  p o s s i b i l i t y  m u s t  a l s o  a p p l y  f o r  

t h e  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s ;  t h e y  may become v e r y  f a v o r a b l e  o r  

r e m a i n  f a v o r a b l e .  H o w ev e r ,  t h e  v e r y  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s  a s  

d e f i n e d  by  t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y  a r e  u s u a l l y  n o t  c h a n g e d  by 

t h e  r e s u l t s  o f  t h e  d r i l l i n g ,  a s  f a r  a s  g e o l o g i c a l  s t r u c t u r e s  

a r e  c o n c e r n e d .  T h i s  i s  b e c a u s e  i t  i s  c o n s i d e r e d  t h a t  t h e  

m e t h o d s  u s e d  i n  g e o p h y s i c a l  s u r v e y s  a r e  good  enough  t o  p r e d ­

i c t  s t r u c t u r a l  c o n d i t i o n s ,  b u t  t h e y  a r e  n o t  c o n s i d e r e d  t o  b e  

t h a t  g o o d  a s  t o  p r o v i d e  c o n c l u s i v e  s t r u c t u r a l  i n t e r p r e t a ­

t i o n ,  e s p e c i a l l y  i n  com plex ,  s t r u c t u r e s .  T h e  c o n d i t i o n s  f o r  

d r i l l i n g  may t h e n  b e  v i s u a l i z e d  a s  f o l l o w s :

; i )  w i l d c a t  d r i l l i n g  i n  a l e s s  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n ,  a f t e r  

l a b o r a t o r y  a n a l y s i s ,  may r e s u l t :

(a) d r i l l i n g  i n  t h e  same g e o l o g i c a l  c o n d i t i o n ,  nam ely  l e s s

f a v o r a b l e ,  o r

(b) d r i l l i n g  i n  a  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n ,  o r

(c) d r i l l i n g  i n  a  v e r y  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n .

A l l  t h e s e  t h r e e  p o s s i b i l i t i e s  may end  up w i t h  e i t h e r  a  d r y  

w e l l  o r  a  d i s c o v e r y  w e l l ;

; i i )  w i l d c a t  d r i l l i n g  i n  a  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n ,  a f t e r  l a ­

b o r a t o r y  a n a l y s i s ,  may r e s u l t :
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ta)  d r i l l i n g  i n  t h e  same g e o l o g i c a l  c o n d i t i o n ,  nam ely  f a v o ­

r a b l e ,  o r

(b) d r i l l i n g  i n  a  v e r y  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n .

A l s o  t h e  tw o  p o s s i b i l i t i e s  may e i t h e r  e n d  u p  w i t h  a d r y  w e l l  

o r  a  d i s c o v e r y  w e l l ;

t i i i )  w i l d c a t  d r i l l i n g  i n  a  v e r y  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n ,  a f t e r  

l a b o r a t o r y  a n a l y s i s ,  u s u a l l y  t h e  r e s u l t  c o n f i r m s  t h e  

g e o p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n .

The d r i l l i n g  i n  a  v e r y  f a v o r a b l e  c o n d i t i o n  may s t i l l  e n d  up 

w i t h  e i t h e r  a  d r y  w e l l  o r  a d i s c o v e r y  w e l l .  D e f i n e  t h e n ;

( i )  s t a t e  t o  b e  t h e  w i l d c a t  d r i l l i n g  a c t i v i t y  i n  l e s s  

f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s ;

( i i )  s t a t e  15 t o  b e  t h e  w i l d c a t  d r i l l i n g  a c t i v i t y  i n  f a v o ­

r a b l e  c o n d i t i o n s ;

( i i i )  s t a t e  16 t o  b e  t h e  w i l d c a t  d r i l l i n g  a c t i v i t y  i n  v e r y  

f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s ;

( i v )  s t a t e  1 7 ,  1 8 ,  19 t o  be  l a b o r a t o r y  a c t i v i t i e s ;

(V)  s t a t e  20 t o  b e  t h e  d i s c o v e r y  a c t i v i t y ;

( v i )  s t a t e  21 t o  b e  t h e  d r y  w e l l  a c t i v i t y ,  w h ich  i s  a l s o

t h e  t e r m i n a t i o n  a c t i v i t y .

H e n c e ,  t h e  d r i l l i n g  a c t i v i t y  n e t w o r k  c a n  be f o r m e d ,  an d  t h i s  

i s  shown i n  F i g u r e  3 - 4 .

C om b in in g  t h e  s u r f a c e  g e o l o g y ,  g e o p h y s i c a l ,  and  d r i l l ­

i n g  a c t i v i t y  n e t w o r k s  t o g e t h e r ,  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  o f  

t h e  p r o j e c t  f o r  a  v e n t u r e  i s  o b t a i n e d .  T h i s  n e t w o r k  i s  

shown i n  F i g u r e  3 - 5 .
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F i g u r e  3 - 5 :  The E x p l o r a t i o n  N e tw ork
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3 . 2  THE S â l E Q Î Î à l  l î E i a & à î î Q S  hodel

I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  i s  m o d e l l e d  a s  a 

Markov c h a i n  a n d  Markov p r o c e s s .  The a n a l y s i s  w i l l  be  r e ­

l a t e d  t o  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  n e t w o r k  d i s c u s s e d  i n  t h e  

p r e v i o u s  s e c t i o n .  The a n a l y s i s  p r o c e e d s  by d i s c u s s i n g  t h e  

Markov c h a i n  f i r s t ,  f o l l o w e d  by  t h e  Markov p r o c e s s .

3 . 2 . 1  The Markov C h a i n  

D e f i n i t i o n ;

A s t o c h a s t i c  p r o c e s s  w i t h  a  s t a t e  s p a c e  E can  b e  d e f i n e d  a s  

a c o l l e c t i o n  o f  random v a r i a b l e s  I [ n )  d e f i n e d  on  t h e  same 

p r o b a b i l i t y  s p a c e  an d  h a v i n g  v a l u e s  i n  t h e  s t a t e  s p a c e  E,  

w h e re  n i s  i n  T and  T i s  a  s u b s e t  o f  <»,+ » ) ( C i n l a r ,  

1 9 7 5 ;  p p . 6 - 9 ;  H o e l  e t  a l ,  1972;  p . v i i ) .

Heyman and  S o b e l  (1982) d e f i n e  a  Markov c h a i n  a s  f o l l o w s ;

A Markov c h a i n  i s  a d i s c r e t e - p a r a m e t e r  s t o c h a s t i c  
p r o c e s s  w i t h  a c o u n t a b l y  i n f i n i t e  s t a t e  s p a c e  and  
t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  p a s t  h i s t o r y  o f  t h e  p r o c e s s  
i s  c o m p l e t e l y  s u m m a r i z e d  by  t h e  p r e s e n t  s t a t e .

W i th  r e s p e c t  t o  t h i s  a n a l y s i s ,  t h e  s t a t e  s p a c e  i s  t h e  s e t  o f  

a l l  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  o f  a n  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t .  

S i n c e  t h e  num ber  o f  t h e s e  a c t i v i t i e s  i n  a  p a r t i c u l a r  e x p l o ­

r a t i o n  p r o j e c t  i s  f i n i t e ,  t h e  s t a t e  s p a c e  i s  f i n i t e .  S u p ­

p o s e  ( % ( n ) ,  n = 1,  2 ,  3 . . . )  i s  a s t o c h a s t i c  p r o c e s s  t h a t

t a k e s  on a  f i n i t e  c o u n t a b l e  n u m b e rs  o f  p o s s i b l e  v a l u e s  X ( n ) ,  

t h e n  X ( n ) = i  m eans  t h a t  t h e  p r o c e s s  i s  i n  s t a t e  i  a t  t i m e  n .  

W heneve r  t h e  c h a i n  i s  i n  s t a t e  i  a t  t i m e  n ,  t h e n  t h e  p r o b ­
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a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  be  i n  s t a t e  j  a t  t i m e  ( n + 1 ) ,  i s  

c a l l e d  a  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y .  T h i s  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i ­

t y  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  t i m e  n ,  and  i s  u s u a l l y  w r i t t e n  a s  

P J i j ) .  The  Markov c h a i n  c a n  be  m a t h e m a t i c a l l y  d e f i n e d  a s  

f o l l o w s :

P [ I I n + 1 ) = j | I ( n ) = i ,  X [ n - i ) = i [ n - l )   ..............X ( l ) = i ; i ) )  =

P C r ( n + 1 ) = j l X ( n ) = i )  = P [ X ( 2 ) = j | X ( 1 ) = i )  = P ( i j )  -------- (1)

(R o s s ,  1972;  p p . 8 U - 8 5 ) .

The a b o v e  f o r m u l a t i o n  s t a t e s  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a  c h a i n  

w i l l  b e  i n  s t a t e  j  a t  t i m e  ( n + 1 ) ,  g i v e n  i t  was  i n  s t a t e  i ,  

i ( n - i ) . . .  i p )  a t  t i m e  n ,  ( n - i ) , . . . . . l  r e s p e c t i v e l y ,  i s  

e q u a l  t o  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  b e  i n  s t a t e  j  

a t  t h e  n e x t  s t e p  g i v e n  t h a t  i t  i s  i n  s t a t e  i  now. T h u s ,  t h e  

p a s t  h i s t o r y  o f  t h e  c h a i n  i s  c o m p l e t e l y  s u m m a r i z e d  by t h e  

p r e s e n t  s t a t e  i .  T h i s  p r o p e r t y  i s  v e r y  i m p o r t a n t  i n  r e l a t i o n  

t o  i t s  u se  i n  e x p l o r a t i o n .  As i s  known, a  d e c i s i o n  t o  un ­

d e r t a k e  an  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  i n  an  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  

d e p e n d s  o n l y  on  t h e  o u tc o m e  o f  t h e  l a s t  a c t i v i t y  t h a t  h a s  

b e e n  u n d e r t a k e n .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  d e c i s i o n  t o  u n d e r t a k e  a 

w i l d c a t  d r i l l i n g  d e p e n d s  e n t i r e l y  on  t h e  o u tc o m e  o f  t h e  g e o ­

p h y s i c a l  s u r v e y ,  a n d  i n  t u r n ,  t h e  d e c i s i o n  t o  u n d e r t a k e  a 

m a g n e t i c  s u r v e y  d e p e n d s  on t h e  r e s u l t s  o f  t h e  s u r f a c e  g e o l o ­

g i c a l  s u r v e y . T h e s e  d e c i s i o n  s t e p s  a r e  p o s s i b l e  b e c a u s e  a l l  

k n o w le d g e  g a t h e r e d  f rom  t h e  p a s t  a c t i v i t i e s  i s  b e i n g  summar­

i z e d  i n  t h e  a c t i v i t y  t h a t  i s  c u r r e n t l y  u n d e r t a k e n .  H e n c e ,  

t h e  u s e  o f  t h e  Markov c h a i n  t o  r e p r e s e n t  t h e  p r o c e s s  o f  e x -
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p l o r a t x o n  c a n  b e  a d e q u a t e l y  j u s t i f i e d .  The p r o b a b i l i t y  o f  

t r a n s f e r r i n g  f r o m  o n e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  t h e  o t h e r  b e ­

com es  a  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  H a rk o v  c h a i n  a n d  t h e  

e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  b e c o m e s  a M arkov c h a i n  s y s t e m .

R e f e r r i n g  t o  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  o f  F i g u r e  3 - 5 ,  

t h i s  n e t w o r k  h a s  t w e n t y  o n e  s t a t e s  and  t h e  t r a n s i t i o n  f ro m  

one  s t a t e  t o  t h e  o t h e r  i s  a Markov c h a i n  t r a n s i t i o n .  Each 

t r a n s i t i o n  m u s t  be  a s s i g n e d  a  p r o b a b i l i t y  v a l u e ,  n a m e ly  

P ( i j ) ,  an d  t h i s  p r o b a b i l i t y  i s  t h e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  

w h ich  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t i m e  n ;  s o  i t  i s  s t a t i o n a r y .  The 

Markov c h a i n  b e i n g  c o n s i d e r e d  i s  t i m e  h o m o g e n e o u s ,  n am ely  i t  

s a t i s f i e s  e q u a t i o n  ( 1 ) ( C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p p .  1 0 6 - 1 0 7 ) .  I t  i s  

f u r t h e r  r e q u i r e d  t h a t ;

P ( i j ) > 0 ,  i ,  j  >0 f o r  i = 1 , 2 ,  n ................................(2)

And s i n c e  t h e  c h a i n  m us t  make a  t r a n s i t i o n  i n t o  some s t a t e .

i t  i s  t r u e  t h a t ;

E P ( i j ) =1 f o r  i = l , 2 . n . (3)

I t  i s  c u s t o m a r y  t o  a r r a n g e  t h e  P [ i j ) ' s  i n t o  a  s q u a r e  m a t r i x ,  

c a l l e d  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x ,  a s  f o l l o w s :

P=

f p { 1 1 )
P(21 )
P ( 3 1 )

P ( 1 2 ) ....................
P [ 2 2 ) ....................
P C 3 2 ) ...................

.................. P (121)

...................P1321)

L ? t2 1 1 ) P ( 2 1 2 ) ................

The sum o f  t h e  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  o f  e a c h  row m ust  ba  e q u a l  

t o  o n e .  D e f i n e  P ( i j ) = p ( i j )  f o r  P ( i j )  n o t  e q u a l  t o  z e r o  o r  

o n e ,  o t h e r w i s e  i t  i s  e q u a l  t o  z e r o  o r  o n e .  Then t h e  t r a n s i -
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t i o n  m a t r i x  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  r a n  b e  w r i t t e n  a s  

shown i n  F i g u r e  3 - 6 .

T he  p r o b a b i l i t y  P ( i j )  f o r  i = j  c a n  be i n t e r p r e t e d  a s  t h e  

p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  c o n t i n u e  t o  r e m a i n  i n  s t a t e  

i  a f t e r  i t  h a s  b e e n  i n  s t a t e  i  f o r  one u n i t  o f  t i m e .  F o r  

e x a m p l e ,  P{55) i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  s t i l l  

be  i n  s t a t e  5 a f t e r  t h e  c h a i n  h a s  been  i n  s t a t e  5 f o r ,  s a y  

o ne  m o n th ,  i f  o n e  month  i s  d e f i n e d  t o  b e  a  one  u n i t  o f  t i s e .  

I n  o t h e r  w o r d s ,  P (55) i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  i t  i s  s t i l l  

n e c e s s a r y  t o  p e r f o r m  d e t a i l e d  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y  a f t ­

e r  i t  h a s  u n d e r t a k e n  t h a t  a c t i v i t y  f o r ,  s a y  o n e  m onth .  How­

e v e r ,  i f  P ( i j )  f o r  i = j  i s  n o t  e q u a l  t o  o n e ,  t h e  c h a i n  h a s  t o  

l e a v e  s t a t e  i  e v e n t u a l l y .  F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  c a s e  o f  s t a t e  

1,  t h e  c h a i n  m u s t  e v e n t u a l l y  make a t r a n s i t i o n ,  e i t h e r  t o  

s t a t e  2 o r  s t a t e  3 .  I n  c a s e s  w h e r e  P ( i j )  =1 f o r  i = j ,  t h e  

c h a i n  w i l l  r e m a i n  i n  s t a t e  i  f o r e v e r  o n c e  i t  r e a c h e s  s t a t e  

i .  T h i s  c o n d i t i o n  a p p l i e s  f o r  s t a t e s  7 ,  13,  20 and  2 1 .

N o te  t h a t  s t a t e  7 ,  1 3 ,  and  21 a r e ,  i n f a c t ,  t e r m i n a t i o n

s t a t e s ,  i . e .  t h e  e x p l o r a t i o n  i s  u n s u c c e s s f u l ;  h o w e v e r  t h e s e  

s t a t e s  a r e  n o t  c l a s s i f i e d  i n  t h e  same c a t e g o r y  b e c a u s e  t h e  

k n o w l e d g e  a c c u m u l a t e d  a t  e a c h  o f  t h e s e  s t a t e s  i s  d i f f e r e n t .
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Figure 3-6: The Transition Matrix
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S t a t e  21 h a s  more c o m p l e t e  k n o w le d g e  t h a n  t h a t  o f  s t a t e  13 

o r  17,  w h i l e  s t a t e  17 h a s  more c o m p l e t e  k n o w le d g e  t h a n  s t a t e  

1 3 .  S t a t e  20 i s  a c t u a l l y  n o t  a  t e r m i n a t i o n  s t a t e  b u t  i t  i s  

a  s t a t e  i n  w h ic h  p e t r o l e u m  i s  d i s c o v e r e d .  The d e v e l o p m e n t  

s t a g e  w i l l  f o l l o w  a f t e r  t h e  d i s c o v e r y ;  h o w e v e r ,  t h e  d e v e l o p ­

m e n t  a c t i v i t i e s  a r e  c o n s i d e r e d  n o t  t o  be c o n t r o l l e d  by  t h e  

Markov c h a i n .  H ence ,  a s  f a r  a s  t h e  Markov c h a i n  i s  c o n ­

c e r n e d ,  t h e  s t a t e  20 i s  a t e r m i n a t i o n  s t a t e ,  n a m e l y  t h e  e x ­

p l o r a t i o n  a c t i v i t y  i s  t e r m i n a t e d  w i t h  a  d i s c o v e r y .

B e f o r e  f u r t h e r  a n a l y z i n g  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  p r o b ­

l e m ,  i t  s e e m s  a p p r o p r i a t e  t o  d i s c u s s  t h e  p r o b l e m s  o f  a s s i g n ­

i n g  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  t o  e a c h  t r a n s i t i o n  i n  t h e  s e c t i o n  

t h a t  f o l l o w s .

3 . 2 . 1 . 1  A s s i g n i n g  P r o b a b i l i t y  V a l u e

T h e r e  a r e  b a s i c a l l l y  tw o  p o s s i b l e  ways f o r  a s s i g n i n g  t h e s e  

v a l u e s :  ( i )  t o  d e r i v e  a  f o r m u l a t i o n  w h ich  w i l l  show t h a t

t h e s e  t r a n s i t i o n s  h a v e  a c e r t a i n  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n ,  ( i i )  t o  p r o v i d e  s u b j e c t i v e  p r o b a b i l i t y  e s t i m a t e s .  

The f i r s t  a p p r o a c h  i s  u s u a l l y  m a t h e m a t i c a l l y  m ore  d i f f i c u l t  

t h a n  t h e  s e c o n d  o n e .  The  d i f f i c u l t y  i n  f o r m u l a t i n g  s u c h

p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s  i s  t h a t  t h e  p r o c e s s  t h a t  

c o n t r o l l s  t h e  o r i g i n ,  a c c u m u l a t i o n ,  m i g r a t i o n ,  an d  e n t r a p ­

m en t  o f  p e t r o l e u m  r e s e r v e  i s  n o t  w h o l l y  known, s o  t h a t  t h e  

u n c e r t a i n t y  i n  t h e  d e c i s i o n  f o r  u n d e r t a k i n g  c e r t a i n  e x p l o r a ­

t i o n  a c t i v i t i e s  may n o t  o b v i o u s l y  f o l l o w  c e r t a i n  p r o b a b i l i t y
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d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s .  D n f o r t u n a t e l y , t h e r e  h a v e  b e e n  few 

s t u d i e s  i n  t h i s  a r e a .  Newendorp  [1 9 7 5 ;  p p . 3 2 U - 3 2 7 )  sh o w s

t h a t  r e s e r v e  d i s t r i b u t i o n  f o l l o w  l o g n o r m a l ,  b i n o m i a l ,  m ul­

t i n o m i a l ,  h y p e r g e o m e t r i c ,  o r  e v e n  e x p o n e n t i a l  p r o b a b i l i t y  

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s .

N ewendorp  i n  h i s  s t u d y  a s s u m e s  t h a t  d e c i s i o n s  f o r  

d r i l l i n g  c a n  be  m o d e l l e d  u s i n g  s a m p l i n g  w i t h o u t  r e p l a c e m e n t  

o r  s a m p l i n g  w i t h  r e p l a c e m e n t  (N ew en d o rp ,  1975;  p p . 2 2 7 - 3 4 9 ) .  

I n  t h e  f i r s t  c a s e ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  o u tc o m e  o f  a  

d r i l l i n g  v e n t u r e  i s  d e p e n d e n t  upon  t h e  p r e v i o u s  o u t c o m e s  o f  

t h e  w e l l s ,  w h i l e  i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  

d r i l l i n g  v e n t u r e  i s  i n d e p e n d e n t  o f  p r e v i o u s  o u t c o m e s .  F o r  

t h e  f i s r t  c a s e ,  Newendorp  s u g g e s t s  a  h y p e r g e o m e t r i c  d i s t r i ­

b u t i o n  f o r  t h e  r e s e r v e s  d i s t r i b u t i o n  and f o r  t h e  s e c o n d  

c a s e ,  a  b i n o m i a l  o r  m u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  w i t h  

some g e o l o g i c a l  r e s t r i c t i o n s .  H o w ev e r ,  h i s  r e s u l t s  do n o t  

s u g g e s t  w h a t  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  t h e  t r a n s i ­

t i o n  a c t i v i t y  w i l l  h a v e .  I t  i s ,  o f  c o u r s e ,  n o t  o b v i o u s  t h a t  

t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  t r a n s i t i o n  o f  

an  a c t i v i t y  m u s t  b e  i d e n t i c a l  t o  t h e  o n e  f o r  r e s e r v e  d i s t r i ­

b u t i o n .

T he  s u b j e c t i v e  p r o b a b i l i t y  e s t i m a t e s  a r e  d e r i v e d  f rom  

s u b j e c t i v e  p e r s o n a l  j u d g e m e n t .  T h i s  s u b j e c t i v e  method i s  a 

p e r s o n a l  o p i n i o n  a s  t o  t h e  l i k e l i h o o d  t h a t  a  g i v e n  o u tc o m e  

w i l l  o c c u r  (N e w endorp ,  1 9 7 5 ;  p p . 3 0 5 - 3 0 7 ) .  The o p i n i o n  c a n

be  b a s e d  on a v a i l a b l e  s t a t i s t i c a l  d a t a ,  o r  i t  may be b a s e d
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on  e x p e r i e n c e  o f  t h e  a n a l y s i s t .  T h i s  m e th o d  i s  u s u a l l y  l e s s  

c o m p l i c a t e d  t h a n  t h e  f i r s t  o n e  a n d  r e q u i r e s  no c o m p le x  

m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n .  H ow ever ,  i t  h a s  c e r t a i n  l i m i t a ­

t i o n s ,  n a m e ly  ( i )  s i n c e  i t  i s  a  p e r s o n a l  j u d g e m e n t ,  d i f f e ­

r e n t  a n a l y s e s  may g i v e  d i f f e r e n t  p r o b a b i l i t y  e s t i m a t e s ,  e v e n  

b a s e d  on t h e  s a n e  g e o l o g i c a l  i n f o r m a t i o n ,  ( i i )  t h e  j u d g e m e n t  

may b e  b i a s e d  b e c a u s e  o f  p e r s o n a l  p r e f e r e n c e s  t o w a r d  r i s k ;  

a  r i s k  a v e r s e  p e r s o n  may g i v e  l o w e r  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  t h a n  

a  r i s k  n e u t r a l  o r  a  r i s k  p r e f e r r e d  p e r s o n .  I n  g e n e r a l ,  t h e  

a n a l y s i s  a s s u m e s  t h a t  t h e  p e r s o n  i s  a  r i s k  a v e r s e  o n e .  A 

p e r s o n  i s  s a i d  t o  b e  r i s k  a v e r s e ,  i f  he w i l l  a l w a y s  p r e f e r  a 

s u r e  c o n s e q u e n c e  t o  any  p r o b a b i l i s t i c  m i x t u r e  o f  c o n s e q u e n c ­

e s  h a v i n g  t h e  s am e  m a t h e m a t i c a l  e x p e c t a t i o n .  On t h e  o t h e r  

h a n d ,  a  r i s k  p r e f e r  one  w i l l  p r e f e r  t h e  p r o b a b i l i s t i c  c o n s e ­

q u e n c e s  t o  a n y  s u r e  c o n s e q u e n c e .  A r i s k  n e u t r a l  p e r s o n  may 

b e  i n d i f f e r e n t  b e t w e e n  t h e  two k i n d s  o f  c o n s e q u e n c e s  i f  

t h e i r  m a t h e m a t i c a l  e x p e c t a t i o n s  a r e  t h e  sam e .  I n  v ie w  o f  

t h e  e x i s t e n c e  o f  a  l a r g e  d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y  i n  q u a n t i f y ­

i n g  an  u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e ,  t h e  s u b j e c t i v e  p r o b a b i l i t y  e s ­

t i m a t e s  may o f t e n  g i v e  a d e q u a t e  r e s u l t s .

T h e r e  a r e  o t h e r  m e t h o d s  f o r  e s t i m a t i n g  p r o b a b i l i t y  v a ­

l u e s  b e s i d e s  t h e  a b o v e  two m e t h o d s ,  n a m e l y  ( i )  t h e  n u m e r i c a l  

g r a d i n g  t e c h n i q u e s ,  and ( i i )  and  t h e  s i m u l a t i o n  t e c h n i q u e s .  

T h e s e  m e t h o d s  h a v e  b e e n  u s e d  t o  e s t i m a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  

r e s e r v e  d i s t r i b u t i o n s  (N e w endorp ,  1 975 ;  p p . 3 1 0 - 3 1 1 ;  

3 6 9 - 3 7 6 ) .  T h i s  a n a l y s i s  d o e s  n o t  d i s c u s s  a s  how t h e s e  n e t h -
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o 3 s  c a n  be  u s e d  t o  p r o v i d e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  e s t i m a t e s ,  

h o t  i t  p r o v i d e s  a  b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e s e  m e t h o d s , T h e  

n u m e r i c a l  g r a d i n g  t e c h n i q u e s  u s e s  a r b i t r a r y  g r a d i n g  s c a l e s  

f o r  a l l  f a c t o r s  w h ic h  h a v e  a  b e a r i n g  on  t h e  p o s s i b l e  p r e s ­

e n c e  o f  p e t r o l e u m .  The g r a d i n g  s c a l e  may r a n g e  f rom  o n e  t o  

f o u r ,  w h e re  f o u r  i s  d e f i n e d  t o  be  e x c e l l e n t  a n d  one t o  b e  

p o o r .  A w e i g h t i n g  m u l t i p l i e r  f a c t o r  i s  a s s i g n e d  t o  t h o s e

f a c t o r s  w h ich  a r e  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  t o  p e t r o l e u m  a c c u ­

m u l a t i o n s .  The w e i g h t i n g  g r a d e s  a r e  t h e n  a d d e d  an d  t h e  r e ­

s u l t  i s  c o m p a r e d  t o  r e s u l t s  o f  o t h e r  a l t e r n a t i v e  p o s s i o l e  

p e t r o l e u m  a c c u m u l a t i o n s  and  t h e  o n e  t h a t  h a s  t h e  h i g h e s t  

s c o r e  i s  c o n s i d e r e d  t h e  m os t  f a v o r a b l e .  T h i s  method s e e m s  

t o  h a v e  an  a d v a n t a g e  o v e r  p r e v i o u s  m e th o d s  b e c a u s e  i t  i n ­

c l u d e s  m os t  o f  t h e  r e l e v a n t  f a c t o r s  t h a t  g o v e r n  p e t r o l e u m  

a c c u m u l a t i o n .  H ow ever ,  s i n c e  t h e  n u m e r i c a l  g r a d i n g  s c a l e  i s  

q u i t e  a r b i t r a r i l y  c h o s e n ,  r e s u l t s  may d i f f e r  f r o m  o n e  a n a l y ­

s i s  t o  t h e  o t h e r .  The s e c o n d  m e t h o d ,  nam ely  t h e  s i m u l a t i o n  

t e c h n i q u e s ,  i s  b a s i c a l l y  a  m e th o d  t h a t  c a l c u l a t e s  t h e  p r o b ­

a b i l i t y  o f  p e t r o l e u m  a c c u m u l a t i o n  by g e n e r a t i n g  o r  s i m u l a t ­

i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  d e n s i t y  f u n c t i o n s  o f  t h e  random v a r i a ­

b l e s  i n v o l v e d .  To g e n e r a t e  t h e s e  f u n c t i o n s ,  s t a t i s t i c a l  

d a t a  o f  t h e  random v a r i a b l e s  a r e  r e q u i r e d .  T h i s  method h a s  

c e r t a i n  a d v a n t a g e s ,  n a m e ly  ( i )  i t  a l l o w s  p r o f e s s i o n a l  j u d g e ­

m en t  o f  o n e  random v a r i a b l e  a t  a  t i m e ,  ( i i )  i t  i s  c o n d u c i v e  

t o  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s ,  and  ( i i i )  t h e  c o n c e p t  i s  s o  g e n e r a l  

t h a t  i t  o f t e n  c a n  b e  u s e d  f o r  a v a r i e t y  o f  u n c e r t a i n t i e s .
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H o w ev e r ,  s i n c e  i t  n e e d s  s t a t i s t i c a l  d a t a ,  t h e  m e th o d  c a n  n o t  

b e  u s e d  f o r  unknown d i s t r i c t s  w h e r e  s u c h  d a t a  a r e  u s u a l l y  

n o t  p r e s e n t ,  u n l e s s  a n  a n a l o g y  c a n  b e  made t o  a  c e r t a i n  

known d i s t r i c t  w h e r e  t h e  d a t a  a r e  a v a i l a b l e . A l s o ,  t h e  t e c h ­

n i q u e s  a r e  u s u a l l y  n o t  m a t h e m a t i c a l l y  s i m p l e .

S e v e r a l  r e m a r k s  c a n  b e  g i v e n  when a s s i g n i n g  p r o b a b i l i t y  

v a l u e s ,  n a m e l y :

( i )  t h e  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  i n v o l v e d  i n  t h i s  a n a l y s i s  a r e  

t h o s e  a s s i g n e d  f o r  t h e  ran d o m  v a r i a b l e ' s )  t h a t  g o ­

v e r n  ( s )  t h e  t r a n s i t i o n  o f  t h e  c h a i n  f rom  one  s t a t e  t o  

a n o t h e r ,  r a t h e r  t h a n  a  s i n g l e  random  v a r i a b l e  d e t e r ­

m i n i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  r e s e r v e  e x i s t e n c e .  A l l  

t h e s e  v a l u e s  t o g e t h e r ,  t h r o u g h  t h e  Markov c h a i n ,  d e t ­

e r m i n e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  p e t r o l e u m  e x i s t e n c e ;

( i i )  i f  a c e r t a i n  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  i s  t o  

be  a s s u m e d  f o r  t h e  random  v a r i a b l e  t h a t  g o v e r n s  t h e  

t r a n s i t i o n  o f  t h e  c h a i n ,  t h e n  s u c h  f u n c t i o n  m us t  a l s o  

b e  a s s u m e d  f o r  e v e r y  t r a n s i t i o n  i n  t h e  n e t w o r k . T h i s  

i s  b a s i c a l l y  a  r e q u i r e m e n t  o f  t h e  Markov c h a i n  u s e d  

i n  t h i s  a n a l y s i s ;

( i i i )  t h e  n e t w o r k  i s  d e s i g n e d  f o r  a n  e x p l o r a t i o n  o f  an  u n k ­

nown d i s t r i c t ,  w h e re  s t a t i s t i c a l  d a t a  a r e  a b s e n t .  

M e th o d s  u s i n g  s t a t i s t i c a l  d a t a  c a n n o t  b e  u s e d ,  a s  

p r e v i o u s l y  e x p l a i n e d .

I n  t h e  d i s c u s s i o n  t h a t  f o l l o w s ,  i t  i s  a s su m e d  t h a t  t h e  

p r o b a b i l i t y  v a l u e s  a r e  d e t e r m i n e d  a l r e a d y  by o n e  o f  t h e
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m e t h o d s  d i s c u s s e d  a b o v e .  The d i s c u s s i o n  on  t h e  c l a s s i f i c a ­

t i o n  o f  t h e  s t a t e s  i s  t h e n  f o l l o w e d  by t h e  a n a l y s i s  on  t h e  

c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e .

3 . 2 . 1 . 2  The C l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  S t a t e s

T h i s  s e c t i o n  p r e s e n t s  a  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  s t a t e s  o f  t h e  

n e t w o r k  i n t o  v a r i o u s  t y p e s  t o  s i m p l i f y  t h e  c o m p u t a t i o n a l  

p r o c e d u r e  f o r  f i n d i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  b e i n g  i n  an y  s t a t e .  

I n  o r d e r  t o  do t h i s ,  t h e  s t a t e s  a r e  r e n u m b e r r e d  and  l e a v e  

t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  a c t i v i t i e s  a s  t h e y  a r e .  T h i s  means  t h a t  

t h e  n e t w o r k  r e m a i n s  t h e  s a m e ,  b u t  t h e  n u m b e rs  t h a t  a r e  a s ­

s i g n e d  t o  e a c h  s t a t e s  a r e  c h a n g e d .  The new d i a g r a m  i s  shown

i n  F i g u r e  3 - 7  an d  t h i s  d i a g r a m  i n d i c a t e s  t h r e e  i m p o r t a n t

f a c t s ,  n a m e l y :

(1) E v e r y  t r a n s i t i o n  i n  t h e  n e t w o r k  i s  c o n t r o l l e d  by 

c h a n c e ;

(2) The t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  f ro m  o n e  s t a t e  t o  t h e  n e x t  

s t a t e  d o e s  n o t  d e p e n d  on t h e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  o f  

p r i o r  t r a n s i t i o n s ;

{3] T h e r e  i s  a  p o s s i b i l i t y  t o  r e p e a t  c e r t a i n  e x p l o r a t i o n  

a c t i v i t i e s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  c h a i n  h a s  t h e  p o s s i b i l i t y  

t o  t r a n s f e r  f r o m  s t a t e  15 t o  s t a t e  11;

The a b o v e  f a c t s  a r e  u s u a l l y  n o t  f o u n d  i n  a  d e c i s i o n  t r e e

p r o c e s s  u s e d  i n  e x p l o r a t i o n .
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The d i a g r a m  i n  F i g u r e  3 - 7  can  a l s o  b e  s i m p l i f i e d  by g r o u p i n g  

a  num ber  o f  s t a t e s  t o g e t h e r  a s  shown i n  F i g u r e  3 - 8 .

13

IB17

20 2119

F i g u r e  3 - 7 :  The New E x p l o r a t i o n  Network
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11, 12, 13, 14, 15

16, 17, 18, 19, 20, 21

F i g u r e  3 - 8 :  The S i m p l i f i e d  N e tw o rk
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S e v e r a l  d e f i n i t i o n s  a r e  g i v e n  b e lo w  t o  e n a b l e  o n e  t o  

c l a s s i f y  t h e  s t a t e s .

D e f i n i t i o n s :

( i )  A s t a t e  i s  c a l l e d  a  r e c u r r e n t  s t a t e  i f  t h e  p r o b a b i l i t y

t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  r e v i s i t  t h a t  s t a t e  i s  e g u a l  t o  

o n e ;

( i i )  A s t a t e  i s  c a l l e d  a t r a n s i e n t  s t a t e  i f  t h e  p r o b a b i l i t y

t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  r e v i s i t  t h a t  s t a t e  i s  l e s s  t h a n  

o n e ;

( i i i )  A s t a t e  i s  c a l l e d  a n  a b s o r b i n g  s t a t e  i f  t h e  p r o b a b i l i ­

t y  t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  r e m a i n  i n  t h a t  s t a t e  f o r e v e r ,  

a f t e r  r e a c h i n g  i t ,  i s  e g u a l  t o  o n e . s  

The m a t h e m a t i c a l  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  a b o v e  a r e  g i v e n  i n  Ap­

p e n d i x  B.

The  s t a t e s  c a n  t h e n  be  c l a s s i f i e d  a s  f o l l o w s ;

( i )  S t a t e s  1 ,  2 ,  3 ,  u a r e  r e c u r r e n t  s t a t e s ,  h o w e v e r  t h e y

a r e  a l s o  a b s o r b i n g  s t a t e s ;  o n c e  t h e  c h a i n  i s  i n  o n e  

o f  t h e s e  s t a t e s  t h e n  i t  w i l l  r e m a i n  t h e r e  f o r e v e r ;

( i i )  S t a t e s  5 ,  7 ,  8 ,  9 ,  10 and  1 1 ,  1 2 ,  1 3 ,  1U, 15 an d  16 ,

17 ,  1 8 ,  19 ,  2 0 ,  21 a r e  a l l  t r a n s i e n t  s t a t e s .  The

p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  r e v i s i t  t h e s e  s t a t e s  

i s  l e s s  t h a n  o n e ,  which  m ean s  t h a t  t h e r e  i s  a  p o s s i ­

b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  w i l l  n e v e r  r e v i s i t  t h e s e  s t a t e s  

a g a i n .  N o te  t h a t  o n c e  t h e  c h a i n  l e a v e s  t h e  g r o u p

3 T h e s e  d e f i n i t i o n s  a r e  g i v e n  i n  a  m a n n e r  so  t h a t  t h e i r  me­
a n i n g  c a n  be  e a s i l y  u n d e r s t o o d .  A more p r e c i s e  d e f i n i ­
t i o n ,  a s  d e f i n e d  i n  m os t  s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s  t h e o r y ,  a r e  
g i v e n  i n  A p p en d ix  B.
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t h a t  c o n t a i n s  s t a t e  5 t h e  c h a i n  w i l l  n e v e r  r e v i s i t  

t h e  s t a t e s  i n  t h a t  g r o u p .  T h i s  i s  a l s o  t r u e  t o r  t h e  

tw o o t h e r  g r o u p s  t h a t  c o n t a i n  s t a t e  11 o r  1 6 .

The a b o v e  c l a s s i f i c a t i o n  i m p l i e s  t h a t  f o r  t h e  a b s o r b i n g  

s t a t e s ,  P [ j j )  = 1 a n d  f o r  t h e  t r a n s i e n t  s t a t e s  P [ j j ) < l .  L e t  

s t a t e s  5 ,  6 , 7 ,  8 ,  10 t o g e t h e r  b e  c a l l e d  t h e  f i r s t

g r o u p ; s t a t e s  1 1 ,  1 2 ,  1 3 ,  1 4 ,  15 b e  t h e  s e c o n d g r o u p ;  a n d

s t a t e s  1 7 ,  1 8 ,  1 9 ,  2 0 ,  21 b e  t h e  t h i r d  g r o u p .  Then w i t h i n

t h e  f i r s t  g r o u p  t h e  c h a i n  nay  make a t r a n s i t i o n  f r o m  s t a t e  7 

t o  s t a t e  8 a s  w e l l  a s  f rom  s t a t e  8 t o  s t a t e  7 ;  l i k e w i s e ,  

f r o m  s t a t e  9 t o  s t a t e  10 an d  v i c e  v e r s a .  H o w e v e r ,  e v e n t u a l ­

l y  t h e  c h a i n  m u s t  l e a v e  t h e  f i r s t  g r o u p  a n d  make a  t r a n s i ­

t i o n  e i t h e r  t o  s t a t e  i  o r  s t a t e  11 i n  t h e  s e c o n d  g r o u p .  

W i t h i n  t h e  s e c o n d  g r o u p  t h e  c h a i n  may make a  t r a n s i t i o n  f r o m  

s t a t e  14 t o  s t a t e  15 a s  w e l l  a s  f r o m  s t a t e  15 t o  s t a t e  1 4 ,  

and a l s o  f ro m  s t a t e  15 b a c k  t o  s t a t e  1 1 .  When the* c h a i n  

d o e s  make a t r a n s i t i o n  f ro m  s t a t e  15 t o  s t a t e  1 1 ,  t h e n  t h e  

c h a i n  w i l l  h a v e  t o  u n d e r g o  t h e  t r a n s i t i o n s  f r o m  s t a t e  i l  t o  

s t a t e  15 a g a i n .  H o w ev e r ,  e v e n t u a l l y  t h e  c h a i n  must l e a v e  

t h e  s t a t e s  o f  t h e  s e c o n d  g r o u p  an d  make a  t r a n s i t i o n  e i t h e r  

t o  s t a t e  2 o r  t o  s t a t e  16,  o r  1 7 ,  o r  IB i n  t h e  t h i r d  g r o u p .  

W i t h i n  t h e  t h i r d  g r o u p  t h e  c h a i n  may make a  t r a n s i t i o n  f r o m  

s t a t e  16 t o  s t a t e  19 a n d  v i c e  v e r s a ,  f r o m  s t a t e  17 t o  s t a t e  

20 and  v i c e  v e r s a ,  a n d  f r o m  s t a t e  18 t o  s t a t e  21 and v i c e  

v e r s a .  N o te  t h a t  i f  t h e  c h a i n  e v e r  r e a c h e s  s t a t e  19 ,  t h e n  

f rom  t h e r e  i t  c a n  r e a c h  s t a t e  21 by  two p o s s i b l e  r o u t e s .
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n a m e l y :  (1) v i a  s t a t e  IB t o  s t a t e  2 1 ,  o r  [ i i )  v i a  s t a t e  17

t o  s t a t e  2 0 ,  t h e n  t o  s t a t e  1 8 ,  a n d  f i n a l l y  t o  s t a t e  2 1 .  

H o w e v e r ,  when t h e  c h a i n  t a k e s  t h e  s e c o n d  r o u t e ,  i t  h a s  t h e  

p o s s i b i l i t y  t o  make a  t r a n s i t i o n  f rom  s t a t e  20 e i t h e r  t o  

s t a t e  18 o r  t o  s t a t e  4 ,  o r  b a c k  t o  s t a t e  1 7 .  On t h e  o t h e r  

h a n d ,  when t h e  c h a i n  t a k e s  t h e  f i r s t  r o u t e ,  i s  n o t  p o s s i b l e  

t o  make o t h e r  t r a n s i t i o n s  e x c e p t  t o  go f r o m  s t a t e  18 t o  

s t a t e  2 1 .  And f i n a l l y ,  t h e  c h a i n  m us t  e v e n t u a l l y  l e a v e  t h e  

t h i r d  g r o u p  an d  make a  t r a n s i t i o n  e i t h e r  t o  s t a t e  3 o r  s t a t e  

U. N o te ,  w h e n e v e r  t h e  c h a i n  r e a c h e s  e i t h e r  s t a t e  1 ,  2 ,  3 ,

o r  4 t h e  p r o c e s s  i s  t h e n  t e r m i n a t e d .

3 . 2 . 1 . 3  The  C o m p u t a t i o n a l  P r o c e d u r e

I t  i s  now p o s s i b l e  t o  d e f i n e  a c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e  f o r  

c a l c u l a t i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e v e r y  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  

a f t e r  c l a s s i f y i n g  t h e  s t a t e s  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k .  

The  Markov m a t r i x  i s  t h e n  a r r a n g e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  MarKov 

d i a g r a m  d e s c r i b e d  i n  F i g u r e  3 - 7 ,  and  i t  c a n  be  w r i t t e n  a s  a 

p a r t i t i o n e d  m a t r i x  a s  f o l l o w s :

P=

w h e r e :

I  I 0

L B  I Q

1=

1
0
0

.0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

1
2
3
4

and
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B=

1

P [ 5 1 )
P ( 6 1 )

P{54)
P(6%)

5
6

l P ( 2 1 1 )  .  .  P(21t»)J 21

The e n t r i e s  o f  t h e  s u b - m a t r i x  B t h a t  have  p o s i t i v e  v a l u e s  

b u t  l e s s  t h a n  one  a r e :  P ( 1 0 1 ) ,  P ' 1 5 2 ) ,  P ( 1 9 3 ) ,  ? (19U) ,

P ( 2 0 3 ) ,  P ( 2 0 4 ) ,  P ( 2 1 3 ) ,  P ( 2 1 U ) .  O t h e r  e n t r i e s  a r e  e g u a l  t o

z e r o .

5 6 7 21

Q=

ini] P(56)
P(66)

P(5 7 )
P(67 )

P(521J
P Î621)

5
6

21P ( 2 1 5 )  P(216)  P (2 1 7 )   P ( 2 1 2 1 ) J

The e n t r i e s  o f  t h e  s u b - m a t r i x  Q w h ic h  a r e  p o s i t i v e  b u t  l e s s  

t h a n  o n e  a r e :

( i )  a l l  d i a g o n a l  e n t r i e s ,  n am e ly  P ( i i ) ,  i = 5 , . - - - 2 1 ;

( i i )  among t h e  f i r s t  g r o u p :  P ( 5 6 ) ,  P ( 5 7 ) ,  P ( 5 7 ) ,  P (78)

P ( 8 7 ) ,  P ( 8 9 ) ,  P ( 9 1 0 ) ,  P ( 1 0 9 ) ,  P ( 1 0 1 ) ,  P ( 1 0 1 1 ) ;

( i i i )  among t h e  s e c o n d  g r o u p :  P ( 1 1 1 2 ) ,  P ( 1 2 1 3 ) ,  P(121U)

P ( 1 3 1 4 ) ,  P ( 1 U 1 5 ) ,  P ( 1 5 1 U ) ,  P ( 1 5 1 1 ) ,  P ( 1 5 2 ) ,  P (1516)

P ( 1 5 1 7 )  ,  P (1518)  ;

( i v )  among t h e  t h i r d  g r o u p :  P ( 1 6 1 9 ) ,  P ( 1 7 2 0 ) ,  P (1821)  ,

P ( 1 9 1 6 ) ,  P ( 1 9 T 7 ) ,  P ( 1 9 1 8 ) ,  P ( 1 9 3 ) ,  P ( 1 9 » ) ,  P ( 2 Q 1 7 ) ,

P ( 2 3 1 8 ) ,  P ( 2 0 3 ) ,  P (204)  ,  P (2118)  ,  P ( 2 1 3 ) ,  P { 2 1 « ) ,
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R o te  t h a t  t h e  d i a g o n a l  e n t r i e s  a b o v e  a r e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  

p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n ,  a f t e r  b e i n g  i n  s t a t e  i  f o r  a  

c e r t a i n  t i m e ,  w i l l  s t i l l  be  i n  s t a t e  i  a f t e r  t h a t  t i m e .  

S i n c e  a l l  d i a g o n a l  e n t r i e s  a r e  c o n s i d e r e d  t o  b e  p o s i t i v e ,  i t  

i s  n o t  p o s s i b l e  f o r  a n  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  be f i n i s h e d  

a t  t h e  e x a c t  t i m e  s t i p u l a t e d  by  t h e  d e c i s i o n  m a k e r s .  I n  

v iew  o f  t h e  u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d ,  t h i s  s e e m s  t o  be  a r a t i o n ­

a l  a s s u m p t i o n .  H o w ev e r ,  e m p i r i c a l  a n a l y s i s  may a s s i g n  r e l a ­

t i v e l y  s m a l l  v a l u e s  t o  some o f  t h e s e  p r o b a b i l i t i e s ;  t h i s  me­

a n s  t h a t  some o f  t h e  a c t i v i t i e s  s o  a s s i g n e d  may f i n i s h  a t  a 

t i m e  n e a r  t h e  t i m e  s e t  by t h e  d e c i s i o n  m a k e r s .  I t  s h o u l d  

a l s o  b e  n o t e d  t h a t  t h e  e n t r i e s  o f  t h e  p a r t i t i o n e d  m a t r i x  P 

a r e  no d i f f e r e n t  t h a n  t h e  o r i g i n a l  m arkov  m a t r i x  P ,  e x c e p t  

t h a t  t h e  s t a t e s  i n  t h e  p a r t i t i o n e d  m a t r i x  a r e  a r r a n g e d  i n  

d i f f e r e n t  o r d e r .

The  q u e s t i o n  i s  now, w ha t  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  

c h a i n ,  s t a r t i n g  f r o m  s t a t e  5 ,  w i l l  e n d  u p  i n  s t a t e  1 ,  o r  

s t a t e  2 ,  o r  s t a t e  3 ,  o r  s t a t e  U ?  I n  o t h e r  w o r d s ,  w h a t  i s  

t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  w i l l  r e s u l t  i n :  

{ i \  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a f t e r  t h e  s u r f a c e  g e o l ­

ogy?

( i i )  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a f t e r  t h e  g e o p h y s i c a l

s u r v e y  ?

( i i i )  w i l d c a t  d r y  w e l l  ?

( iv )  w i l d c a t  d i s c o v e r y  w e l l  ?

F i r s t ,  i n  g e n e r a l  t h e  f o l l o w i n g  c a n  be w r i t t e n :
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I  I  +.
I

B t n )  I Q
2 3 n -1

w h e r e :  B(n) = B f Q B + 3 B + Q B *  . . . . . . . . + 2  B,
n - 1  k

B(n) = S 2 B  (3 -1 )
k= o

B ( n ) ( i j )  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  s t a r t i n g  f r o m  s t a t e  i ,  t h e

c h a i n  e n t e r s  t h e  a b s o r b i n g  s t a t e  j  a t  o r  b e f o r e  t h e  n - t h

s t e p ,  w h e re  i > 4  a n d  j = 1 , 2 , 3 , 4 .  F o r  m ore  d e t a i l  d i s c u s s i o n

r e f e r  t o  A p p e n d ix  B.

The f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  c a n  b e  w r i t t e n :

G= l i m  B (n )=  SB  (3 -2)
n

( s e e  A p p e n d ix  B) .

w h e r e  G ( i j )  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  e v e r  r e a c h e s  

s t a t e  j  f ro m  s t a t e  i ;

— 1
S = ( I -Q )   (3 -3)

w h e r e  I  i s  an  i d e n t i t y  m a t r i x .

S i n c e  t h e  s u b - m a t r i c e s  2 a n d  B a r e  known,  t h e  s u b - m a t r i c e s  S 

and G c a n  b e  c o m p u t e d .  The a b o v e  m e th o d  o f  c a l c u l a t i o n  i s  

made p o s s i b l e  u s i n g  t h e  l i m i t i n g  b e h a v i o r  o f  t h e  Markov 

c h a i n  ( s e e  A p p e n d ix  B) .

By c a l c u l a t i n g  t h e  m a t r i x  G, t h e  f o l l o w i n g  e n t r i e s  o f  

t h e  m a t r i x  a r e  known and  t h e s e  p r o v i d e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  

p r o b l e m :
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( i )  G ( 5 1 ) ,  w h ich  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  p r o j e c t  w i l l

r e s u l t  i n  t h e  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a f t e r  

t h e  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y ;

( i i )  6 ( 5 2 ) ,  w h ich  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  p r o j e c t  w i l l

r e s u l t  i n  t h e  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a f t e r  

t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y ;

( i i i )  G ( 5 3 ) ,  w h ic h  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  p r o j e c t  w i l l

r e s u l t  i n  a  w i l d c a t  d r y  w e l l ;

( i v )  G ( 5 4 ) ,  w h ic h  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  p r o j e c t  w i l l

r e s u l t  i n  a  w i l d c a t  d i s c o v e r y  w e l l .

H e n ce ,  t h e  q u e s t i o n s  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o b l e m  h a v e  b e en  

a n s w e r e d  by  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  m a t r i x  6 .

S e v e r a l  o t h e r  c o n c l u s i o n s  c a n  b e  d rawn f ro m  t h e  u s e  o f  

t h e  Markov c h a i n  c o m p u t a t i o n  p r o c e d u r e .  L e t  H ( i j )  b e  a  r a n ­

dom v a r i a b l e  d e n o t i n g  t h e  num ber  o f  t i m e s  t h e  c h a i n  v i s i t s  

s t a t e  j  s t a r t i n g  i n  s t a t e  i ,  b e f o r e  i t  e v e n t u a l l y  e n t e r s  an  

a b s o r b i n g  s t a t e .  So s t a t e  i  and  j  a r e  t r a n s i e n t  s t a t e s .  

A l s o  l e t  u ( i j )  b e  t h e  e x p e c t e d  n um ber  o f  v i s i t s  t o  s t a t e  j ,  

E ( N ( i j ) ) .  Then t h e  T h e o re m  s t a t e s :

The  e n t r i e s  o f  t h e  m a t r i x  S ,  n am ely  s ( i j )  a r e  e q u a l  

t o  u ( i j ) .

( B h a t ,  1 9 7 2 ;  p p . 7 2 - 7 3 ) .

H e n c e ,  t h e  m a t r i x  S a l s o  i n d i c a t e s  t h e  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  

t h e  e x p e c t e d  num ber  o f  v i s i t s  t o  s t a t e  j ,  s t a r t i n g  i n  s t a t e  

1 ,  b e f o r e  t h e  c h a i n  e v e n t u a l l y  e n t e r s  a n  a b s o r b i n g  s t a t e .  

And f r o m  t h e  f o r m u l a  f o r  c o m p u t i n g  S a b o v e ,  t h e  e n t r i e s



9«

s î i j ) ' s  a r e  known.  L e t  SJd)  b e  a  d i a g o n a l  m a t r i x  whose  e n ­

t r i e s  a r e  n ( j j )  o r  s ( j j ) ;  l e t  5 ( 2 )  be  a  m a t r i x  whose  e n t r i e s  

a r e  t h e  s q u a r e  o f  n f i j )  o r  s ( i j ) .  Then t h e  Theorem s t a t e s :  

The  v a r i a n c e  o f  t h e  n um ber  o f  v i s i t s  t o  s t a t e  j  f r o m  

s t a t e  i ,  d e n o t e d  a s  V ( H ( i j ) | ,  i s  e q u a l  t o  (5 (25 (d )

I )  -  S ( 2 ) ) .

( B h a t ,  1972 ;  p - 7 U ) -

H e n c e ,  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  v a r i a n c e  c a n  b e  w r i t t e n  a s :

V ( H ( i j ) )  = (S (25 (d )  -  I )  -  5 ( 2 ) )  ........................ (3 -4)

S i n c e  t h e  e x p l o r a t i o n  work a l w a y s  b e g i n s  i n  s t a t e  5 ,  t h e n  

i = 5 -  S u p p o s e  t h a t  t h e  u n i t  o f  t i m e  s p e n t  f o r  e a c h  a c t i v i t y  

i s  g i v e n  i n  m o n t h s .  Then o n e  m i g h t  a s k ,  what i s  t h e  e x p e c t ­

ed  num ber  o f  m o n th s  t h a t  w i l l  b e  s p e n t  on  d e t a i l e d  g e o l o g i ­

c a l  s u r v e y  b e f o r e  a  d e c i s i o n  i s  r e a c h e d  e i t h e r  t o  s t o p  o r  t o  

c o n t i n u e  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n  ?  And w h a t  i s  i t s  v a r i a n c e  ? 

The s o l u t i o n  i s  g i v e n  by c o m p u t i n g :

( i )  u ( 5 9 )  = s ( 5 9 )  w h ich  i s  a l s o  E ( N ( 5 9 ) ) ,  t h e  e x p e c t e d  num­

b e r  o f  m o n th s  s p e n t  i n  s t a t e  9 b e f o r e  e n t e r i n g  e i t h e r  

s t a t e  1 o r  s t a t e  1 1 ,  v i a  s t a t e  10 ;

( i i )  V ( N ( 5 9 ) ) ,  w h ic h  i s  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  e x p c t e d  number

c o m p u te d  i n  ( i )  a b o v e .

N o te  t h a t  t h e  f o r m u l a  f o r  c o m p u t i n g  t h e  v a r i a n c e  V ( N ( i j ) )  

w i l l  r e s u l t  i n  m a t r i x  w hose  e n t r i e s  a r e  V ( N ( i j ) ) .  S o ,  

V (N (5 9 ) )  i s  t h e  f i r s t  row a n d  t h e  f i f t h  co lum n e n t r y  o f  t h a t  

m a t r i x ;  an d  s t a t e  5 b eco m e s  i t s  f i r s t  e l e m e n t .
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H e n ce ,  o n e  c o a i d  a l s o  a s k  s i m i l a r  q u e s t i o n s  a s  a b o v e ,  

f o r  o t h e r  s t a t e s .  The m a t r i x  S a l s o  i n d i c a t e s  t h e  e x p e c t e d  

number  o f  v i s i t s  t o  a  s t a t e  j ,  s t a r t i n g  i n  s t a t e  i ,  w h e re  i  

i s  n o t  s t a t e  5 .  F o r  i n s t a n c e ,  o n e  m i g h t  a s k ,  w h a t  i s  t h e  

e x p e c t e d  num ber  o f  v i s i t s  t o  s t a t e  15 vhen  t h e  c h a i n  s t a r t s  

i n  s t a t e  1 1 ,  b e f o r e  i t  e n t e r s  a n  a b s o r b i n g  s t a t e  ? H ow ever ,  

b e f o r e  p r o v i d i n g  an a n s w e r  a  c a r e f u l  e v a l u a t i o n  m u s t  b e  

d o n e .  I f  t h e  e x p l o r a t i o n  s t a r t s  i n  s t a t e  11 i n s t e a d  o f  i n  

s t a t e  5 ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  a l l  g e o l o g i c a l  k n o w le d g e  o b ­

t a i n e d  f rom  c o n d u c t i n g  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  f ro m  s t a t e  5 

t o  s t a t e  10 a r e  a l r e a d y  known. H o w ev e r ,  s i n c e  t h e  e x p l o r a ­

t i o n  s t a r t s  i n  s t a t e  11 ,  s u c h  a c t i v i t i e s  a r e  n o t  a c t u a l l y  

d o n e  i n  t h a t  d i s t r i c t .  F o r  a n  unknown d i s t r i c t ,  s u c h  know­

l e d g e  a r e  u s u a l l y  o b t a i n e d  by t h e  m e th o d  o f  a n a l o g y  t o  a  s i ­

m i l a r  known d i s t r i c t ;  h o w e v e r ,  t h e s e  a r e  n o t  u s u a l l y  b e t t e r  

t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  by a c t u a l  s u r v e y s .  H e n ce ,  t h e  r i s k  i n ­

v o l v e d  i n  t h e  e x p l o r a t i o n  i n  unknown d i s t r i c t  w i l l  u s u a l l y  

be  g r e a t e r  when e x p l o r a t i o n  s t a r t s  i n  s t a t e  1 i t h a n  when i t  

s t a r t s  i n  s t a t e  5 .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  t r a n s i t i o n  p r o b ­

a b i l i t i e s  g i v e n  a r e  no  l o n g e r  r e l e v a n t  i n  t h i s  c a s e .  So i n  

o r d e r  n o t  t o  c o n f u s e  t h e  p r o b l e m ,  t h i s  a n a l y s i s  a s s u m e s  t h a t  

f o r  t h e  p a r t i c u l a r  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  g i v e n  i n  F i g u r e  3 - 7 ,  

t h e  c h a i n  a l w a y s  s t a r t s  i n  s t a t e  5 .
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3 - 2 . 2  The f i a c t o  EE2 Ç e s s

l a  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  Markov c h a i n s ,  i t  h a s  b e e n  a s s u m e d  

t h a t  t h e  t i m e  n e e d e d  f o r  e a c h  a c t i v i t y  t o  t a k e  p l a c e  i s  one  

u n i t  t i m e  f o r  e v e r y  s t a t e .  I n  m o s t  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s ,  

h o w e v e r ,  i t  i s  u s u a l l y  t r u e  t h a t  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  f o r  an  

a c t i v i t y  t o  t a k e  p l a c e  i s  n o t  c o m p l e t e l y  known i n  a d v a n c e .  

I n  o r d e r  t o  i n c o r p o r a t e  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  o f  t h e  a c t i v i t i e s  

a s  a random v a r i a b l e  i n t o  t h e  m o d e l ,  a  Markov p r o c e s s  m u s t  

b e  d e f i n e d .

I n  a Markov p r o c e s s ,  t h e  t i m e  s p e n t  by t h e  p r o c e s s  i n  a 

c e r t a i n  s t a t e  i s  a  r andom  v a r i a b l e .  M a t h e m a t i c a l l y ,  a  H a r ­

kov p r o c e s s  c a n  be  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :

The s t o c h a s t i c  p r o c e s s  X = ( X ( t ) ; t  i n  R ( + | )  i s  s a i d  

t o  b e  a  Markov p r o c e s s  w i t h  s t a t e  s p a c e  E ,  g i v e n  t h a t  

f o r  a n y  t ,  s>0  a n d  j  i n  E, P ( X ( t + s ) = j l X ( u ) ;  u < t  | = 

P [ x ; t + s ) = i | X ! t ) ) .

( s e e  A p p e n d ix  B ) .

N o te  t h a t  R (♦) d e n o t e s  t h e  s e t  o f  a l l  p o s i t i v e  r e a l  n u m b ers  

an d  t  d e n o t e s  t h e  t i m e .

When P ( X ( t + s ) = j | X ( t ) = i )  = P ( i j )  (s )  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t^O f o r  

a l l  i ,  j  i n  E ,  and  s > 0 ,  t h e  p r o c e s s  X i s  s a i d  t o  b e  a  t i m e  

h om o g en eo u s  Markov p r o c e s s .  And P ( i j )  ( t )  i s  c a l l e d  t h e  

t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  Markov p r o c e s s  X a n d  t h i s  f u n c ­

t i o n  i s  d e p e n d e n t  upon  t i m e  t .  I n  m a t r i x  n o t a t i o n ,  P ( i j ) ( t )  

i s  w r i t t e n  a s  P ( t ) .  F o r  f u r t h e r  d i s c u s s i o n ,  t h e  a n a l y s i s  

l i m i t s  i t s e l f  t o  t h e  t i m e  h o m o g e n e o u s  Markov p r o c e s s .
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To i l l u s t r a t e  t h e  H arkov  p r o c e s s  t h a t  i s  u s e d  i n  t h i s  

a n a l y s i s ,  l e t  t h e  p r o c e s s  b e  i n  s t a t e  x (0 )  a t  t i m e  t = 0 -  

S u p p o s e  t h e  p r o c e s s  r e m a i n s  i n  s t a t e  x (0) u n t i l  some p o s i ­

t i v e  t i m e  t ( 1 )  a t  t i m e  w h ich  t h e  p r o c e s s  make a  t r a n s i t i o n  

t o  a n o t h e r  s t a t e  x [ l ) .  I f  t h e  p r o c e s s  r e m a i n s  p e r m a n e n t l y  

i n  s t a t e  x ( 0 ) ,  t h e n  t j l )  = i n f i n i t y .  However ,  i f  t [ l )  i s  

f i n i t e ,  t h e  p r o c e s s  upon  r e a c h i n g  s t a t e  x ( 1 )  w i l l  r e m a i n  

t h e r e  u n t i l  some p o s i t i v e  t i m e  t { 2 ) ,  w h e re  t { 2 ) > t p ) ,  when 

i t  m akes  a  t r a n s i t i o n  t o  a n o t h e r  s t a t e  x [ 2 ) ,  o r  e v e n  b a c k  t o  

s t a t e  x ( 0 ) .  I f  t h e  p r o c e s s  n e v e r  l e a v e s  s t a t e  x ( l )  t h e n  t ( 2 )  

= i n f i n i t y .  I n  g e n e r a l ,  t h e  p r o c e s s  c a n  b e  i l l u s t r a t e d  a s  

f o l l o w s ;

X ( 0 ) , 0 < t < t ( 1 )
x p )  , t ( 1 ) < t < t  (2)

X ( t ) =  < 2 ( 2 )  , t ( 2 )  < t < t ( 3 )

An e x a m p l e  o f  a  H arkov  p r o c e s s  r e a l i z a t i o n  i s  g i v e n  i n  F i g ­

u r e  3 - 9 .

S e v e r a l  t h e o r e m s  o f  t h e  H arkov  p r o c e s s  w i l l  be  u s e d  and  

d i s c u s s e d  i n  t h i s  s e c t i o n .  The f i r s t  t h e o r e m  i s  t h e  t h e o r e m  

a b o u t  t h e  s o  c a l l e d  s o j o u r n  t i m e .  L e t  H ( t )  b e  t h e  l e n g t h  o f  

t i m e  t h e  p r o c e s s  X r e m a i n s  i n  t h e  s t a t e  b e i n g  o c c u p i e d  a t  

t h e  i n s t a n t  t ,  t h e n  W{t) i s  a l s o  c a l l e d  t h e  s o j o u r n  t i m e  o f  

t h a t  p a r t i c u l a r  s t a t e .  The Theorem s t a t e s :

F o r  a n y  i  i n  t h e  s t a t e  s p a c e  E ,  an d  t > 0 ,  t h e n
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- & ( i )  a
P ( W ( t ) > u | i ; t ) = i )  = e ,  u>0 f o r  some

G ( i ) c  ( 0 ,  + -  ) .

( C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p . 2 4 2 ) .

The s o j o u r n  t i m e  i s  t h e n  a  ran d o m  v a r i a b l e .
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x ( t )  

6

5 4

3 . .

*1  *2  *3

Legend: X(t) is the state, 
t is the time.

F i g u r e  3 - 9 :  1 Markov P r o c e s s  R e a l i z a t i o n
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The t e r m  G ( i )  i s  u s u a l l y  r e f e r r e d  a s  t h e  p a r a m e t e r  o f  

t h e  s o j o u r n  t i m e  d i s t r i b u t i o n  i n  s t a t e  i .  Now d e f i n e  t h e  

t i m e s  T ( 0 ) ,  T [ 1 ) ,  T(2)  . . . . . . .  t o  b e  t h e  i n s t a n t s  o f  t h e

t r a n s i t i o n s  o f  t h e  Markov p r o c e s s  ,  a n d  x [ 0 ) ,  x ' 1 ) ,  x [ 2 ) ,  

. . . . . . .  t o  b e  t h e  s u c c e s s i v e  s t a t e s  v i s i t e d  by t h e  p r o c e s s ,

t h e n :

- G ( i |  u
P t T { n + 1 ) - T [ n )  | X î n ) = i ,  I ( n + l ) = j )  = e  

w h ic h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  s t a t e  j .  H e n c e ,  t h e  p r o b a b i l i t y  

d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e  d e p e n d s  o n l y  on t h e  s t a t e  

i n  which  t h e  s o j o u r n  t i m e  i s  b e i n g  e v a l u a t e d ,  an d  n o t  on  t h e  

n e x t  s t a t e .  T h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  s o j o u r n  

t i n e  i s  d e f i n e d  a s :

- G ( i )  u
( i ) e  ,  f o r  u>0

f  ( i )
,  f o r  u< 0 .

f&ti 
i )  ( H ( t ) l =  \

w h e r e  &( i )  i s  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  d e n s i t y  f u n c t i o n .

Then  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  s o j o u r n  

t i m e  i s :

- G ( i ) u  ~ G ( i ) u
P%W(t)>u) = /  G ( j ) e  du = e  ,  f o r  u>0 .

T h i s  e x p r e s s i o n  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  o n e  d e f i n e d  by t h e  t h e o ­

r e m .

Prom t h e  a b o v e  t h e  mean o f  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n

E ( 0 ( t ) )  c a n  b e  c a l c u l a t e d .  L e t  t = N ( t ) ,  t h e n :

E ( t )  *  / "  t  f  ( t )  d t  
0

- C t  .  - G t
E f t )  = /  B te  d t  = G /; t e  d t  

0 0

I n t e g r a t i n g  by  p a r t s  y i e l d s :
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- G t  „  _ - G t
E [ t )  = -  t e  I «• /  e  at

Q 0
E ( t )  = 1 / 8

F o r  a  p a r t i c u l a r  s t a t e  i ,  t h e  mean s o j o u r n  t i m e  i s  

E ( i )  t t )  = 1 / 8  Ci)

The  Markov p r o c e s s  a l s o  h a s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :

Ci) PCij) Ct) > 0;

( i i )  z P ( i k )  ( t )  = 1;
K

( i i i )  P ( i j )  ( t + s )  = z P ( i k )  ( t )  P ( k j )  ( s )  ,  f o r  s ,  t > 0 .
K p  X

I t  i s  a s su m e d  t h a t  t h e  p r o c e s s  w i l l  n o t  s t a y  i n  t h e  t r a n ­

s i e n t  s t a t e s  f o r e v e r  ( H o e l  e t  a l ,  1 9 7 5 ;  p p . 8 4 - 8 5 ) .  T h i s  r e ­

q u i r e s  t h a t  t h e  l i m  t ( n )  = » ,  w h e re  t  (n) i s  t h e  t i m e  when 

t h e  p r o c e s s  make a  t r a n s i t i o n  t o  s t a t e  n  ( s e e  A p p e n d ix  B ) .  

I n  f a c t ,  t h e  p r o c e s s  i n  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  m u s t  e v e n t u ­

a l l y  l e a v e  t h e  t r a n s i e n t  s t a t e s  and  e n t e r  o n e  o f  t h e  a b s o r b ­

i n g  s t a t e s .  The  e q u a t i o n  ( i i i )  a b o v e  i s  u s u a l l y  c a l l e d  t h e  

C hapm an-K o lom ogorov  e q u a t i o n .  I t  s t a t e s  t h a t ,  s t a r t i n g  i n  

s t a t e  i ,  t h e  p r o c e s s  r e a c h e s  s t a t e  j  a t  t i m e  ( t + s ) ,  a f t e r  i t  

p a s s e s  some i n t e r m e d i a t e  s t a t e  k a t  t i m e  t  an d  f r o m  t h a t

s t a t e  k i t  moves  t o  s t a t e  j  a t  t h e  r e m a i n i n g  t i m e  s .  T h i s

e q u a t i o n  may b e  u s e d  t o  c o m p u te  t h e  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  a t  a 

c e r t a i n  t i m e .  N o te  t h a t  t h e  Markov p r o c e s s  d e f i n e d  i n  t h i s

a n a l y s i s  s a t i s f i e s  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p r o p e r t i e s .

3 . 2 . 2 . 1  A s s i g n i n g  V a l u e  t o  The  S o j o u r n  Time 

The v a l u e  o f  t h e  mean s o j o u r n  t i m e  f o r  a  p a r t i c u l a r  e x p l o r a ­

t i o n  a c t i v i t y  m us t  be  e s t i m a t e d .  T h i s  c a n  b e  d one  by  a s t a -
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t i s t i c a l  e s t i m a t i o n ;  one  c o m p u t e s  t h e  mean v a l u e  o f  t h e

l e n g t h  o f  t i m e  o f  a  p a r t i c u l a r  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  f rom

d i f f e r e n t  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t s  i n  unknown d i s t r i c t s  t o  o b ­

t a i n  t h e  mean s o j o u r n  t i m e  o f  t h a t  p a r t i c u l a r  a c t i v i t y .  The

mean s o j o u r n  t i m e s  f o r  o t h e r  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  a r e  c a l ­

c u l a t e d  s i m i l a r l y .  H o w ev e r ,  d a t a  f o r  t h e  a b o v e  e s t i m a t i o n  

a r e  n o t  a l w a y s  a v a i l a b l e  o r  t h e y  a r e  n o t  c o m p a t i b l e  b e c a u s e  

o f  t h e  u n s i m i l a r i t y  o f  t h e  d i s t r i c t s .  I n  s u c h  c a s e s ,  s u b j e c ­

t i v e  j u d g e m e n t  i s  r e q u i r e d  t o  p r o v i d e  an e s t i m a t e d  v a l u e  o f  

t h e  mean s o j o u r n  t i m e .

3 . 2 . 2 . 2  The C l a s s i f i c a t i o n  o f  S t a t e s

The c l a s s i f i c a t i o n  o f  s t a t e s  f o r  t h e  Markov p r o c e s s  r e m a i n s  

b a s i c l y  t h e  sam e  a s  t h e  o n e  d e f i n e d  f o r  t h e  Markov c h a i n ,  

e x c e p t  t h a t  t h e r e  a r e  some o t h e r  c h a r a c t e r i s t i c s  t h a t  m u s t  

b e  a d d e d .  R e c a l l  t h a t :

- S ( i i  u
P { W ( t ) > u | X f i ) = i ) = P ( i ) ( W ( t ) > u ) = e  ,  f o r  u>0

The  v a l u e  o f  B{i)  r a n g e s  f r o m  0 t o  i n f i n i t y .

Then d e f i n e  t h e  f o l l o w i n g :

( i )  I f  B ( i ) = 0 ,  P f i )  ( B ( t ) > u )  = 1 ,  t h e n  s t a t e  i  i s  a n  a b ­

s o r b i n g  s t a t e .  T h i s  a l s o  i m p l i e s  t h a t  t h e  s o j o u r n  

t i m e  o f  s t a t e  i  i s  i n f i n i t e l y  l a r g e .

( i i )  I f O < C ( i ) < -  ,  P ( i ) ( « ( t ) > u )  < 1 ,  t h e n  s t a t e  i  i s

c a l l e d  a s t a b l e  s t a t e ,  w h ic h  i s  a l s o  a  t r a n s i e n t  

s t a t e .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  s o j o u r n  t i m e  o f  s t a t e  i  

i s  p o s i t i v e  b u t  f i n i t e .
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( i i i )  I f  S ( i )  = i n f i n i t y ,  P ( i )  (B ( t )  >u) = 0 ,  t h e n  s t a t e  i  i s

c a l l e d  an  i n s t a n t a n e o u s  s t a t e .  I t  i m p l i e s  t h a t  t h e  

s o j o u r n  t i m e  o f  s t a t e  i  i s  z e r o ;  i n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  

p r o c e s s  makes  a  t r a n s i t i o n  t o  a n o t h e r  s t a t e  a s  s o o n  

a s  i t  e n t e r s  s t a t e  i .

F o r  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  d i s c u s s e d  i n  t h i s  a n a l y s i s ,  t h e  

s t a t e s  a r e  e i t h e r  a b s o r b i n g  o r  s t a b l e ,  no i n s t a n t a n e o u s  

s t a t e s  a r e  p r e s e n t .

I n  t h e  B a r k o v  c h a i n  t h e  d i a g o n a l  e n t r i e s  o f  t h e  t r a n s i ­

t i o n  m a t r i x  Q o f  t h e  t r a n s i e n t  s t a t e s  a r e  s e t  t o  b e  g r e a t e r

t h a n  z e r o .  I n  t h e  Markov p r o c e s s  t h e s e  d i a g o n a l  e n t r i e s

m u s t  be e g u a l  t o  z e r o .  The r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  t h e  a c ­

t u a l  t i m e  s p e n t  i n  a  p a r t i c u l a r  s t a t e  i s  now i n c o r p o r a t e d

i n t o  t h e  p r o c e s s  and  i s  t r e a t e d  a s  a  random  v a r i a b l e .  I n  

o t h e r  w o r d s ,  t h e r e  i s  no  p r e d e t e r m i n e d  s o j o u r n  t i m e  a s  i s  

t h e  c a s e  o f  t h e  Markov c h a i n .  I t  i s  no  l o n g e r  n e c e s s a r y  t o  

s t a t e  t h a t  t h e  p r o c e s s  w i l l  h a v e  a  p o s i t i v e  p r o b a b i l i t y  o f  

s t a y i n g  i n  a  p a r t i c u l a r  s t a t e  a f t e r  t h e  p r o c e s s  h a s  b e e n  i n  

t h a t  s t a t e  f o r  a  c e r t a i n  t i m e .

H en ce ,  r e f e r r i n g  t o  t h e  Markov d i a g r a m  o f  F i g u r e 3 - 5 ,  

t h e  s t a t e s  1 ,  2 ,  3 ,  h a r e  a b s o r b i n g  s t a t e s ,  and  t h e  r e s t  a r e  

a l l  s t a b l e ,  o r  t r a n s i e n t  s t a t e s .

3 . 2 . 2 . 3  The  C o m p u t a t i o n a l  P r o c e d u r e

The  c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e  t o  d e r i v e  t h e  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  

o f  e a c h  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  c o n s i s t s  o f  (1) c o n -
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p a t i a g  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  t h e  p r o c e s s ,  an d  [2) d s r i v i n g  

t h e  t h e  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g e n e r a t o r .  The mean­

i n g  o f  t h e s e  t e r m i n o l o g i e s  w i l l  b e  e x p l a i n e d  l a t e r ,  a s  t h e y  

become u s e f u l  f o r  t h e  a n a l y s i s .

L e t  Q b e  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  o f  t h e  H arkov  p r o c e s s .  

T h i s  m a t r i x  i s  s i m i l a r  t o  t h e  m a t r i x  P i n  t h e  Markov c h a i n .  

An3 l e t  S ( i )  b e  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u ­

t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e  i n  s t a t e  i .  The t h e  Mar­

kov p r o c e s s  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l  e g u a t i o n :

- S ( i ) t  t  - G ( i ) s
P ! i j ) [ t | = e  I ( i j )  + / ^ 5 l i ) e  r  Q C i k ) ,

0 k ;£ i

. P ( k j )  ( t - s )  d s  

( C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p . 2 5 4 ;  H o e l  e t  a l ,  1 9 7 2 ;  p . 8 7 ) .

The i m p o r t a n c e  o f  t h e  a b o v e  i n t e g r a l  e g u a t i o n  i s  t h a t  i t  e x ­

p r e s s e s  t h e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  P ( i j ) ( t )  i n  t e r m s  o f  t h e  

t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  m a t r i x  3 and  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  s o ­

j o u r n  t i m e  d i s t r i b u t i o n ,  G. S i n c e  P ( i  j )  ( t )  i s  c o n t i n u o u s ,  

t h e n  i t  i s  d i f f e r e n t i a b l e  and  i t s  d e r i v a t i v e  i s  a l s o  c o n t i ­

n u o u s  ( C i n l a r ,  1975 ;  p p . 2 5 5 ) .  R e w r i t i n g  t h e  i n t e g r a l  e g u a ­

t i o n  a s  f o l l o w s :

- B ( i ) t  - 5 [ i ) t  .  - G ( i ) s
P ( i j )  ( t ) = e  I ( i j )  + G ( i ) e  e

0

^ ^ . Q ( i k ) P ( k j )  (s )  ds  

and  t a k i n g  i t s  d e r i v a t i v e ,  o n e  o b t a i n s :

P ' ( i j )  ( t ) = - & ( i ) P ( i j )  ( t )  ♦ B ( i )  ^ . 0 ( i k ) P ( k j )  ( t )

F o r  t = 0 ,  t h e n :

P M i j )  ( 0 ) = - & ( i ) I ( i j )  ♦ 5 ( i )  ^ j 3 ( i k ) P ( k j )  (0)

P ' ( i j )  ( 0 ) = - G ( i ) I ( i j )  f  G ( i ) ^ E . Q ( i k ) I ( k j )
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?* ( i j )  î O ) = - e [ i ) I t i j )  +

(0) i s  c a l l e d  t h e  g e n e r a t o r  o f  t h e  p r o c e s s ,  & ( i j )  .  

The f o l l o w i n g  c a n  t h e n  b e  d e r i v e d :

[a) F o r  s t a b l e  s t a t e s :  [ i )  A ( i j ) = - S { i )  f o r  i = j ,  s i n c e

Q ( i i ) = 0 ,  ( i i )  A ( i j j  =e ( i )  a ( i j )  f o r  i f j ;

{b) F o r  a b s o r b i n g  s t a t e s :  ( i )  A ( i j )  = 0 s i n c e  G [ i ) = 0 ,  [ i i )

Q ( i j ) = 1  f o r  i = j  and  Q [ i j ) = 0  f o r  i / j .

H e n c e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i r  A i f  

t h e  t r a n s i t i o n  p o s s i b i l i t y  m a t r i x  3 a n d  t h e  p a r a m e t e r  G a r e  

known. The t r a n s i t i o n  m a t r i x  i s  u s u a l l y  known o r  a s s u m e d  t o  

be known,  w h i l e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s  

m us t  be  e s t i m a t e d .  The mean v a l u e s  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e s  f o r  

t h e  a c t i v i t i e s  c an  b e  d e t e r m i n e d  by s t a t i s t i c a l  e s t i m a t i o n  

o f  d i f f e r e n t  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t s  i n  unknown d i s t r i c t s  o r  by 

s u b j e c t i v e  j u d g e m e n t .  I f  f o r  e a c h  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t h e  

e s t i m a t e d  mean s o j o u r n  t i m e  i s  d e f i n e d ,  t h e n  t h e  p a r a m e t e r  

f o r  t h e  s o j o u r n  t i m e  o f  e a c h  a c t i v i t y  c a n  b e  c o m p u t e d .  

H e n c e ,  o n c e  Q an d  G a r e  known ,  t h e  g e n e r a t o r  A c a n  b e  com­

p u t e d .

The  p r o b l e m  i s  now t o  c o m p u t e  t h e  t r a n s i t i o n a l  f u n c t i o n  

P [ i j )  ( t ) ,  o r  t h e  m a t r i x  P ( t )  ,  f ro m  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  A. 

one  m e th o d  t o  c o m p u t e  t h i s  m a t r i x  P [ t )  i s  t o  s o l v e  t h e  f o l ­

l o w i n g  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s :

P* ( t )  = A P ( t )  o r

P ' f t )  = P [ t )  A ( C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p . 2 5 5 ) .
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The  f i r s t  s y s t e m  i s  c a l l e d  t h e  K a lo m o g o ra v  b a c k w a r d  e q u a ­

t i o n s  and  t h e  s e c o n d  o n e  i s  t h e  K o lom ogorov  f o r w a r d  e q u a ­

t i o n s .  N o te  t h a t  f o r  b o t h  s y s t e m s  P J O ) = I .  T h i s  i m p l i e s  

t h a t :

P» ( t ) / P ( t )  = A 

P* ( t ) / P ( t )  = /  A d t  

At+C
P ( t )  = e  

S i n c e  P ( 0 ) = I ,  t h e n  C - 0 .  H e n c e :

At At n n
P ( t | = e  a n d  e  = ( t  / n l )  A

F u r t h e r  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  c o n c e p t  o f  e i g e n v a l u e s  

an d  e i g e n v e c t o r s  t o  c o m p u te  P ( t ) .  The g e n e r a t o r  A f o r  t h e  

e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  i s  a  21 x 21 m a t r i x .  L e t  b ( i ) ,  i = 1 ,  2 ,  

. . ,  21 be  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A and  f ( j ) ,  j = 1 ,  2 ,  21 be

t h e  e i g e n v e c t o r s  a s s o c i a t e d  t o  t h o s e  e i g e n v a l u e s .  T h u s ,  t h e  

b ; i ) ' s  a r e  s c a l a r s  and  t h e  f ( j ) * s  a r e  co lu m n  v e c t o r s .  De­

f i n e  t h e  m a t r i x  N = ( f  (1) ,  f  (2) , . . . . . , f  (21) ) and  t h e  m a t r i x  

N"^= C ( j ) ,  j = i ,  2 ,  .  . ,  21 w h e re  C ( j )  *s a r e  row v e c t o r s .

H ence  N and  N“ ^ c a n  be  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :

H=

rf (1) ( 1 ).....f (21) (1)1 : ( i )  ( 1) ............ c ( i )  (21) '
- 1

N =

l f ( 1) (21) . . . f  (21 ) (21) J lc (21)  ( Î ) ------ : ( 2 1 )  (21) .

I f  D i s  t h e  d i a g o n a l  m a t r i x  whose  e n t r i e s  a r e  t h e  e i g e n v a ­

l u e s  b ( i ) ,  i = 1 ,  2 ,  2 1 ,  t h e n  A = H D N"^.  I t  f o l l o w s

t h a t ;
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k k - 1
A = N D N ,  f o r  k = 0 ,  1, H e n c e :

At to - 1  tD
P ( t ) = e  = H e  N ,  w h e r e  e  i s  t h e  d l i g o n i l

b ( j » t
m a t r i x  whose  e n t r i e s  a r e  e  ,  j  = 1 ,  2 ,  2 1 .

( C i n l a r ,  1 975 ;  p p . 3 6 U - 3 6 6 ) .

H ow ever ,  t h e  a b o v e  f o r m u l a  i s  d i f f i c u l t  t o  c o m p u t e .  To 

s o l v e  t h e  p r o b l e m ,  p r o c e e d  a s  f o l l o w s :

- 1
S i n c e  N N = I ,  t h e n :  C [ j ) f ;

fn i: 
:k) = J

l o ,  i :

i f  j= k  

i f  # k

N ex t  d e f i n e  B(k) t o  b e  t h e  m a t r i x  o b t a i n e d  by m u l t i p l y i n g  

t h e  co lu m n  v e c t o r  f ( k )  t o  t h e  row v e c t o r  C ( k ) ,  i . e .

BJk) = f  Jk) C Jk) and  o b t a i n e d  t h e  f o l l o w i n g  m a t r i x  B (k) :

' f  (k) (1 )C(k)  ( 1 ) ...................................... f  (k) (1) C(k) (21)

B(k) =

U ( k )  (21 )C(k)  ( 1 )  f ( k )  ( 2 l ) C ( k )  (21)

w h e re  k = l ,  2 ,  . . . ,  2 1 .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e r e  a r e  t w e n t y  one

B(k) m a t r i c e s ,  e a c h  o f  w h ic h  i s  fo r m e d  i n  t h e  a b o v e  m a n n e r .

I t  f o l l o w s  t h a t :

B ( j ) B [ k )  = f  ( j ) C ( j ) f  (k )C (k )

B ( j ) B ( k )  = 0 ,  i f  j/^k

B ( j ) B ( k )  = B ( j ) ,  i f  j = k

— 1
From A = N D N ,  o n e  o b t a i n s :

- 1
A ( i j )  = I H ( ik )  D(kk) H ( k j )

A ( i j )  = I  f  (k) ( i )  b (k )  C(k) ( j )
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A t i j )  = z b (k )  B(k)

T h i s  r e s u l t  i s : A  = b ( 1 ) B ( 1 )  ♦  ♦ b ( 2 1 ) B ( 2 1 )  ( C i n l i r ,

1 975 ;  p . 3 6 8 ) .  T h i s  l a s t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  h i n  t e r m s  o f  i t s  

e i g e n v a l u e s  b [ j )  a n d  t h e  m a t r i c e s  B ( j )  i s  t h e  s p e c t r a l  r e ­

p r e s e n t a t i o n  o f  A. I t  f o l l o w s  t h a t :

k k k
A = b ( 1 )  B(1) ♦ ......................... ♦ b ( 2 1 )  B(21)

F o r  k=0 : I  = B{1) ♦ ......................... . ♦  B(21)

tA  t b ( l )  t b ( 2 1 )
H ence :  P ( t )  = e  = e  B(1) + e  B(21)

.....................................(3 -5 )

H e n c e ,  i n  t h i s  a p p r o a c h ,  t h e  K o lom orgov  b a ck w a rd  e g u a ­

t i o n  i s  o n l y  u s e d  t o  d e r i v e  t h e  f o r m u l a  f o r  P ( t )  and  i s  n o t  

u s e d  t o  c o m p u te  P [ t )  by s o l v i n g  t h e  s y s t e m  o f  t h e  d i f f e r a n -  

t i a l  e q u a t i o n s .  The o n l y  d raw  b a c k  t o  t h i s  p r o c e d u r e  i s  t h a t  

t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  and  t h e  e i g e n v e c t o r s  i s  

n o t  e a s y .  The  EISPAC c o m p u t e r  p r o g r a m  w h ich  c o m p u t e s  e i g e n ­

v a l u e s  and  e i g e n v e c t o r s  d f  a  m a t r i x  A c a n  b e  u s e d  f o r  t h i s

p u r p o s e  ( s e e  A ppend ix  C ) .

H av in g  d e r i v e d  a  c o m p u t a t i o n a l  fo r m  f o r  P ( t | ,  i t  i s

p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  t h e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  f o r  a p a r t i c u ­

l a r  t .  The r u l e  o f  thumb f o r  c o m p u t i n g  t  i s  a s  f o l l o w s :

t = i 2 ^ 1 / C ( i )    (3 -6 )

w h e re  n i s  t h e  number  o f  s t a t e s  t h a t  c o u l d  p o s s i b l y  b e  v i ­

s i t e d  by  t h e  p r o c e s s .  F o r  e x a m p l e ,  t o  c o m p u te  P (5 h )  ( t )  ,  t  

c an  b e  a p p r o x i m a t e d  by:

t  = 1 / 6 ( 4 )  ♦ 1 / 6 ( 5 )  ♦  ♦ 1 / 6 ( 2 1 )
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E x c l u d e  s t a t e  1 ,  2,  an d  3 f rom  t h e  a b o v e  c o m p u t a t i o n .  When 

m ak ing  t r a n s i t i o n s  f r o m  s t a t e  5 t o  s t a t e  4 ,  t h e  number  o f  

s t a t e s  t h a t  a r e  p o s s i b l y  v i s i t e d  by  t h e  p r o c e s s ,  i s  e i g h ­

t e e n .  So t h e  v a l u e  o f  t  f o r  P(5<l) ( t )  m u s t  be  a t  l e a s t  e g u a l  

t o  t h e  v a l u e  o f  t  c o m p u te d  a s  a b o v e .  One may t h e n  a s k  t h e  

f o l l o w i n g  q u e s t i o n s :

( ! )  What i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t

w i l l  r e s u l t  i n  a  d i s c o v e r y  w e l l  a f t e r  o p e r a t i n g  f o r  t  

m o n th s  ?  Assume t h a t  t h e  v a l u e  o f  t  i s  a b o v e  t h e  v a ­

l u e  s e t  up b y  t h e  a b o v e  r u l e  o f  thum b.  T h i s  r e q u i r e s

t h e  c o m p u t a t i o n  o f  P (54) ( t ) .  A s i m i l a r  q u e s t i o n  c a n

be  a s k e d  f o r  a  w i l d c a t  d r y  w e l l ;  h e n c e ,  c o m p u te

P (5 3 )  ( t ) .

( i i )  What i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t

w i l l  t e r m i n a t e  a f t e r  t h e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y ,  a f t e r  t  

m o n th s  o f  o p e r a t i o n  ? T h i s  r e q u i r e s  t h e  c o m p u t a t i o n  

o f  P (52) ( t )  ,  w h e re  t  i s  a s s u m e d  t o  be  e q u a l  t o  o r  

g r e a t e r  t h a n  t h e  f o l l o w i n g  t :

t  -  1 /G (2 1  + 1 / G ( 5 ) + 1 / G ( 6 ) + .............+ 1 / G ( 1 5 ) .

S t a t e s  1,  3 ,  4 ,  and  1 6 -21  a r e  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  a b o v e  c a l ­

c u l a t i o n ,  b e c a u s e  t h e s e  s t a t e s  w i l l  n o t  b e  v i s i t e d  by  t h e  

p r o c e s s ,  i f  i t  i s  r e q u i r e d  t o  s t o p  i n  s t a t e  2 .  R e f e r  t o  F i g ­

u r e  3 - 5  t o  v i s u a l i z e  t h i s  s i t u a t i o n .

( i i i )  What i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t

w i l l  t e r m i n a t e  a f t e r  t h e  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y ,  

a f t e r  t  m o n th s  o f  o p e r a t i o n  ? T h i s  r e q u i r e s  t h e  c a l -
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c u l a t i o Q  o f  P ( 5 1 )  ( t ) .  A g a in  t  m o s t  be  e g u a l  t o  o r  

g r e a t e r  t h a n  t h e  f o l l o w i n g  t :

t  = 1 / B ( 1 ) + 1 / B ( 5 )  ♦ ...............+ 1 / G ( 1 0 ) .

S t a t e s  1 ,  3 ,  a n d  1 1 -2 1  a r e  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  c o m p u ta ­

t i o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t e d  t  a b o v e ,  s i n c e  t h e s e  s t a t e s  w i l l  

n o t  b e  v i s i t e d  by  t h e  p r o c e s s ,  i f  i t  i s  r e q u i r e d  t o  s t o p  i n  

s t a t e  1 .  A word  o f  c a u t i o n  m u s t  b e  s a i d  h e r e ,  n a m e ly  i f  t h e  

g i v e n  t  t o  c o m p u te  t h e  p r o b a b i l i t y  i s  l e s s  t h a n  t h e  v a l u e  o f  

t  a p p r o x i m a t e d  by t h e  r u l e  o f  t h u m b ,  t h e n  t h e  p r o b a b i l i t y  t o  

b e  c a l c u l a t e d  s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  z e r o ;  t h i s  i s  b e c a u s e  t h e  

p r o c e s s  w i l l  n o t  b e  a b l e  t o  r e a c h  t h e  d e s i g n a t e d  s t a t e  i n

t h e  p e r i o d  p r o v i d e d  by  t h e  g i v e n  t .

S i n c e  t h e  p r o c e s s  a l w a y s  s t a r t s  f r o m  s t a t e  5 ,  t h e n  i t  

i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  c o m p u t e  t h e  e n t i r e  m a t r i x  P ( t )  b u t  o n l y  

t h e  e n t r i e s  o f  t h e  f i f t h  row o f  t h e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  ma­

t r i x  P ( t ) .  T h i s  g r e a t l y  r e d u c e s  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t .  

T h i s  c a n  be  d o n e  a s  f o l l o w s ;

F o r  k = l  : B '1 )  (5 j )  = f [ 1 )  (5 )C J1 )  ( j ) ,  j  = 1 ,  2 , ------ -- 2 1 .

F o r  k = 2 1 :  B(21) ( 5 j )  = f  (21)  (5 |  C (21) ( j )  ,  j  = 1,  2 , . . . . ,  2 1 .

F o r  a  g i v e n  k ,  k = 1 ,  2 ,  2 1 ,  e a c h  B(k) ( 5 , j )  i s  a  row

v e c t o r  w i t h  t w e n t y  o n e  e l e m e n t s  o r  e n t r i e s ,  e a c h  o f  w h ic h

e q u a l s  f ( k )  (5 )C (k )  ( j ) .  H e n ce :

t b ( k )
P ( 5 j ) ( t )  = E e  B ( k ) ( 5 j ) ,  j  = 1 ,  2 , ------ -- 2 1 .

...................................(3-7)

As t  b eco m es  l a r g e r  a n d  l a r g e r ,  and  i f  s t a t e  j  i s  t r a n ­

s i e n t ,  t h e n  P ( 5 , j )  ( t )  m u s t  become s m a l l e r  and  s m a l l e r ,  a n d
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i n  t h e  l i m i t ,  l i m  P t 5 j )  ( t )  = 0- T h i s  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  

r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  p r o c e s s  c a n  n o t  r e m a i n  i n  a t r a n s i e n t  

s t a t e  f o r e v e r ,  a n d  m u s t  ; e v e n t u a l l y  move t o  a n  a b s o r b i n g  

s t a t e .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  j  i s  a n  a b s o r b i n g  s t a t e ,  and  

i f  l i m  P ( 5 j )  ( t )  e x i s t s  t h e n  P ( 5 , j )  ( t )  = p ( j ) ,  w h e re  p ( j )  i s  

a  s t a t i o n a r y  p r o b a b i l i t y  v a l u e .  I n  s u c h  c a s e ,  t h e  s t a t i o n ­

a r y  p r o b a b i l i t i e s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s t a t e  i n  w h ic h  t h e  

p r o c e s s  s t a r t s .  T h i s  c o n d i t i o n  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  t h a t  i n  

t h e  l o n g  r u n ,  t h e  s t a t i o n a r y  p r o b a b i l i t i e s  r e f l e c t  t h e  m os t  

p r o b a b l e  g e o l o g i c a l  u n c e r t a i n t y .  H ow ever ,  t h i s  i n t e r p r e t a ­

t i o n  m us t  b e  c a r e f u l l y  e v a l u a t e d ;  c o m p u t a t i o n a l l y ,  s i n c e  t h e  

s t a t i o n a r y  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  a r e  d e r i v e d  f r o m  t h e  known 

t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  an d  t h e  e s t i m a t e d  p a r a m e t e r s  

o f  t h e  s o j o u r n  t i m e  d i s t r i b u t i o n ,  t h e y  a r e  d e p e n d e n t  on 

t h e s e  known an d  e s t i m a t e d  v a l u e s .  S o ,  i t  i s  more  p r e c i s e  t o  

s a y  t h a t  t h e  s t a t i o n a r y  p r o b a b i l i t i e s  r e f l e c t  t h e  m o s t  p r o ­

b a b l e  g e o l o g i c a l  u n c e r t a i n t y  u n d e r  t h e  g i v e n  c o n d i t i o n s .

3 . 3  THE BBT BEBARD FOBCTIOH

The n e t  r e w a r d  f u n c t i o n  c a n  b e  d e f i n e d  a s  t h e  d i f f e r e n c e  

b e t w e e n  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f rom  a  p a r t i ­

c u l a r  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  an d  t h e  c o s t  o f  p e r f o r m i n g  t h a t  

a c t i v i t y .  How ever ,  t h e r e  a r e  c e r t a i n  d i f f i c u l t i e s  i n  e v a l u ­

a t i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n .  F i r s t  o f  a l l ,  some o f  

t h e  i n f o r m a t i o n  g a t h e r e d  f ro m  t h e  e x p l o r a t i o n  may n o t  h a v e  a 

m a r k e t .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  r e s u l t s  f r o m  a m a g n e t i c  s u r v e y
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o n l y ,  o r  f rom  a  r e c o n n a i s s a n c e  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y  

o n l y ,  may n o t  h a v e  a  m a r k e t ;  i n  g e n e r a l ,  p a r t i a l  i n f o r m a ­

t i o n  s e ld o m  h a s  an y  m a r k e t .  S e c o n d l y ,  m o s t  c o m p l e t e  g e o l o g i ­

c a l  i n f o r m a t i o n  h a s  m u l t i p l e  u s e f u l n e s s .  F o r  e x a m p l e ,  a 

s u b s u r f a c e  g e o l o g i c a l  map r e s u l t e d  f r o m  a c o m p l e t e  s u r f a c e  

g e o l o g i c a l  s u r v e y ,  o r  f ro m  a  c o m p l e t e  g e o p h y s i c a l  s u r v e y ,  

an d  i n f o r m a t i o n  on t h e  r o c k  f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f rom  d r i l l i n g  

o p e r a t i o n ,  may b e  u s e d  f o r  o t h e r  r e s o u r c e  d e v e l o p m e n t ,  l i k e  

w a t e r  o r  o t h e r  m i n e r a l  r e s o u r c e s .  They may a l s o  be u s e d  f o r  

r e g i o n a l  p l a n n i n g .  H e n c e ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  i s  

n o t  o n l y  t i e d  t o  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  b u t  a l s o  t o  

t h e  p r i c e s  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  a l t e r n a t i v e  u s e s .  T h i r d l y ,  

e x p l o r a t i o n  i n f o r m a t i o n  may h a v e  v a l u e s  t o  o t h e r  f i r m s ,  

e s p e c i a l l y  i n  t h e  c a s e  w here  s t r u c t u r a l  t r a p s  e x t e n d  b e y o n d  

t h e  l e g a l  b o u n d a r y  o f  t h e  f i r m  d o i n g  t h e  e x p l o r a t i o n .  

F o u r t h l y ,  s p i l l  o v e r  o f  e x p l o r a t i o n  i n f o r m a t i o n  c a u s e s  t h e  

i n f o r m a t i o n  t o  b e co m e s  p u b l i c  p r o p e r t y .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  

d i s c o v e r y  o f  p e t r o l e u m  c an  n o t  be  k e p t  s e c r e t  f o r e v e r ,  and  

t h i s  may b e n e f i t  o t h e r  f i r m s  t h a t  w a n t  t o  b u y  m i n e r a l  r i g h t s  

i n  a r e a s  n e a r  t h e  a r e a  w h e r e  s u c h  d i s c o v e r y  i s  f o u n d .  

H e n ce ,  t h e r e  i s  a  p u b l i c  good a s p e c t  i n  e x p l o r a t i o n  i n f o r m a ­

t i o n .  T h i s  m e a n s ,  t h a t  t h e  f i r m  p r o d u c i n g  t h e  i n f o r m a t i o n  

c a n  n o t  p r e v e n t  o t h e r s  f ro m  b e n e f i t i n g  t h e  i n f o r m a t i o n  a t  

z e r o  c o s t .  H e n c e ,  i f  t h e  f i r m  i s  w i l l i n g  t o  s e l l  i t s  e x p l o ­

r a t i o n  i n f o r m a t i o n ,  t h e  v a l u e  o b t a i n e d  i s  l e s s  t h a n  t h e  b e ­

n e f i t s  t h a t  a r e  c o n t a i n e d  i n  p r o d u c i n g  t h a t  i n f o r m a t i o n .
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l a  v i e w  o f  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p r o b l e m s ,  i t  i s  a s s u m e d  

i n  t h i s  m o d e l  t h a t  t h e  f i r m  d o i n g  t h e  e x p l o r a t i o n  i s  a l s o  

t h e  f i r m  t h a t  i s  g o i n g  t o  p r o d u c e  t h e  p e t r o l e u m  w h e n e v e r  a  

d i s c o v e r y  i s  f o u n d .  S o ,  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  i s  u s e d  by  

t h e  f i r m  t o  f u r t h e r  e x p l o r e  t h e  d i s t r i c t ,  o r  t o  p r o d u c e  i t s  

own p e t r o l e u m  w h e n e v e r  a  d i s c o v e r y  i s  f o u n d .  I n  t h i s  r e ­

s p e c t ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  i s  j u s t  i t s  v a l u e  t o  t h e

f i r m .  Then  t h e  f i r m  c a n  do  e i t h e r  o f  t h e  f o l l o w i n g  t h i n g s :

( i )  To a s s i g n  a n  i m p u t e d  p r i c e  f o r  e a c h  p i e c e  o f  i n f o r m a t i o n  

w h ic h  i s  r e l a t e d  t o  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m ;  t h e  d e ­

mand o f  i n f o r m a t i o n  b e co m e s  a  d e r i v e d  demand f o r  t h e  f i r m .  

T h i s  m e a n s ,  t h e  h i g h e r  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m ,  t h e  

h i g h e r  w i l l  b e  t h e  demand f o r  i n f o r m a t i o n ,  an d  v i c e  v e r s a .  

H o w ev e r ,  t h i s  a n a l y s i s  w i l l  n o t  e l a b o r a t e  on  how t h e  i m p u t e d  

p r i c e s  a r e  d e r i v e d .  ( i i )  To u s e  t h e  i n f o r m a t i o n  f o r  e s t i ­

m a t i n g  t h e  amount  o f  p o s s i b l e  p e t r o l e u m  b y  t h e  v o l u m e t r i c  

m e t h o d . T h e  v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  i s  t h e n  t h e  am oun t  o f  

p o s s i b l e  p e t r o l e u m  t i m e s  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m .  

The e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  b ecom es  t h e  shadow p r i c e  f o r  

t h e  i n f o r m a t i o n .  The  p r o b l e m  i n  t h i s  l a s t  a p p r o a c h  i s  t h a t  

v o l u m t e r i c  e s t i m a t i o n  c a n  u s u a l l y  b e  d o n e  o n l y  a f t e r  a  com­

p l e t e  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y ,  o r  a f t e r  a  c o m p l e t e  g e o p h y ­

s i c a l  s u r v e y ,  o r  a f t e r  a d i s c o v e r y .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  r e ­

s u l t s  o f  an  i n d i v i d u a l  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  c a n  n o t  be  u s e d  

f o r  e s t i m a t i n g  t h e  a m o u n t  o f  p e t r o l e u m  b y  t h e  v o l u m e t r i c  

m e t h o d ;  i t  i s  t h e  c o m b i n e d  r e s u l t s  o f  t h e s e  a c t i v i t i e s  t h a t
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c a n  b e  usef l  by  t h e  v o l u m e t r i c  m e th o d .  R e f e r r i n g  t o  t h e  e x ­

p l o r a t i o n  n e t w o r k  i n  F i g u r e  3 - 5 ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  o n c e  a 

v o l u m e t r i c  e s t i m a t e  h a s  b e e n  e s t a b l i s h e d ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  

i n f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f rom  t h e  a c t i v i t i e s  g e n e r a t i n g  t h a t  e s ­

t i m a t e  m us t  b a n i s h .  F o r  e x a m p l e ,  i f  a  v o l u m e t r i c  e s t i m a t e  

i s  done  i n  s t a t e  1 0 ,  n a m e l y  a f t e r  a c o m p l e t e  s u r f a c e  g e o l o ­

g i c a l  s u r v e y ,  t h e n  t h e  v a l u e  o f  i n f o r m a t i o n  i n  s t a t e s  5 t o  9 

m u s t  be  e g u a l  t o  z e r o .  i n  o t h e r  w o r d s ,  i f  a  v o l u m e t r i c  e s ­

t i m a t e  i s  a s s i g n e d  t o  s t a t e  1 0 ,  t h e n  no v a l u e  o f  i n f o r m a t i o n  

m u s t  be  a s s i g n e d  s t a t e s  5 t o  9 .  The r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  

t h e  i n f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f r o m  s t a t e s  5 t o  9 h a s  b e e n  u s e d  t o  

g e n e r a t e  t h e  v o l u m e t r i c  e s t i m a t e  t h a t  i s  a s s i g n e d  t o  s t a t e  

10 .  A f u r t h e r  d i s c u s s i o n  on  t h i s  a p p r o a c h  w i l l  b e  d o n e  i n  

C h a p t e r  IV .

W henever  t h e  f i r m  u s e s  t h e  f i r s t  a p p r o a c h  t h e n  t h e  i n ­

f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f rom  e a c h  a c t i v i t y  h a s  a n  i m p u t e d  p r i c e .  

The v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f r o m  a n  e x p l o r a t i o n  

a c t i v i t y  i s  e g u a l  t o  t h e  a m o u n t  o f  i n f o r m a t i o n  g a t h e r e d  f ro m  

t h a t  a c t i v i t y  t i m e s  i t s  i m p u t e d  p r i c e .  A l g e b r a i c l y ,  t h e n  

t h e  v a l u e s  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  f ro m  e v e r y  s t a t e  c a n  be  a r ­

r a n g e d  a s  a co lu m n  v e c t o r  c a l l e d  t h e  r e w a r d  v e c t o r .  The n e t  

r e w a r d  v e c t o r  i s  t h e n  a c o lu m n  v e c t o r  whose  e n t r i e s  a r e  t h e  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  v a l u e  o f  i n f o r m a t i o n  o f  an  a c t i v i t y  

and  t h e  c o s t  o f  p e r f o r m i n g  t h a t  a c t i v i t y .  I n  t h i s  r e s p e c t ,  

t h e  a n a l y s i s  e v a l u a t e s  two k i n d s  o f  c a s e s ,  nam ely :
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(a) The c a s e  w h e re  t h e  n e t  r e w a r d  f o r  e v e r y  a c t i v i t y  i s  f i x ­

e d ,  b u t  c h a n g e s  f rom  one  a c t i v i t y  t o  a n o t h e r ;

(b) The c a s e  w h e re  t h e  n e t  r e w a r d  f o r  e v e r y  s t a t e  h a s  a c o s t

f u n c t i o n  t h a t  d e p e n d s  on  t h e  s o j o u r n  t i m e  o f  t h e

s t a t e .

The p u r p o s e  o f  a n a l y z i n g  t h e  n e t  r e w a r d  f u n c t i o n  i s  t o  

c o m p u te  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  a n  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t .  I h e  

a n a l y s i s  w i l l  f i r s t  p r o c e e d  by d i s c u s s i n g  t h e  f i r s t  c a s e ,  

and  f o l l o w e d  by t h e  s e c o n d  o n e .

3 . 3 . 1  Cas e  1

I n  c a s e  1 ,  t h e  n e t  r e w a r d  i s  f i x e d ,  a n d  i t  c an  b e  e x p r e s s e d  

by a co lum n  v e c t o r  b ,  whose  e n t r i e s  h { j )  a r e  t h e  r a t e  o f  t h e  

n e t  r e w a r d  r e c e i v e d  when t h e  p r o c e s s  i s  i n  s t a t e  j ,  w h e re  j  

= 1 ,  2 ,  . . . . ,  21 i n  t h e  c a s e  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k .

The v a l u e  o f  h ( j )  c a n  e i t h e r  be  n e g a t i v e ,  p o s i t i v e ,  o r  z e r o .  

The e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  i s ;  

E ( i ) ( h ( X ( t ) )  = E P ( i j ) ( t ) h ( j )

S i n c e  t h e  e x p l o r a t i o n  s t a r t s  f r o m  s t a t e  5 ,  t h e n  t h e  a b o v e  

c a n  be w r i t t e n  a s ;

E(5) ( h ( X ( t ) )  = E P ( 5 j ) ( t » h ( j )

I t  i s  known f ro m  e g u a t i o n  (3 -5 )  t h a t :

b ( k ) t
P ( t )  = P [ i j )  i t )  = E e  B[k)  ( i j )

b (k )  t
P ( 5 , j )  ( t )  = r e  B(k) ( 5 , j ) ,  j  = 1 ,  2 ,  . . . ,  2 1 .

Hence :

b ( k ) t
E P ( 5 , j ) h ( j )  = E z e B(k) {5,  j )  h ( j )
J J ''
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b (k )  t
E ( 5 ) ( X ( t ) )  = E Z e  B(k) ( 5 ,  j ) h ( j )  ........... (3 -8 )

N o te  t h a t  B(k) an d  h ( j )  a c e  i n d e p e n d e n t  o f  t .

The  v a l u e  o f  t  i s  t h e  t o t a l  t i m e  r e q u i r e d  f o r  t h e  p r o ­

j e c t  t o  t a k e  p l a c e  and  t h i s  i s  n o t  u s u a l l y  known.  H ow ever ,

t h e  v a l u e  o f  t  c a n  be  a p p r o x i m a t e d  by  u s i n g  t h e  r u l e  o f  

thumb d i s c u s s e d  i n  p r e v i o u s  s e c t i o n .  L e t  T b e  t h e  t o t a l  t i m e  

r e q u i r e d  by  t h e  p r o j e c t  a s  a p p r o x i m a t e d  by  t h e  r u l e  o f  thumb 

and  l e t  a  b e  t h e  r a t e  o f  d i s c o u n t ,  t h e n  t h e  n e t  p r e s e n t  v a ­

l u e  o f  t h e  p r o j e c t  S [5 )  (HPV), c a n  be  f o r m a l i z e d  a s  f o l l o w s :

E(5)  (NPV) = ; ^ e  Z P ( 5 ,  j )  : t ) h ( j )  d t ,

T - a t  b ( k ) t  
EfS) (HPV) = /  e  r  z e  B (k) ( 5 j ) h  ( j )  d t ,

T ( b ( k ) - a ) t  
E(5) (HPV) = Z Z B ( k ) ( 5 j ) h ( j )  J e  at .

J  r* 0

S o l v i n g  t h e  i n t e g r a l  t e r m  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  g i v e s :

T ( b ( k ) - a ) t  ( b ( k ) - a ) t  T
J e  d t  = ( e  / ( b ( k ) - a ) )  |

0 0

( b ( k ) - a ) T  
= (e  -  l ) / ( b ( k ) - a )

Hence:

( b ( k ) - a )  T
E(5) (HPV) = z z  B(k) ( 5 j ) h ( j )  (e  - 1 ) / ( b ( k ) - a ) .

.................................... (3 -9 )

The e x p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p r o j e c t  can  t h e n  b e  

s o l v e d  by c o m p u t i n g  t h e  B(k) ( 5 j )  * s  an d  t h e  e i g e n v a l u e s ;  t h e  

h ( j ) * s  a r e  g i v e n .  N o te  t h a t ;
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[ b [ k ) - a ) T
(a) i £  e  i s  l e s s  t h a n  o n e ,  t h e n  t h e  a s s o c i a t e d  t e r m

w i l l  become n e g a t i v e ,  i f  h ( j )  i s  p o s i t i v e ;

[ b [ k ) - a ) T
(b) i f  e  i s  e g u a l  t o  o n e ,  t h e n  t h e  a s s o c i a t e d  t e r m

i s  e g u a l  t o  z e r o .

So t h e  d i s c o u n t i n g  o f  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  p r o j e c t  n a y  

h a v e  t h e  e f f e c t  o f  r e d u c i n g  a t e r m  i n  E(5) (HP7) t o  z e r o  o r  

t o  a n e g a t i v e  g u a n t i t y .  T h i s  i s  u n d e r s t a n d a b l e ,  s i n c e  t h e  

e i g e n v a l u e s  i n  t h e  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  o f  E(5) ( h ( X ( t ) )  e x ­

p r e s s  t h e  r a t e  o f  g r o w t h  o f  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  p r o ­

j e c t ,  w h i l e  t h e  d i s c o u n t  r a t e  i s  e x p r e s s i n g  t h e  o p p o s i t e .

Hence ,  when t h e  r a t e  o f  g r o w t h  i s  e g u a l  t o  t h e  d i s c o u n t

r a t e ,  t h e  e x p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  t e r n  b eco m es  

e g u a l  t o  z e r o .

The  o r d i n a r y  r u l e  f o r  t h e  n e t  p r e s e n t  v a l u e  c a n  b e  a p ­

p l i e d  t o  s e l e c t  t h e  m o s t  f a v o r a b l e  p r o j e c t  o r  t o  j u s t i f y  t h e  

e c o n o m i c  f e a s i b i l i t y  o f  t h e  p r o j e c t .  Among t h e  e x p l o r a t i o n  

p r o j e c t s  o f  a  v e n t u r e ,  t h e  p r o j e c t  w h ic h  g i v e s  t h e  h i g h e s t  

e x p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a l u e  i s  t h e  m o s t  f a v o r a b l e  o n e .  F o r  a  

s i n g l e  p r o j e c t ,  a  p o s i t i v e  e x p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a l u e  i n d i ­

c a t e s  t h a t  t h e  p r o j e c t  i s  e c o n o m i c a l l y  j u s t i f i e d  t o  b e  un­

d e r t a k e n .  I t  s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  

p r o j e c t  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  d i s c o u n t  r a t e s ,  p r o v i d e s  

d i f f e r e n t  r e s u l t s  c o n c e r n i n g  i t s  e c o n o m i c  f e a s i b i l i t y .
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3 . 3 . 2  Cas e  2

I n  t h e  s e c o n d  c a s e  t h e  n e t  r e w a r d  d e p e n d s  on  t h e  l e n g t h  o f  

o f  t h e  s o j o u r n  t i m e ;  t h e  l o n g e r  t h e  s o j o u r n  t i m e  t h e  g r e a t ­

e r  t h e  t o t a l  e x p l o r a t i o n  c o s t  f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  a c t i v i t y .  

I n  g e n e r a l ,  i t  i s  a l s o  t r u e  t h a t  t h e  l o n g e r  t h e  s o j o u r n  t i m e  

t h e  m ore  c o m p l e t e  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d .  H ow ever ,  i t  i s  

a s s u m e d  t h a t  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f rom  a c e r ­

t a i n  a c t i v i t y  i s  more a f f e c t e d  by  t h e  t y p e  o f  t h e  a c t i v i t y ,  

t h a n  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  f o r  s u c h  a c t i v i t y  t o  t a k e  p l a c e .  

F o r  e x a m p l e ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  by t h e  g e o ­

p h y s i c a l  s u r v e y  i s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o b t a i n e d  by  t h e  s u r f a c e  

g e o l o g i c a l  s u r v e y ,  and t h e s e  v a l u e s  w i l l  be l e s s  a f f e c t e d  by 

how l o n g  t h e s e  a c t i v i t i e s  h a v e  t a k e n  p l a c e . T o  f o r m u l a t e  t h e  

n e t  r e w a r d  f u n c t i o n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  t h e  f o l l o w ­

i n g :

L e t :

L ( i )  b e  t h e  am oun t  o f  l a b o r  u s e d  i n  s t a t e  i ;

K f i )  be  t h e  am o u n t  o f  c a p i t a l  u s e d  i n  s t a t e  i ;  

r  b e  t h e  r e n t a l  r a t e  o f  c a p i t a l  u s e d  p e r  u n i t  o f  t i m e ;  

w b e  t h e  wage  r a t e  o f  l a b o r  u s e d  p e r  u n i t  o f  t i m e ;

9 ( i )  ( t )  b e  t h e  s o j o u r n  t i m e  i n  s t a t e  i  a t  t i m e  t ;  

c ( i )  b e  t h e  am ount  o f  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f r o m  s t a t e  i  p e r  

u n i t  o t  t i m e ;

p ( i )  be  t h e  i m p u t e d  p r i c e  o f  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  from s t a t e  

i .
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The i m p u t e d  p r i c e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o ­

leu m  a n d  i s  c o n s i d e r e d  t o  be  g i v e n .

S u p p o s e  C ( i )  i s  t h e  t o t a l  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f r o m  s t a t e

1 ,  t h e n  C ( i )  = f ( c ( i ) ,  * ( i )  ( t )  J ; i t  s t a t e s ,  t h a t  t h e  t o t a l

i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f r o m  s t a t e  i  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  u n i t

i n f o r m a t i o n  g a i n e d  an d  i t s  s o j o u r n  t i m e .  L e t  t h e  f u n c t i o n a l  

r e l a t i o n s h i p  b e  p o s t u l a t e d  a s  f o l l o w s :

d
C [ i )  = c [ i ) . * [ i )  { t )  

w h e re  d i s  a  c o n s t a n t  w hose  v a l u e s  i s :  0<d<1.

I n  c a s e  i ,  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  n e t  r e w a r d  i s  f i x e d  im­

p l i e s  t h a t  t h e  am ount  o f  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  i n  e a c h  s t a t e  

m u s t  be  i n d e p e n d e n t  o f  i t s  s o j o u r n  t i m e .  T h i s  c o n d i t i o n  r e ­

q u i r e s  t h a t  t h e  v a l u e  o f  d m us t  be  e g u a l  t o  z e r o .  I n  c a s e

2 ,  t h e  v a l u e  o f  d may r a n g e  f rom  z e r o  t o  o n e .  The v a l u e  o f  

d s e e m s  t o  i n d i c a t e  t h e  e a s e  i n  w h ic h  i n f o r m a t i o n  i s  g a i n e d  

i n  a  c e r t a i n  d i s t r i c t .  F o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  c  ( i |  and  

W ' i )  f t ) ,  t h e  l a r g e s t  v a l u e  o f  C ( i )  i s  o b t a i n e d  when d i s  

e g u a l  t o  o n e .  F o r  t h i s  k i n d  o f  a  d i s t r i c t ,  i n f o r m a t i o n  

g a t h e r i n g  b e c o m e s  r e l a t i v e l y  e a s y ,  when d i s  l e s s  t h a n  o n e ,  

i n f o r m a t i o n  g a t h e r i n g  b e c o m e s  r e l a t i v e l y  d i f f i c u l t ,  p r o b a b l y  

b e c a u s e  o f  t h e  r e m o t e n e s s  o f  t h e  d i s t r i c t .  H o w ev e r ,  when d 

i s  e g u a l  t o  z e r o ,  i n f o r m a t i o n  g a t h e r i n g  becomes i n d e p e n d e n t  

o f  t h e  s o j o u r n  t i m e ;  t h i s  may i n d i c a t e  t h a t  g i v e n  t h e  a v a i ­

l a b l e  e q u i p m e n t  and  m e t h o d s ,  t h e  i n f o r m a t i o n  h a s  b e e n  e x ­

h a u s t e d .
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S i n c e  V ( i )  ( t )  i s  a  random v a r i a b l e  t h e n  Ç ( i )  b e co m e s  

r a n d o m l y  d e t e r m i n e d ;  s o  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o m p u te  t h e  e x ­

p e c t e d  v a l u e  o f  C ( i ) .  I t  i s  known t h a t  H ( i )  ( t )  h a s  an e x p o ­

n e n t i a l  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n ,  h e n c e  t h e  e x p e c t e d  v a ­

l u e  o f  H ( i )  c a n  be  f o u n d  by  c o m p u t i n g  t h e  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  

o f  W[i) [ t )  .

d „  d - G ( i ) t
EÇW'i)  ( t )  ) = /  t  G ( i ) e  d t .

The i n t e g r a l  a bove  may n o t  c o n v e r g e  a b s o l u t e l y .  I n  s u c h  

c a s e  u s i n g  t h e  e x p e c t e d  mean v a l u e  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e  may 

be  more a p p r o p r i a t e ,  n a m e l y :

d
E ( C ( i ) )  = c { i )  (E (W (i )  ( t ) )

The e x p e c t e d  n e t  r e w a r d  f u n c t i o n ,  B(NBF),  c a n  t h e n  be  f o r m u ­

l a t e d  f o l l o w s :

d
E(HHF) = ( p ( i ) c ( i )  ( E ( H ( i )  ( t )  ) -  ( K ( i ) r + L ( i ) w ) E ( W ( i )  ( t ) )

d
E(NRF) = (P(i)c(i)/E(i) -  ( K ( i ) r + L ( i ) w ) / B ( i ) |

The e x p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p r o j e c t  i s  t h e n :

d
EÎ5)  INPV) = Z Z B [ k ) ( 5 j ) f p [ j ) c ( j ) / & [ j )  - t K [ j ) r + L [ j ) w ) / G [ j ) ) .

'  » ( b [ k ) - a ) t
I  e  d t ,

0

d
Et5) tNPV) = Z Z  B ( k ) [ 5 j ) ( p [ j ) c ( j ) / G [ j )  - [ K [ j ) r + L [ j ) w ) / G [ j | ) .

} K

[b [k )  - a ) T  
( e  - 1 ) / ( b ( k | - a |  .

..................................(3 -10)

As i n  c a s e  1 ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  e x p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a l u e

may be  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e .  E conom ic  f e a s i b l e  v e n t u r e s
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m u s t  h a v e  - p r o j e c t s  w i t h  p o s i t i v e  e x p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a ­

l u e s .  F o r  e a c h  v e n t u r e ,  t h e  f i r m  can  f i n d  t h e  maximum e x ­

p e c t e d  n e t  p r e s e n t  v a l u e  by o p t i m i z i n g  o v e r  t h e  c h o i c e  o f  T ,  

n a m e l y  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  f o r  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t .  Then  

i t  c a n  r a n k  o r d e r  v e n t u r e s  by  t h i s  maximum. No f u r t h e r  e l a ­

b o r a t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  w i l l  b e  d o n e  i n  t h i s  a n a l y s i s .

W henever  t h e  s e c o n d  a p p r o a c h  i s  u s e d ,  t h e n  t h e  e n t r i e s  

o f  t h e  n e t  r e w a r d  v e c t o r  m u s t  c h a n g e .  E n t r i e s  h ( l O ) ,  h ( 1 5 ) ,  

and  h (U) c o n t a i n  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  e s t i m a t ­

ed am o u n t  o f  p e t r o l e u m  and t h e  c o s t  f o r  p e r f o r m i n g  t h e  r e ­

s p e c t i v e  a c t i v i t y ;  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  i s  u s e d  

t o  g i v e  t h e  v a l u e  o f  t h e  e s t i m a t e d  am oun t  o f  p e t r o l e u m .  

A l l  o t h e r  e n t r i e s  o f  t h e  n e t  r e w a r d  v e c t o r  c o n t a i n  t h e  c o s t  

o f  e a c h  r e s p e c t i v e  a c t i v i t y ,  a n d  t h e y  m us t  h a v e  n e g a t i v e  

s i g n s .  S u p p o s e  g i s  t h e  v e c t o r  f o r  t h e  e s t i m a t e d  p e t r o l e u m ,  

h e n c e  t h e  p o s i t i v e  e l e m e n t s  a r e  g ( 1 0 ) ,  g ( 1 5 ) ,  a n d  g (4) w h i l e  

t h e  o t h e r s  a r e  z e r o .  The f o r m u l a  f o r  t h e  s e c o n d  a p p r o a c h  

i s ;

EtS) (NPV) = z E B(k) (5 ,  j )  ( p g ( j ) - ( K ( j ) r + L ( j )  w ) / e ( j ) |
) ^

( b ( k ) - a ) T
(e  - 1 ) / ( b ( k ) - a )   (3 -1 1 )

w h e r e  p i s  t h e  e s t i m a t e d  p r i c e  f o r  p e t r o l e u m .

I n  summary i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  

n e t w o r k  c a n  b e  a n a l y z e d  and  f i t t e d  i n t o  a  M a r k o v ia n  e x p l o r a ­

t i o n  m o d e l ,  e i t h e r  a s  a Markov c h a i n  o r  a  Markov p r o c e s s ,  A 

m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  w i l l  n o t  c h a n g e  t h e  

n a t u r e  and  p r o p e r t i e s  o f  t h e  m o d e l ;  s i m i l a r  c o m p u t a t i o n a l
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p r o c e d u r e s  c a n  s t i l l  b e  u s e d .  The n e t  r e w a r d  f u n c t i o n  i s  

f o r m u l a t e d  by  p o s t u l a t i n g  a n  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  f i r m  g e n e r ­

a t i n g  t h e  e x p l o r a t i o n  i s  a l s o  t h e  f i r m  t h a t  w i l l  e x p l o i t  t h e  

p e t r o l e u m  w h e n e v e r  a  d i s c o v e r y  i s  f o u n d .  T h i s  s i m p l i f i e s  

t h e  p r o b l e m  o f  e x p l o r a t i o n  i n f o r m a t i o n .  E v a l u a t i o n  on  t h e  

v a l u e s  o f  e x p l o r a t i o n  r e s u l t s  c a n  t h e n  b e  d o n e  e i t h e r  by  u s ­

i n g  i m p u t e d  p r i c e s  o r  e s t i m a t e s  on t h e  am o u n t  o f  p o s s i b l e  

p e t r o l e u m . I n  t h e  f o l l o w i n g  c h a p t e r ,  t h e  a a r k o v i a n  e x p l o r a ­

t i o n  m o d e l  w i l l  b e  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o b ­

lem o f  t h e  f i r m .



C h a p t e r  17  

DEPLETION HDDEL

T h i s  c h a p t e r  d i s c u s s e s  and  a n a l y z e s  a d e p l e t i o n  m ode l  f o r  

t h e  f i r m  i n c o r p o r a t i n g  t h e  M a r k o v ia n  e x p l o r a t i o n  m ode l  d i s ­

c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  To f o r m u l a t e  a d e p l e t i o n  

m o d e l ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  

an d  s o l v e  i t  u s i n g  t h e  H a m i l t o n i a n  a p p r o a c h .  I n  o t h e r  

w o r d s ,  i t  i s  an  optimum c o n t r o l  p r o b l e m .  Embodied  i n t o  t h i s  

o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  a r e  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s :

Î1) The f i r m ' s  b e h a v i o u r  i s  p r o f i t  m a x i m i z i n g ;

(2) The f i r m  b e i n g  a n a l y z e d  i s  a l s o  t h e  one  t h a t  c o n d u c t  

t h e  e x p l o r a t i o n  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ;

(3) The d e c i s i o n s  f o r  i n v e s t i n g  on  d e v e l o p m e n t  an d  p r o d u c ­

t i o n  a r e  n o t  s u b j e c t  t o  random v a r i a t i o n s ;  t h e y  a r e  

d e t e r m i n i s t i c  i n  n a t u r e ;

(4) The e v a l u a t i o n  on t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  i s  d o n e  by 

e s t i m a t i n g  t h e  am o u n t  o f  p o s s i b l e  p e t r o l e u m  by t h e  v o ­

l u m e t r i c  m e t h o d .  The  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  i s  

u s e d  t o  d e r i v e  t h e  v a l u e  o f  t h e  e s t i m a t i o n ;

(5) The e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  i s  g i v e n  an d  c o n s t a n t  

o v e r t i m e ,  a n d  h e n c e  t h e  f i r m  i s  t h e  p r i c e  t a k e r ;

{6) The  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  u s ed  i n  t h i s  model  i s  a  Cobb

D o u g l a s  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  a n d  i t  i s  s u b j e c t  t o  c o n s ­

t a n t  r e t u r n s  t o  s c a l e ;

-  123 -
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(7) The  wage r a t e  and  t h e  c e n t a l  r a t e  a r e  f i x e d ;  t h e i r  

r e s p e c t i v e  v a l u e s  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  l a b o r  m a r k e t  

a n d  t h e  c a p i t a l  m a r k e t .

The  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  m a x i m i z i n g  t h e  n e t  

p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p r o f i t  o f  t h e  f i r m  f o r  e a c h  v e n t u r e  p e r  

w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e ,  s u b j e c t  t o  s e v e r a l  c o n s t ­

r a i n t s .  The  f u n c t i o n  t h a t  i s  b e i n g  m ax im ized  o r  m in im i z e d  

i s  u s u a l l y  r e f e r r e d  i n  o p t i m a l  c o n t r o l  t h e o r y  a s  t h e  o b j e c ­

t i v e  f u n c t i o n a l .  To f o r m a l i z e  t h e  p r o b l e m ,  a  d i s c u s s i o n  on

t h e  i t e m s  t h a t  fo rm  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  w i l l  f i r s t  b e  

d o n e ,  f o l l o w e d  by  t h e  a n a l y s i s  on  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m .

4 . 1  THE ELEMENTS OP THE OBJECTIVE FOHCTIDHJIL

B e f o r e  d i s c u s s i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l

i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n s ;

L ( t )  i s  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  l a b o r  u s e d  i n  o n e  v e n t u r e ;

K ( t )  i s  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  l a b o r  u s e d  i n  o n e  v e n t u r e ;

L ( l ) ( t )  i s  t h e  am oun t  o f  l a b o r  u s e d  i n  p r o d u c t i o n .

L [ 2 ) ( t )  i s  t h e  am o u n t  o f  l a b o r  u s e d  i n  d e v e l o p m e n t .

L{3) Ct) i s  t h e  am ount  o f  l a b o r  u s e d  i n  e x p l o r a t i o n .

A l l  t h e  a b o v e  a r e  e v a l u a t e d  a t  t i m e  t .

K ( j )  f t ) ,  j  = 1 ,  2 ,  3 a r e  d e f i n e d  s i m i l a r l y  a s  a b o v e  f o r  c a ­

p i t a l .

D e f i n e :  l ( j )  ( t )  = L ( j )  ( t ) / L ( t ) ,  f o r  j  = 1, 2 ,  3 .

k [ j )  ( t )  = K ( j )  ( t ) / L l j )  ( t ) ,  f o r  j  = 1 ,  2 ,  3 .

A l s o :

L(1)  ( t ) + L [ 2 )  ; t ) + L ( 3 )  ( t )  = L ( t )
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K { 1 ) ( t ) + K [ 2 ) [ t ) + K [ 3 ) [ t )  = K [ t )

H ence ;

l [ ^ )  î t ) + l ( 2 )  ; t ) + l ( 3 )  ( t )  = 1 

l [ 1 ) k [ 1 ) + l [ 2 ) k ( 2 ) + l [ 3 ) k [ 3 )  = k 

e v a l u a t e d  a t  t ,  an d  w h e re  k = K ( t ) / L ( t )

4 . 1 . 1  The  T o t a l  R evenue

The t o t a l  r e v e n u e ,  TB, i s  u s u a l l y  d e f i n e d  a s :

TR = P Q ( t )

w h e r e ;  P i s  t h e  p r i c e  o f  p e t r o l e u m ;

Q ( t )  i s  t h e  t o t a l  o u t p u t  o r  p r o d u c t i o n

o f  p e t r o l e u m  p e r  u n i t  o f  t i m e .

U s in g  t h e  Cobb D o u g l a s  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n ,  o n e  c a n  e x p r e s s

t h e  o u t p u t  a s  f o l l o w s :

a b 1 - a - b
q(t) = A KÎ1) tt) L(1)  (t | R*[t)

w h e r e :  A i s  a  t e c h n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t  and i s  c o n s t a n t ;  and  

R * ( i )  [ t )  i s  t h e  a m o u n t  o f  r e s e r v e s  o f  t h e  f i r m  a t  

t i m e  t .

E x p r e s s i n g  t h e  a b o v e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  p e r  u n i t  o f  w o r k e r ,  

one  o b t a i n s :

g ( t )  = Q ( t ) / L ( t )  = 1 ( 1 )  ( t )  Q ( t ) / L ( 1 ) ( t )

g ( t )  = 1 ( 1 )  ( t )  A k (1 )  ( t ) *  B ( t )  ’ * 

w h e r e ;  g ( t )  i s  t h e  o u t p u t  p e r  w o r k e r ;  a n d

H ( t )  i s  t h e  amount  o f  r e s e r v e s  p e r  w o r k e r .
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A l s o  t h e  p r i c e  o f  p e t r o l e u m ,  P ,  m u s t  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  

o f  t h e  r e l a t i v e  p r i c e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  wage r a t e ,  n a m e l y  

p = P / w ,  w h e r e  w i s  t h e  wage r a t e .  H e n c e ,  t h e  t o t a l  r e v e n u e  

p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e  c a n  be w r i t t e n  a s :

TBR(t)  = p .  g î t )

TBR(t)  = p 1 Î 1 )  ( t )  Ak[1) ( t ) *  B ( t )   ̂ ^ .............................ÎU-1) .

* . 1 . 2  The T o t a l  C o s t s

The t o t a l  c o s t s  a r e  d e v i l e d  i n t o  :

(1) The  c o s t  o f  p r o d u c t i o n ,  T C J l ) ;

(2) The c o s t  o f  d e v e l o p m e n t ,  T C ( 2 ) ;

(3) The  c o s t  o f  e x p l o r a t i o n ,  T C ( 3 ) ;

A l l  t h e  a b o v e  c o s t s  a r e  e x p r e s s e d  p e r  u n i t  o f  t i m e .

h . 1 . 2 . 1  The  P r o d u c t i o n  and  D e v e l o p m e n t  C o s t s  

One c a n  f o r m a l i z e  t h e  p r o d u c t i o n  and  d e v e l o p m e n t  c o s t s  a s  

t h e  c o s t  o f  u s i n g  l a b o r  and  c a p i t a l  i n  t h e  r e s p e c t i v e  a c t i v ­

i t i e s .  They c a n  b e  w r i t t e n  a s :

TC(1) î t )  = K Î D  ( t )  r  + L ( l )  ( t )w  

TC (2) ( t )  = K (2) ( t )  r  + L (2) ( t )  w 

w h e r e  r  i s  t h e  r e n t a l  r a t e  a n d  w i s  t h e  wage r a t e .

The c o s t  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e  can  t h u s  be  

c o m p u t e d  a s :

T C P ( l ) î t )  = T C ( 1 ) ( t ) / L ( 1 ) î t ) w

TCP(I)  ( t )  = 1 ( 1 )  ( t )  ( k ( 1 )  ( t ) . V  ♦ 1)

TCP (2) î t )  = TC(2) ( t ) / L [ 2 )  î t )  w

TCP (2) ( t )  = 1 ( 2 )  ( t )  (k ( 2 )  ( t ) . V  * 1)
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w h e r e  t h e  T C P ' s  a r e  t h e  c o s t  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage  

r a t e ;

V i s  t h e  r e n t a l  wage  r a t i o ,  n a m e l y  V = r / w .

F o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  a n a l y s i s ,  a s s u m e  t h a t  k { l )  = k (2) ,  

f o r  a l l  t .  H e n ce ,  t h e  t o t a l  c o s t s  o f  p r o d u c t i o n  an d  d e v e l ­

o p m e n t  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e ,  TCB, i s  t h e  

f o l l o w i n g ;

TC E(t )  = 1 ( 1 )  ( t )  ( k ( 1 )  ( t )V + 1)  ♦ 1 (2 )  ( t )  ( k ( 2 )  ( t |V + 1 )

TCR ( t )  = ;k (1) ( t )  V+1) (1 (1) ( t )  +1 (2) ( t )  )

TCR(t)  = ( k ( 1 ) ( t ) V + 1 ) ( 1 - l ( 3 ) ( t ) )   (4 -2 )

4 . 1 . 2 . 2  I h e  E x p l o r a t i o n  C o s t

From p r e v i o u s  d i s c u s s i o n ,  i t  i s  known t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  

a c t i v i t i e s  a r e  s u b j e c t  t o  random v a r i a t i o n s ,  c o n t r o l l e d  by 

e i t h e r  t h e  Markov c h a i n  o r  t h e  Markov p r o c e s s .  H e n c e ,  t h e  

t o t a l  c o s t  o f  e x p l o r a t i o n  m u s t  b e  a n  e x p e c t e d  t o t a l  c o s t .  

The e x p e c t e d  t o t a l  e x p l o r a t i o n  c o s t  o f  a  p r o j e c t  a s  d e f i n e d  

i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  i s :

T C ( 3 ) ( t )  = z E B ( k ) ( 5 j ) ( ( K ( j ) ( t ) r + L ( j ) ( t ) ) / G ( j ) ) .

T b ( k ) t  
. r e  d t

0

w h e re  K ( j ) ( t )  i s  t h e  am ount  o f  c a p i t a l  u sed  i n  s t a t e  j  a t  

t i m e  t ;

l ( j )  ( t )  i s  t h e  am oun t  o f  l a b o r  u s e d  s t a t e  j  a t  t i m e  t .  

The a b o v e  c o s t  f u n c t i o n  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  

t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  p r o j e c t .  R e c a l l  t h a t  t h e  e x p e c t e d  

n e t  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p r o j e c t  a s  g i v e n  C h a p t e r  3 i s  f o r ­

m a l i z e d  a s  f o l l o w s :
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d
E(5)(RPV) = z r  B(k) t 5 j )  î p g ( j ) / & ( j )  - ( K [ j ) [ t ) r + L ( j ) ( k ) / 5 ( j ) i

J ^

T [ b [ k ) - a ) t  
.  l  e  at

P

Hence  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  p r o j e c t  i s :

d
E ( 5 ) ( N P V ) = e r  B(k) ( 5 j )  ( p g ( j ) / B ( j )  - ( K ( j ) ( t | r + L ( j ) ( t ) / 5 ( j ) ;

T ( b ( k ) t
.  /  e  d t

0

The n e g a t i v e  t e r m  o f  t h e  E ( 5 ) [P) i s  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  

e x p e c t e d  e x p l o r a t i o n  c o s t  a b o v e .

To f o r m u l a t e  t h e  e x p e c t e d  e x p l o r a t i o n  c a s t  f o r  t h e  op ­

t i m i z a t i o n  p r o b l e m ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e r e  i s  a c o n s t a n t  

p r o p o r t i o n  o f  c a p i t a l  and  l a b o r  u s e d  i n  e a c h  s t a t e  t o  t h e  

t o t a l  c a p i t a l  and  l a b o r  u t i l i z e d  i n  t h e  e x p l o r a t i o n .  T h i s  

p r o p o r t i o n a l i t y  can  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :  

a ( j )  = K(j) (t)/K(3) ît)

= ( j )  = h ( j )  ( t ) / L [ 3 )  ( t )

The v a l u e s  o f  a ( j )  a n d  c ( j )  a r e  f i x e d  a n d  d e p e n d  on t h e  

s t a t e  j  o n l y .  Note  t h a t :  0 < a J j ) , c Î j ) < 1 .

H ence :

K ( j )  î t )  = a ( j ) K ( 3 )  ( t )

L î j )  î t )  = c ( j ) L ( 3 )  ( t )

The e x p e c t e d  t o t a l  e x p l o r a t i o n  c o s t  c a n  t h e n  be  e x p r e s s e d  i n

t e r m s  o f  t h e  t o t a l  am o u n t  o f  c a p i t a l  a n d  l a b o r  u s e d  i n  t h i s

s e c t i o n .  T he  t o t a l  e x p e c t e d  e x p l o r a t i o n  c o s t  p e r  w o r k e r  r e ­

l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e  c a n  be  c o m p u te d  a s  f o l l o w s :

Î1) Compute  t h e  t e r m ;  ( K t j ) ( t ) r + L [ j ) ( t ) w ) / L ( t ) . w  

T h i s  i s  e g u a l  t o :
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= î a t j ) K î 3 J  ; t ) r + c [ j ) L ( 3 )  ( t )  w ) /L  Ct) - h 

= ( a ( j ) l ( 3 )  ( t ) k ( 3 )  ( t ) V + c ( j ) l ( 3 )  ( t )  )

= 1 (3 )  ( t )  ( a ( j ) k ( 3 )  ( t ) 7 + c ( j ) )

B e c a l l  t h a t :  1 ( 3 )  ( t )  = L ( 3 ) ( t ) / L ( t )

H e n c e :

K ( 3 ) ( t ) A ( t )  = K(3) ( t ) L ( 3 )  ( t ) / L ( t ) L ( 3 )  ( t )

K(3) ( t ) / L ( t )  = 1 ( 3 )  î t ) k ( B )  ( t ) .

(2) S u b s t i t u t i n g  t h e  a b o v e  r e s u l t  i n  t h e  t o t a l  e x p e c t e d  e x ­

p l o r a t i o n  c o s t ,  one  o b t a i n s :

T C R ( 3 ) ( t )  = T C ( 3 ) ( t ) / L ( t ) . w

TCH(3) ( t )  = E z B(k) ( 5 j ) l ( 3 )  ( t )  ( ( a ( j ) k { 3 )  ( t )  V
) ^

T b (k) t
♦ c ( j ) ) / B ( j )  / e  a t  (%-3|

0

w h e r e  TCB ( 3 ) ( t )  i s  t h e  t o t a l  e x p e c t e d  e x p l o r a t i o n  c o s t  p e r  

w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage  r a t e .

a . 1 . 3  The T o t a l  P r o f i t

The t o t a l  p r o f i t , T P ,  i s  u s u a l l y  f o r m a l i z e d  a s  t h e  d i f f e r e n c e  

b e t w e e n  t h e  t o t a l  r e v e n u e  and  t h e  t o t a l  c o s t s ;  i t  c a n  be  

w r i t t e n  a s :

T P ( t )  = T B ( t )  -  T C ( t )

The t o t a l  p r o f i t  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e ,  T?B, 

i s  t h a n :

TPB(t)  = ( T R ( t ) - T C ( t ) ) / L ( t ) . w  

The t e r m s  on  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  t h e  e q u a t i o n  h a v e  a l r e a d y  

b e e n  c o m p u t e d ,  n a m e ly  by e q u a t i o n s  ( U - 1 ) ,  ( 4 - 2 ) ,  ( 4 - 3 ) .  Com­

b i n i n g  t h e s e  e q u a t i o n s ,  one  o b t a i n s :
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a  1 - a
TPB ( t ) = p l ( 1 )  ( t )  Ak(1) ( t )  R ( t )  - ( k ( 1 )  ( t )  V+1) ( 1 - K 3 J  ( t )  )

-  z £ B (k) Î5 j )  1 (3) Ct) {a {j )  k 13) î t )  T+c ( j ) ) / G  [ j ) .

T b ( k ) t  
.  /  e  d t  

0

The TPB t h e n  f o r m s  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  o f  t h e  o p t i m i z a ­

t i o n  p r o b l e m .

4 . 2  A BRIEF THEORETICAL HBTIEV

The m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m  i s  u s u a l l y  f o r m u l a t e d  a s  m a x im iz in g  

a  c e r t a i n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  s u b j e c t  t o  c e r t a i n  c o n s t ­

r a i n t s .  T he  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  i s  u s u a l l y  c h a r a c t e r i z e d  

by two k i n d s  o f  v a r i a b l e s ,  n a m e l y  t h e  s t a t e  v a r i a b l e  an d  t h e  

c o n t r o l  v a r i a b l e .  The  s t a t e  v a r i a b l e s  r e p r e s e n t  t h e  s t a t e  

o r  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  and  t h e  c o n t r o l  

v a r i a b l e s  g u i d e  o r  c o n t r o l  t h e  s t a t e  v a r i a b l e .  The c o n t r o l  

v a r i a b l e s  a r e  a t  o n e ' s  d i s p o s a l  and  c a n  be c o n t r o l l e d  t o

m a x im iz e d  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l .

I n  g e n e r a l  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  c a n  b e  w r i t t e n  a s

f o l l o w s :

T - r t
M ax im ize  J  = /  e  F ( t ,  x ,  y) d t

s u b j e c t  t o :

x ( t ( 0 ) )  = x ( 0 ) ,  x (T)  = x ( l ) ,  x ' ( t )  = y

w h e re  x i s  t h e  s t a t e  v a r i a b l e ,  a n d  y i s  t h e  c o n t r o l  v a r i a ­

b l e .

The L a g r a n g e  e q u a t i o n  c a n  be  w r i t t e n  a s

- r t
L = ( F f t , x , y ) - h [ x ' ( t ) - y ) )  e
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w here  h i s  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r  o r  t h e  c o s t a t e  v a r i a b l e .  

The H a m i l t o n i a n  c a n  b e  f o r m u l a t e d  a s  f o l l o w s :

- r t
H(d) = ( F ( t , x , y ) + h y ) )  e

—r t  —r t
H(d) = L+h x ' ( t ) e  and  H (d) = H e

w h e re  H(d) i s  t h e  d i s c o u n t e d  H a m i l t o n i a n  and  H i s  t h e  c u r ­

r e n t  H a m i l t o n i a n .

The  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  f o r  m a x i m i z a t i o n  a r e  d e f i n e d  

by t h e  B u l e r - L a g r a n g e  e q u a t i o n s :  

d p L / d p x  -  d ( d p L / d p x * ) / d t  = 0 

d p L / d p y  -  d { d p L / d p y * ) / d t  = 0 

w h e re  x* = d x / d t ,  y* = d y / d t ,  an d  dp  = p a r t i a l  d e r i v a t i v e .

- r t  - r t
d p L /d p x  = e  ( d p F / d p x ) ; d pL /dpx*  = - h e

- r t  - r t  - r t
d ( d p L / d p x ' ) / d t =  r h e  - h * e  = ( r h - h * ) e

Hence :

- r t  - r t
e  ( d p P /d p x )  -  ( r h - h * )  e  = 0

o r  d p F / d p x  = r h - h »

I n  t e r m s  o f  t h e  H a m i l t o n i a n ,  o n e  h a s :

- r t
d p H ( 3 ) / d p x = e  (d p F /d p x )

H ence :

- r t  - r t  
(dpH/dpx)  e  = e  (d p F /d p x )

d p H /d p x  = d p F / d p x  

T h i s  i m p l i e s  t h a t  d p H /d p x  = d p L / d p x  = r h - h ' .  So t h e  H a m i l t o ­

n i a n ,  H, p r o v i d e s  t h e  same r e s u l t  a s  t h e  L a g r a n g a  e q u a t i o n  

L.
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- r t  - r t
d p L / d p y  = yhe  ♦ ( d p F / d p y ) e

dp L /d p y *  = 0 ,  i m p l y i n g  d ( d p L / d p y * ) / d t  = 0

H en ce ;

- r t
d p L / d p y  = e  (hy ♦ d p F /d p y )  = 0

d p F / d p y  = - h y  

By t h e  H a m i l t o n i a n  o n e  o b t a i n s :

- r t
d p H ( d ) / d p y  = e  ( d p F /d p y  ♦ hy)

So d p L / d p y  = d p H ( d ) / d p y  and

- r t  - c t
B (dpH/dpy)  = e  ( d p F / d p y  ♦ hy)

d p H /d p y  = d p F /d p y  + hy

S i n c e  dpH /dpy*  = 0 ,  t h e n  d p H /d p y  = 0 ,  i m p l y i n g :

d p F / d p y  + hy = 0 o r

d p F / d p y  -  - h y

So o n e  o b t a i n s  t h e  same r e s u l t  by  t h e  L a g r a n g e  e g u a t i o n  a s  

by t h e  H a m i l t o n i a n .  o n e  c a n  t h e n  s o l v e  t h e  p r o b le m  by t h e  

e q u a t i o n s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  and  t h e  

e g u a t i o n  i n  t h e  c o n s t r a i n t s .

N o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  e g u a t i o n  (1) i n v o l v e s  t h e  s o l u t i o n

o f  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e g u a t i o n ;  d e p e n d i n g  on t h e  fo r m

o f  t h i s  e g u a t i o n ,  o n e  c a n  s o m e t i m e s  o b t a i n  a  s i m p l e  s o l u t i o n

i n  o n e  c a s e  b u t  n o t  i n  o t h e r  c a s e s .  T h i s  h o l d s  t r u e  a l s o

f o r  t h e  d i f f e r e n t i a l  e g u a t i o n  i n  t h e  c o n s t r a i n t .
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The c o n d i t i o n  i n d i c a t e d  by d e r i v a t i v e  o f  t h e  H a m i l t o n i ­

a n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e  c h a r a c t e r i z e s  a max­

imum f o r  t h e  H a m i l t o n i a n .  I n  t h i s  r e s p e c t ,  i t  c a n  b e  s a i d  

t h a t  i f  F i s  c o n c a v e  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e s ,  t h e n  

t h e  H a m i l t o n i a n  w i l l  a l s o  b e  c o n c a v e  f u n c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l  

v a r i a b l e s .  ( M i l l e r ,  1 9 7 8 ;  p p . 9 9 - 1 0 0 ) .  I t  i s  o f  c o u r s e  a s ­

sumed t h a t  t h e r e  i s  a  maximum f o r  J  on  t h e  i n t e r v a l  ( 3 ,  I ) .

The  ab o v e  m ode l  c a n  be  e x t e n d e d  i n t o  a  model  w i t h  s e v e r a l  

s t a t e  and  c o n t r o l  v a r i a b l e s  an d  s e v e r a l  c o n s t r a i n t s .  T h i s  

w i l l  be  shown i n  t h e  m o d e l  d i s c u s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c ­

t i o n .

4 . 3  IHE A IA LÎSI5  OP THE MODEL

The o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  m a x i m i z i n g  t h e  d i s ­

c o u n t e d  p r o f i t  p e r  w o r k e r  r e l a t i v e  t o  t h e  wage r a t e ,  s u b j e c t  

t o  t h e  r a t e  o f  n e t  r e s e r v e  a d d i t i o n  a n d  t h e  c u m u l a t i v e  r e ­

s e r v e  a d d i t i o n  g e n e r a t e d  b y  t h e  e x p l o r a t i o n .

The o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  t o  be  m a x im iz e d  i s :

J  = TPB o r
0

j^j.T(i)g ( p g - ( k ( 1 ) V + 1 )  ( 1 - 1 ( 3 )  ) - E  E B (k )  ( 5 ,  j ) l ( 3 )
0 ^ K

b ( k ) T
( a ( j ) V k ( 3 ) + c ( j ) / 5 ( j )  (e  - 1 ) / b ( k ) ) d t

( R o t e  t h a t  t h e  t  i s  s u p r e s s e d  i n  t h e  a b o v e  e g u a t i o n  t o  s i m ­

p l i f y  t h e  n o t a t i o n ) .

The c o n s t r a i n t s  a r e ;

(1) The r a t e  o f  n e t  r e s e r v e  a d d i t i o n  p e r  w o r k e r ,  B»;

(2) The  c u m u l a t i v e  r e s e r v e  a d d i t o n  p e r  w o r k e r ,  S;
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(3) The  t o t a l  c a p i t a l  u s e d  K.

The  f i r s t  c o n s t r a i n t  i s :  E* = s  -  g 

w here  s  = d s / d t ,  i s  t h e  r a t e  o f  r e s e r v e  a d d i t i o n  p e r  w o r k e r  

g e n e r a t e d  by  t h e  e x p l o r a t i o n ,  and  g i s  t h e  o u t p u t  p e r  work­

e r ,  i n  w h i c h :

a  1 - a  
g = & l ( l ) k ( i )  a

s i n c e  t h e  e x p e c t e d  a m o u n t  o f  p e t r o l e u m  f rom  a d i s c o v e r y  i s :

T b (k) t
z g B[k) C 5 , j ) g ( j )  /  e  d t ,

w h e re  g i s  t h e  v e c t o r  o f  t h e  e s t i m a t e d  am oun t  o f  p e t r o l e u m ,  

t h e  r a t e  o f  r e s e r v e  a d d i t i o n  p e r  w o r k e r  by  e x p l o r a t i o n  s ,  

i s :

b (k )  t
s  = 2 E B{k) Î 5 ,  j ) g  ( j ) e  / L  o rI ^

b ( k ) t
s  = 1 ( 3 ) / L ( 3 )  Z 2 B(k)  ( 5 , j ) g ( j ) eJ ^

Hence s  i s  an  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  d e p e n d i n g  upon  t h e  v a l u e s  

o f  t h e  e i g e n v a l u e s  b ( k ) ,  an d  t i m e  t .  One c a n  t h e n  w r i t e  t h e  

f i r s t  c o n s t r a i n t  a s :  

a* = s  -  g

b (k) t
a* = 1 ( 3 ) / L ( 3 )  2 2 B(k) ( 5 , j ) g ( j ) e  - g

The s e c o n d  c o n s t r a i n t  i s :

T T b ( k ) t
S= /  s d t = l ( 3 ) / L ( 3 )  2 2 B(k) ( 5 , j ) g ( j )  /  e  d t

0 J  *■ e

H ow ever ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  f i r s t  c o n s t r a i n t ,  t h e  d i f f e r e n ­

t i a l  e g u a t i o n  a * ,  i s  d i f f i c u l t .  A more  f e a s i b l e  s o l u t i o n  i s  

t o  a s s u m e  t h a t  t h e  r a t e  o f  r e s e r v e  a d d i t i o n  p e r  w o r k e r  i s
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e q u a l  t o  an  a v e r a g e  v a l u e .  T h i s  c a n  be  f o r m u l a t e d  a s  f a l ­

l o w s :

T b ( k ) t
s = 1 { 3 ) / L [ 3 ) e z B [ k ) [ 5 , j ) g ( j )  e  d t / I

b ( k ) T
s = l ( 3 ) / L { 3 )  z E B ( k ) ( 5 , j ) g ( j ) ( B  - 1 ) / T b ( k )

At p r e s e n t ,  e x c e p t  f o r  t h e  r a t i o  1 ( 3 ) / I ( 3 ) ,  a l l  o t h e r  t e r n s  

i n  s  a r e  known i n  a d v a n c e .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  t e r m :

b ( k ) T
5 2 B(k) ( 5 , j ) g ( j )  (e  - l ) / r b ( k )

i s  f i x e d .  The s e c o n d  c o n s t r a i n t  b e c o m e s :

T b ( k ) t
•5=1 ( 3 ) / L  (3) E Z B(k) ( 5 , j ) g ( j )  r e  d t

b (k) T
S = 1 ( 3 ) / L ( 3 ) e z B(k) ( 5 , j ) g ( j )  (e - 1 ) / b ( k )

Hence s  i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  a n  a v e r a g e  v a l u e  and  S i s  

t h e  t o t a l  v a l u e  o f  t h i s  a v e r a g e  v a l u e  o v e r  t h e  p e r i o d  ( 0 ,  

T ) .  The d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  c a n  t h e n  b e  w r i t t e n  a s :

B* = 1 ( 3 ) C / L ( 3 )  -  A l ( 1 ) k ( l ) *  ^

a  1 -a
R ' + A l ( 1 ) k ( 1 )  B = 1 ( 3 ) C / L ( 3 ) ,

b ( k ) T
w h e r e  C = z z B(k) ( 5 , j ) g ( j )  (e  - 1 ) / T b ( k )

)  ^

E ven  t h i s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  s t i l l  d i f f i c u l t  t o  s o l v e  

b e c a u s e  o f  i t s  n o n - l i n e a r i t y  a n d  n o n - h o m o g e n e i t y .  H o w ev e r ,  

some i n f o r m a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  a t  t h e  i n i t i a l  p o i n t  and  

t h e  t e r m i n a l  p o i n t .  At t h e s e  p o i n t s  s = 0  a n d  h e n c e  t h e  d i f ­

f e r e n t i a l  e q u a t i o n  a t  t h e s e  p o i n t s  b eco m es :

a 1 - a
B* ♦ A l ( 1 ) k ( 1 )  H = 0



136

This eguation  may be solved i f  k(1) and 1(1) are  solved from 

o ther  eq u a t io n s .  This w i l l  be analyzed l a t e r .

T he  t h i r d  c o n s t r a i n t  i s ;

K ( 1 ) +K (2) ♦K (3) = K,  w h e re  K i s  c o n s t a n t  o v e r t i m e ,  o r  

k ( 1 ) l ( 1 ) + k [ 2 ) l [ 2 ) + k ( 3 ) l [ 3 )  = k 

I t  i s  a l s o  a s su m ed  t h a t  L i s  c o n s t a n t  o v e r t i m e ,  h e n c e  k = 

K/ L i s  f i x e d .  One m u s t  n o t e  t h a t  t h e  m o d e l  a s s u m e s  t h a t  k ( l )  

= k ( 2 ) .

4 . 3 . 1  The  C o m p u t a t i o n

The o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  c a n  b e  f o r m u l a t e d  a s  f o l l o w s :

M ax im ize  ( p A l ( l ) k ( l ) *  ^ - ( k ( l ) V + l )  ( 1 - 1 ( 3 ) ) -

b ( k ) T
E EB(k) ( 5 ,  j )  ( k ( 3 ) V a ( j ) + c ( j ) ) / 5 { j )  (e  - 1 ) / b ( k ) )

S u b j e c t  t o ;

b ( k ) T
B * = l ( 3 ) / L ( 3 )  E E B(k) ( 5 , j ) g ( j )  (e - 1 ) / T b ( k ) -J ^

a 1 - a  
A l ( 1 ) k ( 1 )  H

b ( k )  T
S=1 (3) / L  (3) E E B (k) ( 5 ,  j )  g ( j )  (e -1  ) / b  (k)

k ( 1 ) ( l ( 1 ) + l ( 2 ) ) + k ( 3 ) l ( 3 )  = k ,  o r  

k ( l )  ( l - l ( 3 ) ) + k ( 3 ) l ( 3 )  = k

S ( 0 )  = 0 ,  H(0) = R ( 0 ) ,  S ( T ( a ) ) )  = 0 ,  R [ T ( 1 ) )  = 0 

l ( j ) ,  k ( j )  > 0 ,  j = 1 ,  2 ,  3 and  S ,  R > 0

The s t a t e  v a r i a b l e s  a r e  B an d  5 and  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e s

a r e  1 ( 1 ) ,  1 ( 3 ) ,  k ( 1 ) ,  k ( 3 ) .  N o te  t h a t  i t  i s  a s su m ed  t h a t

k ( l ) = k ( 2 ) ,  a s  p r e v i o u s l y  s t a t e d  and T(a) i s  t h e  t i m e  a t
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which  t h e  t o t a l  am o u n t  o f  p e t r o l e u m  p r o d u c e d  i s  e g u a l  t o  t h e  

t o t a l  a m o u n t  o f  d i s c o v e r y  and  T (1 )  i s  t h e  t i m e  f o r  c o m p l e t e  

e x h a u s t i o n .

The  L a g r a n g e  e q u a t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  a s ;

L=e ^ ^ ( ; p A l ' 1 ) k [ 1 ) *  ^ - ( k [ 1 ) V + 1 )  ( 1 - 1 [ 3 ) - 1 [ 3 )

b (k )  T
z z B ( k ) r 5 , ] ) ( k ; 3 ) V a ( i ) + c ( j ) ) / 5 [ j )  Ce - l ) / b ( k ) )

b(k )
- h [ 1 )  ( R ' - l [ 3 ) / L ! 3 )  z z B[k) I 5 , j ) g ( j )  (e  - 1 ) / T b ( k )

a  1 - a  b ( k ) T
A l t l ) k ( l )  R ) - h ( 2 )  ( S - 1 ( 3 ) / L ( 3 ) z  jcB (k) (5 ,  j )  g ( j )  (3

-  i ) / b f k ) )  4. h [3 )  ( k - k [ 1 )  ( 1 - 1 ( 3 )  ) - k [ 3 )  1 ( 3 ) ) )

The d i s c o u n t e d  H a m i l t o n i a n ,  H(d) i s :

H (d )= e  ( ( p A l ( l ) k ( l ) *  r ’ ^ - ( k  (1 )7+1)  (1 -1  ( 3 ) ) - 1 ( 3 )

b ( k )  T
Z E B(k) ( 5 , j )  ( k ( 3 ) V a ( j ) + c ( j ) ) / C ( j )  (e  - 1 ) / b ( k ) ) )

b ( k ) T
+ h (1 )  ( 1 ( 3 ) / L ( 3 )  E z B(k) ( 5 , j ) g ( j )  ( e  - 1 ) / T b ( k ) ) -

A l ( 1 ) k ( 1 ) % ^  ^ ) ♦ h ( 2 )  ( 1 ( 3 ) / L ( 3 )  Z Z B(k) ( 5 , j ) g ( j )
)  ^

b ( k ) T
( e  -  1 ) / b ( k ) ) |  -  h ( 3 )  ( k ( 1 )  ( 1 - l ( 3 ) ) + k ( 3 ) l ( 3 ) ) )

- r t
And H(d) = e H. The  v a r i a b l e s  h ( 1 ) ,  h (2 )  a r e  t h e  c o s t a t e

v a r i a b l e s  a n d  h (3 )  i s  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r .  N o te  t h a t  h (3) i s

g i v e n  a  p o s i t i v e  s i g n  i n  t h e  L a g r a n g e  e q u a t i o n  i n  o r d e r  t o  

a c c o m o d a t e  an  e c o n o m i c  i n t e r p r e t a t i o n  f o r  h ( 3 ) .

D e f i n e :

b ( k ) T
z z B(k) ( 5 , j ) a ( j ) / B ( j )  (e  - 1 ) / b ( k )  = m
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E Z B(k) ( 5 , j ) c ( j ) / G ( j )  ( e b ( k ) T _ i ) / b ( k )  = n

b ( k ) T
Z E B(k) (5 ,  j ) g ( j )  ( e  - 1 ) / b ( k )  = f  

Then  t h e  L a g r a n g e  e g u a t i o n  c a n  b e  r e w r i t t e n  a s ;

- r t
L=e (p g - ( V k { 1 ) + 1 )  ( 1 - 1 ( 3 ) ) - 1 ( 3 )  ( n V k ( 3 » + n ) - h ( 1 )  (B*-

[ l [ 3 ) f / L [ 3 ) T ) + g ) - h [ 2 )  ( S - l [ 3 ) f / L [ 3 ) ) + h  (3) ( k - ( 1 - l ( 3 ) ) k [ 1 )  

- l ( 3 ) k ( 3 ) ) )

The H a m i l t o n i a n  i s  t h e n :

- r t
H ( d ) = e  ( p g - ( ? k ( 1 ) + 1 )  ( 1 - 1 ( 3 ) ) - 1 ( 3 )  (nVk ( 3 ) + n ) + h ( 1 )

f / L ( 3 ) T )  + g ) + h ( 2 ) l [ 3 )  f / L ( 3 ) - h  (3) ( ( 1 - 1 ( 3 )  ) k ( 1 )  

k ( 3 ) l ( 3 ) ) )

The n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  a r e :

(1) d pL /dpR  -  d ( d p L / d p R ' ) / d t  = 0 o r

dpL/dpB = d ( d p L / d p R * ) / d t

a - a  a  - a  - r t
d p L / d p R = ( p ( 1 - a )  A l (1 )  k R - h ( 1 )  ( 1 - a )  A1 ( 1 ) k  B ) e

a  - a  a - a  - r t
d p H ( d ) / d p R = ( p ( 1 - a )  A l (1 )  k B - h  (1) ( 1 - a )  A l (  1) k R ) e

H e n c e ,

- r t
d p L /d p R = d p H (d ) /d p R = d p H /d p B e  

- r t
dpL/dpR* = - h  ( 1 ) e

- r t  - r t
d ( d p L / d p B * ) / d t =  r h ( 1 ) e  - h ' ( 1 ) e

- r t
=e ( r h ( l ) - h ' ( l ) )

H e n c e ,

- r t  - r t
dpHe /d p R  = e  ( r h ( l ) - h *  (1))
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apH/dpR = ( r h ( l ) - h '  (1)

So f

d p H / d p R = [ p : i - a ) A i r i ) k * ( i ) R  ^  - h [ i ) [ 1 - a ) A l ( i ) k * ( i ) R  ^  ;

( p - h P ) )  ( l - a ) A i ; i ) k * [ 1 ) R  ^ = r h [ 1 ) - h ' [ 1 )  ............. (%-U|

N ote  h* P )  = d h / d t

S i n c e  d p q / d p a  = (1 - a )  g / R ,  t h e n

( p - h ( i ) )  ( l - a ) g / R  = r b [ l ) - h '  ( i )  ..........................(h-Ua)

(2) d p L / d p S  -  d ( d p L / d p s ) / d t  = 0

- r t
d p L /d p S  = - h ( 2 ) e

- r t
d p L / d p s  = h ( 1 ) e  (S* = s )

N o te  t h a t  R* = s  -  g and  t h a t  d ( /  s d t ) / d t  = 0 b e c a u s e  /  s d t  

i s  c o n s i d e r e d  t o  be  o n l y  a  f u n c t i o n  o f  1 ( 3 ) ,  L (3) o n c e  t h e  

i n t e g r a l  h a s  b e e n  e v a l u a t e d  a t  a  f i x e d  T . H o w ev e r ,  i f  T i s  

n o t  f i x e d ,  t h e n  d ( / s d t ) / d s )  = s .  B u t  t h i s  f o r m u l a t i o n  w i l l  

o n l y  c o m p l i c a t e  t h e  p r o b l e m  w i t h o u t  p r o v i d i n g  a d d i t i o n a l  i n ­

f o r m a t i o n . *

- r t  - r t
d ( d p L / d p s ) / d t =  h * ( 1 ) e  - r h ( 1 ) e

- r t
a ( d p L / d p s ) / d t = e  ( h ' ( l ) - r h ( l ) )

- r t
dp L /d p S  = d p H ( d ) / d p S  = - h ( 2 ) e

- r t  - r t  
dpH/dpS  e  -  e  (h* ( 1 ) - r h  (1) ) = 0

* I f  I  i s  n o t  f i x e d ,  t h e n  r e s u l t  o f  t h e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  
w i t h  r e s p e c t  t o  S i s ;  h ' ( 1 ) - r h ( l |  = - s h *  (2) ♦ ( r s - 1 - s * )  h ( 2 ) .  
T h i s  d i f f e r e n t i a l  e g u a t i o n  i s  u n s o l v e a b l e  w i t h o u t  f u r t h e r  
i n f o r m a t i o n  on h ( 1 )  and  h ( 2 ) .
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H e n c e ,  - h ( 2 )  = ( h ' ( l ) - r h ( l ) )

h ( 2 |  = r h [ 1 ) - h *   (4 -5)

(3) dpL/dplc(1) -  d(apL/dpk'(1))/dt = 0 

- r t
d p L / d p k  (1) = e  [ p d p g / d p k  (1 ) -V ( 1 - 1  (3) ) - h  (1) d p g / d p k  (1 ) -  

h ( 3 )  ( 1 - 1 ( 3 ) )  )

d p L /d p k *  (1) = 0 ,  s i n c e  L i s  n o t  a  f u n c t i o n  o f  k * ( l ) .  

a (d p L /d p k *  ( 1 ) ) / d t  = 0 

H ( d ) / d p k ( i )  = d p L / d p k ( 1 )

H e n c e ,

- r t
e  ( p d p q / d p k ( l ) - 7  ( 1 - 1  (3) ) - h ( 1 )  d p g / d p k  ( 1 ) - h  (3)

( 1 - 1 ( 3 ) ) )  = 0 

S i n c e  d p g / d p k  (1) = a g / k ( l ) ,  t h e n :

a g h ( l ) / k ( i )  + ( 1 - 1 ( 3 )  ) h ( 3 ) = a p g / k ( 1 )  - V ( l - 1  (3) ) . .  (4 -6)

(U) d p L / d p l ( 1 )  -  d ( d p L / d p l ' ( 1 ) ) / d t  = 0 

- r t
d p L / d p l  ( 1 ) = e  ( p d p g / d p l ( 1 ) - ( 7 k ( 1 ) + 1 ) - ( f h ( 1 ) / L  (3 )T)  -

( f h ( 2 ) / L ( 3 ) ) + ( k ( 3 ) - k ( 1 ) ) h ( 3 ) )

N ote  t h a t  ( 1 - 1 ( 3 ) )  = ( 1 ( 1 ) + 1 ( 2 ) )

d p L / d p l ( 1 )  = 0 ,  s i n c e  L i s  n o t  a  f u n c t i o n  o f  1 ( 1 ) .

- r t
dpH (d) / d p i  (1) = d p L / d p l  (1) = d p H / d p l  (1) e  

S i n c e  d p g / d p l ( l )  = g / l ( l )  ,  t h e n

( f h  (1) / I  (3) T) ♦ ( f h  (2) / L  (3) ) ♦ (k (1) - k  (3) ) h (3) =

( p q / l ( 1 ) ) - ( V k ( 1 ) + 1 )   (4 -7 )

(5) d p L / d p k ( 3 )  -  a (dpL /dpk*  (3) ) / d t  = 0 

d p L / d p k ( 3 )  = * 7 1 ( 3 )  -  l ( 3 ) h ( 3 )

d p L /d p k *  (3) =0 , s i n c e  L i s  n o t  a  f u n c t i o n  o f  k ' ( 3 ) .
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a ( d p L / a p k '  ( 3 ) ) / a t  = o

- r t
a p H ( a j / a p k t 3 )  = a p i / a p k t 3 )  = ( a p H / a p k ( 3 ) ) e  

H ence :

a V l ( 3 | - l ( 3 )  h{3) = 0  (4 -8 )

C6) a p L / a p i ( 3 )  -  a [ a p L / a p i *  (3) ) / a t  = o

a p L / a p l ( 3 ) =  ( V k ( 1 ) + 1 ) - ( a V k ( 3 )  ♦n|  + ( f h ( 1 ) / L ( 3 |  T) + ( f h  ( 2 ) / L  (3) I 

+ ( k ( 1 ) - k ( 3 ) ) h ( 3 )  

d p L / d p l *  (3) = 0 ,  s i n c e  L i s  n o t  a  f u n c t i o n  o f  1 * (3 )

a ( d p L / a p i *  ( 3 ) ) / a t  = o

Hence :

[ f h ( 1 ) / % , [ 3 ) T )  + ( f h ( 2 ) / L ( 3 ) ) + [ k [ 1 ) - k  [ 3 ) ) h ( 3 )  =

(m V k ( 3 ) + n ) - ( V k ( 1 )  + 1)  (U-9 |

R e w r i t i n g  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  E u l e r - L a  g r a n g e  e g u a t i o n s  t o ­

g e t h e r ,  o n e  h a s  t h e  f o l l o w i n g :

( p - h ( 1 ) )  ( 1 - a ) q / E  = r h ( 1 ) - h ' ( 1 )   (%-4a|

h ( 2 )  = r h f 1 ) - h *  (1|   (U-5|

( a g h ( 1 ) / k ( 1 ) )  + ( 1 - l ( 3 ) ) h ( 3 )  = ( a p g / k ( 1 )  ) - ? ( 1 - 1 ( 3 )  »

. . . . . . . . . . . . . . . ( 4 - 6 )

( f h  (1) / L  (3) T) ♦ ( f h  (2) / L  (3) ) + [ k ( 1 ) - k  (3) ) h (3) =

( p g / l ( 1 ) ) - ( V k ( 1 ) + 1 )   (4 -7 )

n V l ( 3 | - l ( 3 )  h(3) = 0  (4 -8 )

( f h ( 1 ) / l ( 3 ) T )  + ( f h ( 2 ) / L [ 3 ) )  + ( k [ 1 ) - k  ( 3 ) ) h ( 3 )  =

( m V k ( 3 ) + n ) - ( V k ( 1 ) + 1 )   (4 -9 )

From e q u a t i o n  (4 -8 )  o n e  o b t a i n s :

h ( 3 )  = +mV  (4-10)

From e q u a t i o n s  (4 -7 )  an d  (4 -9 )  one  o b t a i n s :

(m 7k (3 )+ n )  = p g / l ( l )   (4-11)
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E q u a t i o n  ;4-%a) show s  t h a t  t h e  c h a n g e  i n  t h e  p r o d u c t i o n  c o s t  

due  t o  t h e  c h a n g e  i n  t h e  n e t  r e s e r v e ,  an d  t h e  c h a n g e  i n  t h e  

v a l u e  o f  t h e  d e p o s i t  i n  t h e  f u t u r e ,  y i e l d  an  i n t e r e s t  r a t e  

on t h e  s c a r c i t y  r e n t  e g u a l  t o  r .  T h i s  c o n d i t i o n  c h a r a c t e r ­

i z e s  t h e  o p t i m a l  n e t  r e s e r v e  i n  s i t u  r e s o u r c e .  E q u a t i o n  

( h - 5 )  i n d i c a t e s  t h a t  when t h e  s t o c k  o f  t h e  r e s o u r c e  c a n  b e  

s u p p l e m e n t e d  by e x p l o r a t i o n ,  t h e  c h a n g e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  

d e p o s i t  y i e l d  a n  i n t e r e s t  r a t e  on t h e  s c a r c i t y  r e n t  e q u a l  t o  

r .  I n  t h i s  r e s p e c t ,  h ( 1 )  i s  i n t e r p r e t e d  t o  be  t h e  s c a r c i t y  

r e n t  and  h ( 2 )  t o  b e  t h e  m a r g i n a l  v a l u e  o f  i n f o r m a t i o n .  

E q u a t i o n  (h -6 )  show s  t h a t  u n d e r  t h e  op t im um  p r o d u c t i o n  and  

e x p l o r a t i o n ,  t h e  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  w i l l  be  e g u a l  t o  t h e  

m a r g i n a l  c o s t  o f  p r o d u c t i o n  p l u s  t h e  s c a r c i t y  r e n t .  E qua ­

t i o n  (h -11)  sh o w s  t h a t  t h e  v a l u e  o f  t h e  c a p i t a l  u s e d  i n  e x ­

p l o r a t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  v a l u e  o f  p e t r o l e u m  p r o ­

d u c e d .

To f i n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  h [ 1 )  and  h {2) ,  s u b s t i ­

t u t e  b (3 )  f ro m  e g u a t i o n  ( 4 - 1 0 )  i n t o  e g u a t i o n  ( 4 - 7 ) :

( f h  (1) / L  (3) T) + ( f h  (2) / L  (3) ) *m7 (k (1) - k  (3) ) = ( p g / 1  (1) ) -  

( V k ( l ) + 1 )

( f / L  (3) ) ( (h (1) / T )  +h (2) ) = ( p g / 1  (1) ) ( k ( 3 )  - k  (1) ) -  (Vk (1) +1)

( ( h ( 1 ) / T ) + h ( 2 ) )  = ( L ( 3 ) / f ) [ ( p g / l ( 1 ) ) + m V [ k [ 3 ) - k ( 1 ) ) -

( V k ( 1 ) + 1 ) )

( ( h ( 1 ) / T ) + h ( 2 ) )  = ( L ( 3 ) / f ) ( ( m v k ( 3 ) » n ) + m V k ( 3 ) -

V k [ l )  (m+1)-1)

( ( h ( 1 ) / T ) + h ( 2 ) )  = ( L ( 3 ) / f )  ( ( n - 1 )  ♦2m Vk(3)-Vk(1)  (mH)

........................(4-121
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To f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  h [ l ) ,  s o l v e  t h e  d i f f e r e n t i a l

e q u a t i o n  ( 4 - 4 a )  a s  f o l l o w s :

p ( l - a J q / B  = - h ' ( l )  + [ r + [ l - a ) q / B ) h ( i ) ,  o r

- p ( 1 - a ) q / K  = h ' [ l ) - ( r + [ 1 - a ) q / B ) h ( 1 )

The  s o l u t i o n  f o r  t h e  a b o v e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s :

-  [ r t +  (1 - a )  /  q /B  d t )  
h ( 1 ) e  = - p ( 1 - a )  / g / H  d t  . . . . . ( 4 - 1 3 ;

F u r t h e r  s u b s t i t u t e  h ( 2 )  f r o m  e q u a t i o n  (4 -5 )  i n t o  e q u a t i o n  

(4 - 1 2 )  :

(h (1) / T ) + r h  ( l ) - h '  (1) = (L(3)  / f )  ( ( n - 1 )  +2mVk(3) -V k (1 )  ( a + H  ) 

h* ( 1 ) - ( ( 1 / T ) + r ) h ( 1 )  = ( L ( 3 ) / f )  (7k (1) ( m + 1 ) - ( n - 1 ) - 2 m V k ( 3 ) |

The s o l u t i o n  f o r  t h e  a b o v e  d i f f e r e n t i a l  e g u a t i o n  i s :

- ( ( 1 / T )  + r ) t
h ( l ) e  = ( L ( 3 ) / f )  ; ( V k ( 1 ) ( m + 1 ) - ( n - 1 | -

2 nV k(3 ) )  d t  ......................................... (4 -14)

E q u a t i o n s  (4 - 1 3 )  and  (4 -1 4 )  a r e  i d e n t i c a l  i f  and  o n l y  i f  t h e  

BHS and  t h e  LHS t e r m s  o f  b o t h  e g u a t i o n s  a r e  e q u a l ,  n a m e l y :

- ( r t + ( 1 - a )  / q / a  d t )  - ( ( 1 / T ) + r ) t
e  = e  , and

- p ( 1 - a )  / q / B  d t  = ( L ( 3 ) / f )  /  ( V k ( l ) ( m + 1 ) - ( n - 1 ) -

2m 7k(3) )  d t  .................................... (4 -1 4 a )

To s o l v e  e g u a t i o n  ( 4 - 1 3 ) ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  t h e  a b o v e  

c o n d i t i o n s  h o l d .  H e n c e :

( r t + ( 1 - a )  / q / B  d t )  = ( ( 1 / T ) + r ) t

/  g /B  d t  = t / ( T ( l - a ) )   (4 -15)

S u b t i t u t i n g  t h e  a b o v e  r e s u l t  i n t o  e g u a t i o n  (4 -13)  one  o b ­

t a i n s :
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- [ r + [ 1 / T ) ) t  
h ( 1 ) e  = - p t / T

(r+  ( 1 / T ) ) t
b [1 )  = - [ p t / T ) e   (!»-16|

T h i s  i s  t h e  opt imum p a t h  o f  h ( 1 )  when e q u a t i o n  ( 4 - 1 4a) i s  

s a t i s f i e d .  To s o l v e  f o r  h ( 2 ) ,  f i r s t  t a k e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  

h ( l )  w i t h  r e s p e c t  t o  t :

( r + ( 1 / T ) ) t  ( r + ( 1 / T ) ) t
h ' [ l )  = - ( r + ; i / T ) )  ( p t / T ) e  - ( p / T ) e

(r+  ( i / T ) ) t
h ' ( 1 )  = - ( ( r + ( 1 / T ) ) t + 1 ) ( p / T ) e   ( 4 - 1 6 a |

Then s o l v e  h (2 )  by  s u b s t i t u t i n g  h* (1) and  h ( 1 )  a b o v e  i n t o  

e q u a t i o n  (4 - 5 )  :

h ( 2 )  = r h ( 1 ) - h *  (1)

( r + [ l / T ) ) t  [ r + ; i / r ) ) t
h ( 2 )  = ( ( r + ( 1 / T ) ) t + 1 )  ( p / T ) e  - ( r p t / T )  e

[ r + [ 1 / T ) ) t
h ( 2 )  = ( 1 + ( t / T ) ) ( p / T ) e   (4 -17)

To s o l v e  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  c o n s t r a i n t ,  d i f ­

f e r e n t i a t e  e q u a t i o n  ( 4 - 14a) w i t h  r e s p e c t  t o  t :  

d ( / q / R  d t )  / d t  = d ( t / ( 1 - a )  T ) / d t  

q /R  -  l / ( l - a ) T  o r  

a - a
& l ( l ) k ( l )  R = 1 / ( l - a ) T   (4 -18 )

R e c a l l  t h a t  t h e  c o n s t r a i n t  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s ;

a 1 - a
R* ♦ A l ( 1 ) k ( l )  R = 1 ( 3 ) C / L ( 3 )

b (k )  t
w h e re  C = z g B(k) ( 5 ,  j ) g ( j ) e



145

S u b s t i t u t e  e q u a t i o n  (4 - 1 8 )  i n t o  t h e  a b o v e  d i f f e r e n t i a l  e g u a ­

t i o n :

H* + H / ( 1 - a ) T  = 1 ( 3 ) C / L ( 3 )

The a b o v e  e g u a t i o n  i s  a  n o n - h o a o g e n e o u s  f i r s t  o r d e r  l i n e a r  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  S i n c e  i t  i s  a s su m e d  t h a t  t h e  t o t a l  

am o u n t  o f  w o r k e r s ,  L ,  i s  f i x e d ,  a n d  t h a t  o n l y  r e a l l o c a t i o n  

o f  w o r k e r s  i s  p o s s i b l e ,  t h e n  1 ( 3 ) / L ( 3 )  = 1 / 1  i s  a l s o  f i x e d ,

t h e  a b o v e  d i f f e r e n t i a l  e g u a t i o n  h a s  t h e  f o l l o w i n g  s o l u t i o n :

- t / ( l - a ) T
R = e  1 /1  ;  C d t

- t / ( 1 - a ) T  b ( k ) T
H=e r  E B(k) ( 5 , j ) g ( j )  (e  - 1 ) / b ( k ) L + R [ 0 )

.................................... (4 -19)

The a b o v e  e g u a t i o n  c a n  a l s o  be  w r i t t e n  a s :

.  - t / ( ( 1 - a ) / T )
R = ( f / L )  e  + R(0)  (4 -1 9 a )

N o te  t h a t  t h e  f u n c t i o n  R i s  n o t  c o n t i n u o u s  a t  t  = 0 ,  s i n c e  

t h e  f i r s t  t e r m  on t h e  BHS o f  t h e  a b o v e  e g u a t i o n  i s  a  d e ­

c r e a s i n g  f u n c t i o n  f o r  e v e r y  v a l u e  o f  t .  I n  o t h e r  w o r d s ,  when 

t  = 0 ,  R = R ( 0 ) ,  b u t  w h e n e v e r  t  > 0 ,  t h e  v a l u e  o f  a s u d d e n l y  

ju m p s  i n t o  a  v a l u e  e x p r e s s e d  i n  e g u a t i o n  (4 -19)  o r  ( 4 - 1 9 a ) • 

The v a l u e  o f  f  must b e  p o s i t i v e  a n d  r e s u l t s  i n  a p o s i t i v e  

p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  n e t  r e w a r d  f u n c t i o n ;  o t h e r w i s e  t h e  e x ­

p l o r a t i o n  v e n t u r e  i s  n o t  e c o n o m i c a l l y  f e a s i b l e  ( s e e  C h a p t e r  

3 on N e t  r e w a r d  f u n c t i o n ) .

S i n c e  t h e  f i r s t  t e r m  on t h e  RHS o f  e g u a t i o n  (4 - 1 9 )  i s  a 

d e c r e a s i n g  f u n c t i o n ,  i t  e v e n t u a l l y  b ecom es  v e r y  s m a l l ;  i t  

becom es  z e r o  o n l y  when t  i s  e g u a l  t o  i n f i n i t y .  H o w ev e r ,  f o r
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p r a c t i c a l  p u r p o s e s ,  i f  t h i s  t e r m  r e a c h e s  a  c e r t a i n  v a l u e  z ,  

w h e re  Z c a n  be  d e f i n e d  a s  t h e  am o u n t  o f  r e s e r v e  w h e re  t h e  

e x p l o t a t i o n  o f  w h ich  c a n  no l o n g e r  b e  p r o f i t a b l e ,  t h e  t e r m  

c a n  b e  a s su m e d  t o  b e  z e r o .  The v a l u e  o f  Z i s  d e t e r m i n e d  by 

t h e  r e c o v e r y  r a t i o .  S u p p o s e  t h a t  t h e  t i m e  a t  w h ich  t h e  

f i r s t  t e r m  o f  t h e  RHS o f  e g u a t i o n  (U-19)  b e co m e s  z e r o  i s  a t  

t  = T [ a ) ,  t h e n  a t  t h i s  p o i n t ,  t h e  n e t  r e s e r v e  R i s  e g u a l  t o  

H(0) and  C = 0 .  Then t h e  d i f f e r e n t i a l  e g u a t i o n  f o r  a ,  b e ­

com es  a  h o m o g en eo u s  f i r s t  o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e g u a ­

t i o n .  I t s  s o l u t i o n  i s ;

- t / ( 1 - a ) T
R = R [ 0 ) e  ,  f o r  t  > T ( a )   (« -20)

H e n c e ,  f o r  t  > T ( a )  t h e  d e p l e t i o n  p r o c e e d s  a c c o r d i n g  t o  

e g u a t i o n  ( « - 2 0 ) .  N o te  t h a t  t h e r e  i s  no r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  

T a n d  T ( a ) .  T (a) c a n  be  d e f i n e d  a s  t h e  t i m e  a t  w h ich  t h e

t o t a l  a m o u n t  o f  p e t r o l e u m  p r o d u c e d  i s  e g u a l  t o  t h e  t o t a l  am­

o u n t  o f  d i s c o v e r y .  And T i s  t h e  e s t i m a t e d  l e n g t h  o f  t i m e  

f o r  e x p l o r a t i o n .

One c a n  t h e n  c o n c l u d e  t h a t  f o r  0 < t  £  T ( a ) , t h e  o p t i ­

mum p a t h  f o r  R f o l l o w s  e q u a t i o n  ( « - 1 9 ) ,  and  f o r  t  > T ( a ) ,  i t  

f o l l o w s  e g u a t i o n  ( « - 2 0 ) .  I n  g e n e r a l  t h e r e  i s  a  k i n k e d  p o i n t  

on t h e  p a t h  f o r  R a t  t  = T ( a ) .

T h e r e  a r e  f o u r  p o s s i b l e  d e p l e t i o n  c a s e s ,  n a m e l y :

(1) When g < s ;

(2) When g = s ;

(3) When g > s ;

(«) when s  = 0 ( n o  d i s c o v e r y  )
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F o r  t h e  sam e  am oun t  o f  t o t a l  d i s c o v e r y ,  t h e  t i m e  f o r  com­

p l e t e  e x h a u s t i o n ,  T ( 1 ) ,  i s  t h e  g r e a t e s t  i n  c a s e  ( 1 ) .  A l s o
t

t h e  t i m e  T (a )  i s  t h e  l o n g e s t  i n  c a s e  ( 1 ) .  N o te  t h a t  T ( a )  = 0  

i n  c a s e  ( 4 ) ,  s i n c e  t h e r e  i s  no  d i s c o v e r y .

To s o l v e  f o r  k ( 1 )  s u b s t i t u t e  h (3 )  f r o m  e g u a t i o n  (4 -1 0 )  

an d  h (1 )  f r o m  e g u a t i o n  (4 -16 )  i n t o  e g u a t i o n  ( 4 - 6 ) :

( a g / k  (1) ) (p -h  (1) ) = V ( 1 - 1  (3) ) +mv ( 1 - 1  (3) )

( a g / k ( l ) )  ( p - h ( i ) )  = V ( 1 - 1 ( 3 )  )(1+m) 

k ( i )  = ( a g ( p - h ( i ) ) / ( V ( 1 - l ( 3 ) ) ( 1 + m ) )

( r + ( 1 / T ) ) t
k ( l )  = ( a p g ) ( 1 + ( t / T ) ) e  / ( V ( 1 - l ( 3 ) ) ( 1 + m ) )

 [%-21 |

To s o l v e  f o r  k ( 3 )  s u b s t i t u t e  h ( 1 )  f rom  e g u a t i o n  (4 -1 6 )  i n t o  

e g u a t i o n  ( 4 - 1 4 ) ,  o n e  o b t a i n s :

- p t / T  = ( L ( 3 ) / f )  I  (Vk(1) ( m + 1 ) - ( n - 1 ) - 2 m V k ( 3 ) )  d t  

D i f f e r e n t i a t e  t h e  a b o v e  e g u a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t :

- p / T  = ( L ( 3 ) / f >  (7k (1) ( m + 1 ) - ( n - 1 ) - 2 m 7 k ( 3 ) )

- ( f p / L ( 3 ) T )  = 7 k ( 1 ) ( m + 1 ) - ( n - 1 ) - 2 m V k ( 3 )

S u b s t i t u t e  t h e  v a l u e  o f  k (1 )  f r o m  e g u a t i o n  (4 -21 )  i n t o  t h e  

a b o v e  e g u a t i o n :

( r + ( 1 / I ) ) t
-  ( f  P / L  (3) T) = (ap g  (1+ ( t / T )  ) e  / ( 1 - 1  ( 3 ) ) ) -  (n -1  )

-2mVk(3)

( r + ( 1 / I ) ) t
k (3 )  = [ a p g ( l + ( t / T ) ) e  / 2 m V ( l - l (3) ) ) +

( f p / 2 L  (3) T) -  (n -1 )  /2mV ....................................... (4 -22 )

To s o l v e  f o r  1 ( 1 ) ,  u s e  e g u a t i o n  ( 4 - 1 1 ) :

(mVk(3)+n) = p g / l ( i )

1 ( 1 )  = p g / ( m V k ( 3 )+ n )  ....................................... (4 -23)
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S u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e  o f  k (3 )  f r o m  e g u a t i o n  (4 -2 2 )  i n t o  

e g u a t i o n  ( 4 - 2 3 ) ,  o n e  o b t a i n s :

( r f  (1 /1 )  ) t
1 ( 1 )  = 2 p T L ( 3 ) q ( 1 - l ( 3 ) ) / ( a L T L ( 3 ) g ( 1 * ( t / T ) ) e

+ f p ( 1 - l ( 3 ) )  + (n -1 )  ( 1 - 1 ( 3 ) ) I L ( 3 ) )  ...................(4-24)

E g u a t i o n  ( 4 - 2 1 ) ,  ( 4 - 2 2 )  ,  and  (4 -2 4 )  p r o v i d e  t h e  opt imum s o ­

l u t i o n s  f o r  k ( l ) ,  k ( 3 ) ,  a n d  1 ( 1 ) ,  i n  t e r m s  o f  g ,  t ,  and

1 ( 3 ) .  To s o l v e  f o r  g ,  t a k e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  B w i t h  r e s p e c t  

t o  t  f r o m  e g u a t i o n  ( 4 - 1 9a) and  ( 4 - 2 0 ) :

- t / ( T ( l - a )  )
B» = - f e  / ( T L ( l - a ) ) ,  ( f ro m  ( 4 - 1 9 a ) )

- t / ( T ( 1 - a )  )
a* = - B ( 0 ) e  / ( T ( 1 - a ) ) ,  ( fo rm  ( 4 - 2 0 ) )

S u b s t i t u t e  t h e  a b o v e  r e s u l t s ,  e a c h  i n t o  t h e  c o n t r a i n t  e g u a ­

t i o n :  B* = s  -  g ,  o r  H* = ( f / L I ) - g ,  one o b t a i n s :

- t / ( T ( l - a ) )
g = ( f /L T )  ( U e  / ( 1 - a ) ) ,  0 < t  < T(a )

(4-25)

- t / ( T ( 1 - a ) )
g = R ( 0 ) e  / ( T ( 1 - a ) ) ,  t  > T (a )  ............. (4 -2 5 a )

R e c a l l  t h a t  t h e  e g u a t i o n s  f o r  k ( 1 ) ,  k ( 3 ) ,  and  1 (1 )

s t i l l  c o n t a i n  1 (3 )  a s  i t s  v a r i a b l e .  S i n c e  t h e r e  a r e  o n l y  

t h r e e  e q u a t i o n s ,  n a m e l y  e g u a t i o n s  ( 4 - 6 ) ,  ( 4 - 7 ) ,  and  ( 4 - 9 ) ,

t o  s o l v e  f o r  k ( l ) ,  k (3) ,  1 ( 1 ) ,  and  1 ( 3 ) ,  t h e n  o n e  i s  f o r c e d  

t o  a s s u m e  a c o n d i t i o n  f o r  t h e  v a r i a b l e  1 (3 )  .  I f  1 (3 )  i s  a s ­

sumed t o  b e  a n  e z o g e n e o u s  v a r i a b l e ,  t h e n  t h e  s y s t e m  can  be  

s o l v e d .  The c o n t r o l  v a r i a b l e s  k ( 1 ) ,  k ( 3 ) ,  and  1 (1 )  c a n  be 

s o l v e d  by  e g u a t i o n s  ( 4 - 2 1 )  ,  (4 -22 )  ,  and ( 4 - 2 4 ) ,  r e s p e c t i v e ­

l y .  N o t e  t h a t  one  n e e d s  t o  s u b s t i t u t e  t h e  v a l u e s  o f  g f rom
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e q u a t i o n s  ( 4 - 2 5 )  a n d  ( 4 - 2 5 a )  i n t o  e q u a t i o n s  ( 4 - 2 1 ) ,  ( 4 - 2 2 ) ,

and  (4 - 2 4 )  f o r  t h e  a p p r o p r i a t e  t i m e  p e r i o d s ,  i n  o r d e r  t o  

s o l v e  f o r  t h e  o p t im um  p a t h s  o f  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e s .  

H e n c e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  a s s u m e  1 ( 3 )  a s  an e z o g e n e o u s  v a r i ­

a b l e  i n  o r d e r  t o  p r o v i d e  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m .  One m u s t  

t h e n  i n t e r p r è t e  t h e  p r o b l e m ,  t h a t  f o r  e a c h  v a l u e  o f  1 ( 3 ) ,  

t h e r e  i s  o n e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  t o  s o l v e .  The s o l u t i o n s  

f o r  t h e  s t a t e  a n d  c o n t r o l  v a r i a b l e s  o b t a i n e d ,  m a z i m i z e  t h e  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n a l  o f  t h a t  p a r t i c u l a r  p r o b l e m .

4 . 3 . 2  The Ev a l u a t i o n  o f  The R e s u l t s  

The r e s u l t s  c a n  be  s u m m a r i z e d  a s  f o l l o w s :

(1) The  s t a t e  v a r i a b l e s :

- t / ( ( 1 - a ) / T )
B = ( f / L ) e  + R ( 0 ) ,  f o r  0 < t  < T (a )

- t / ( 1 - a ) T  
R = B ( 0 ) e  ,  f o r  t  > T (a )

S = ( f / L )

(2) The c o n t r o l  v a r i a b l e s :

( r + ( 1 / I ) ) t
k (1 )  = (apq)  ( 1 + ( t / T ) ) e  / ( V ( 1 - l ( 3 ) ) ( 1 + m ) )

[ r + ( 1 / T ) ) t
k (3 )  = ( a p q ( 1 + ( t / T ) ) e  / 2 m V ( 1 - l ( 3 ) ) )  +

( f p / 2 L  (3) T) -  (n -1 )  /2mV

( r f  ( 1 / 1 ) ) t
1 ( 1 )  = 2 p T L ( 3 ) q ( 1 - l ( 3 ) ) / ( a L T L ( 3 ) q ( U ( t / T ) ) e  

+ f p ( 1 - l [ 3 ) ) + [ n - 1 )  ( 1 - 1 ( 3 ) ) T L ( 3 ) )

(3) The c o s t a t e  v a r i a b l e s :

( r+  (1 /T)  ) t
h ( 1 )  = - ( p t / T ) e
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( r + ( 1 / T ) ) t
h [2) = ( i + [ t / T ) ) : p / T ) e

h (3) = mV

The  m o d e l  r e q u i r e s  t h a t  K and  L a r e  c o n s t a n t  o v a r t i a e ,  

and  t h a t  1 ( 3 )  b e  an e z o g e n e o u s  v a r i a b l e .  Each  v a l u e  o f  1 ( 3 )  

p r o v i d e s  a  s e p a r a t e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m .  A l s o  i t  i s  a s s u m e d  

t h a t  k ( l )  = k (2) .  T h e s e  r e s t r i c t i o n s  a r e  n e c e s s a r y  i n  o r d e r  

t o  s o l v e  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  a n d  p r o v i d e  f e a s i b l e  s o l u ­

t i o n s .

The n e t  r e s e r v e  B, c h a n g e s  n e g a t i v e  e x p o n e n t i a l l y  o v e r ­

t i m e .  H o w ev e r ,  a  d i s c o v e r y  d e l a y s  t h e  t i m e  o f  c o m p l e t e  e x ­

h a u s t i o n  T ( 1 ) .  Due t o  a  d i s c o v e r y ,  t h e  n e t  r e s e r v e  c h a n g e s  

b e tw e e n  t  = 0 a n d  t  = T ( a )  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 - 1 9 ) .  At 

t  = T ( a ) ,  when t h e  t o t a l  am oun t  o f  t h e  d i s c o v e r y  i s  e g u a l  t o  

t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  t h e  r e s o u r c e  u s e d ,  t h e  n e t  r e s e r v e  b e ­

g i n s  t o  c h a n g e  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  (4 -20)  .  At t h i s  s t a g e ,  

t h e  e f f e c t  o f  d i s c o v e r y  on  d e p l e t i o n  no l o n g e r  e x i s t  and  t h e  

r e s o u r c e  b e g i n s  t o  d e p l e t e .  I n  g e n e r a l ,  t h e  optimum p a t h  o f  

t h e  n e t  r e s e r v e  makes  a  k i n k e d  p o i n t  a t  t  = T ( a ) .  F i g u r e  4 - 1  

shows  t h e  opt imum p a t h s  f o r  R i n  t h e  f o u r  p o s s i b l e  c a s e s ,  

n a m e ly  when q < s ,  q = s ,  q > s ,  a n d  s  = 0.
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F i g u r e  4 - 2  i n d i c a t e s  t h e  op t im um  p a t h  f o r  g ,  a t  0 (  t  < T ( a ;  

and  a t  t  > T ( a ) .

T(a) is the time at which the 
total amount of petroleum pro­
duced is equal to the total a- 
mount of discovery;
T(l) is the time of complete 
exhaustion;
(1) q < ss
(2) q s s
(3) q > s
(4) s s 0
R is the net reserve.

TCllg T(a)

is the time.

F i g u r e  4 - 1 :  The Optimum P a t h  f o r  B
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Legend: T(a) is the time at Mhich the 
' total amount of petroleum pro­
duced is equal to the total a- 
amount of discovery;
T(l) is the time of complete 
exhaustion.q is the production of petroleum 
per unit of time, 
t is the time.

f/LT -

T(a) T(l)

F i g u r e  4 - 2 :  The Optimum P a t h  f o r  g
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l o  i e c i v e  t h e  g r a p h  f o r  t h e  op t im um  p a t h  f o r  k [ 1 ) ,  one  

h a s  t o  e v a l u a t e  t h e  v a l u e :

( r + [ l / T ) ) t
g ( 1 + ( t / T ) ) e

F o r  0 < t  < . T ( a ) ,  t h e  v a l u e  o f  g c o n t a i n s  a  c o n s t a n t  ( s e e

e q u a t i o n  ( 4 - 2 5 ) ) ;  a l t h o u g h  q i s  a c t u a l l y  d e c r e a s i n g ,  t h e

a b o v e  m u l t i p l i c a t i o n  may be  i n c r e a s i n g .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,

t h e n  k[1)  i s  i n c r e a s i n g  a t  0 < t  ^ T ( a ) .  F o r  t  > 1 ( a ) ,  t h e

r e s u l t i n g  e x p o n e n t i a l  m u l t i p l i c a t i o n  i s :

( r + ( i / T ) - l / ( T ( l - a ) ) ) t  
e ( l  + ( t / T ) )

I f  r I + 1  < 1 / ( 1 - a ) ,  t h e n  t h e  a b o v e  m u l t i p l i c a t i o n  i s  d e c r e a s ­

i n g .  The v a l u e  o f  t / T  I n c r e a s e s  l e s s  t h a n  t h e  e x p o n e n t i a l  

d e c r e a s e  a t  l a r g e r  t .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  t h e n  k ( i )  d e ­

c r e a s e s  a t  t  > T ( a ) .  F i g u r e  4 - 3  s h o w s  a p o s s i b l e  optimum 

p a t h  f o r  k ( 1 ) .  H ow ever ,  i f  rT+1 > 1 / ( 1 - a ) ,  t h e  k ( 1 )  w i l l  be  

i n c r e a s i n g  a t  t  > T ( a ) .
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The t r e n d  o f  t h e  o p t i a a c  p a t h  f o r  k [ 3 )  i s  s i m i l a r  t o  t h e  one  

f o r  k ( 1 ) ;  F i g u r e  4 - 4  s h o w s  t h e  op t im um  p a t h  f o r  k ( 3 ) .

k(l)

Legend: T(a) is the time at which the 
total amount of petroleum pro­
duced is equal to the total a- 
mount of discovery. k(l) is the capital-labor ratio
in the production of petroleum, 
t is the time.

k(l)

T(a)

F ig u re  4 -3 :  The Optimum Path f o r  k(1)
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k(3)

Legend: T(a) is the time at tihich the 
total amount of petroleum pro­
duced is equal to the total a- 
mount of discovery*
k(3) is the capital-labor ratio 
in exploration, 
t is the time.

k(3)

T(a)

F ig u r e  4-<i: The Optimum Path f o r  k(3)
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S i n c e  k ( 3 )  m us t  b e  p o s i t i v e ,  t h e n  i t  i s  r e g a i n e d  t h a t :  

( r + ( 1 / T ) ) t
( a p q ( 1  + ( t / T ) ) e  / C 1 - I ( 3 ) ) ) + ( f p / L ( 3 ) T )  > ( n - 1 |

H o w ev e r ,  s i n c e  f  c o n t a i n s  t h e  r e w a r d  v e c t o r  a n d  n i s  o n l y  a 

f u n c t i o n  o f  t h e  M arkov  p r o c e s s ,  t h e n  i t  i s  l i k e l y  t h a t

f f p / L [ 3 ) T )  > ( n - 1 ) ,  a n d  s o  k (3) i s  d e f i n i t e l y  p o s i t i v e -
“ *•

The e q u a t i o n  f o r  1 ( 1 )  s h o w s ,  t h a t  s i n c e  q i s  d e c r e a s ­

i n g ,  t h e  n o m i n a t o r  o f  t h e  e q u a t i o n  i s  d e c r e a s i n g  f o r  a l l  t .  

F o r  0 < t  < T ( a ) ,  t h e  f i r s t  t e r m  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  t h e  

e q u a t i o n  f o r  1 (1 )  i n c r e a s e s  ( s e e  e v a l u a t i o n  f o r  k ( 1 ) ) ;  c o n ­

s e q u e n t l y ,  s i n c e  t h e  n o m i n a t o r  d e c r e a s e s  a n d  t h e  d e n o m i n a t o r  

i n c r e a s e s ,  1 (1 )  m us t  b e  d e c r e a s i n g  a t  0 < t  < T ( a ) .  F o r  t  > 

T ( a ) ,  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  t h e  e q u a t i o n  f o r  1 ( 1 )  may d e c r e a s e  

o r  i n c r e a s e -  H o w ev e r ,  i f  i t  d e c r e a s e s ,  t h e n  t h e  r a t e  o f  d e ­

c r e a s e  o f  t h e  n o m i n a t o r  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  one  o f  t h e  d e n o ­

m i n a t o r .  T h i s  c a n  b e  shown a s  f o l l o w s :

The e x p o n e n t i a l  p ow er  o f  t h e  n o m i n a t o r  i s  - t / ( T Î 1 - a ) ) ,  

w h i l e  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  i s  - t / ( T ( 1 - a ) ) + ( r + ( 1 / T ) ) t .  s i n c e  r  

a n d  T a r e  p o s i t i v e ,  t h e n  t h e  e x p o n e n t i a l  pow er  o f  t h e  nom i­

n a t o r  i s  n e g a t i v e l y  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  d e n o m i n a t o r -  

T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  r a t e  o f  d e c r e a s e  o f  t h e  n o m i n i n a t o r  i s  

g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  d e n o m i n a t o r -  C o n s e q u e n t l y ,  1 (1 )  d e ­

c r e a s e s  a t  t  > T ( a ) - F i g u r e  h - 5  sh o w s  a n  opt imum p a t h  £ o r  

1 (1) .
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1( 1)

Legend: T(a) is the time at which the 
total amount of petroleum pro­
duced is equal to the total a- 
mount of discovery, 
t is the time.
1(1) is the amount of labor 
used in production relative 
to the total amount of labor 
used in a venture.

1( 1)

T(a)

F ig u r e  %-5: The Optimum Path f o r  1 (1 )
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The a b o v e  e v a l u a t i o n s  f o e  k ( 1 ) ,  k ( 3 ) ,  an d  1 ( 1 |  i n d i c a t e  

t h a t  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  f o r  p r o d u c t i o n  i s  i n c r e a s i n g  u n t i l  

t h e  n e t  r e s e r v e  l e f t  i s  e q u a l  t o  t h e  i n i t i a l  r e s e r v e .  A f t e r  

t h i s  p o i n t ,  t h e  c a p i t a l  u s e d  f o r  p r o d u c t i o n  may i n c r e a s e  o r  

d e c r e a s e .  I f  a t  t  > T ( a ) ,  k ( 1 )  a c t u a l l y  d e c r e a s e ,  a n d  i t s  

r a t e  o f  d e c r e a s e  i s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  1 ( 1 ) ,  t h e  u s e  o f  

c a p i t a l  o v e r  t h i s  p e r i o d  d e c r e a s e s .  o t h e r w i s e ,  t h e  u s e  o f  

c a p i t a l  m u s t  i n c r e a s e .

The u s e  o f  c a p i t a l  f o r  e x p l o r a t i o n  i n c r e a s e s  a t  3 < t  

T ( a ) ,  b e c a u s e  more  i n t e n s i v e  e x p l o r a t i o n  m e t h o d s  h a v e  t o  b e  

u s e d  a s  i t  a p p r o a c h e s  a  d i s c o v e r y .  I n  g e n e r a l ,  more i n t e n ­

s i v e  e x p l o r a t i o n  m e th o d s  a r e  more  c a p i t a l  i n t e n s i v e ,  h e n c e  

t h e y  r e q u i r e  m ore  c a p i t a l .  At t  > T ( a ) ,  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  

may i n c r e a s e  o r  d e c r e a s e .  I f  k ( 3 )  a c t u a l l y  d e c r e a s e s ,  an d  

s i n c e  1 (3 )  i s  g i v e n ,  t h e n  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  i n  e x p l o r a t i o n  

a t  t  > T (a )  m u s t  d e c r e a s e .  H o w ev e r ,  i f  one  i m p l i e s  t h a t  no 

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  e x i s t  a t  t  > T ( a ) ,  t h e n  t h e  u s e  o f  

c a p i t a l  s t o p s  a t  t  = T ( a ) .  N o t e  t h a t  i n  t h e  c o m p u t a t i o n  f o r  

t h e  d i s c o u n t e d  p r o f i t  t h a t  w i l l  be  p r e s e n t e d  i n  t h e  n e x t  

s e c t i o n ,  o n e  a s s u m e s  t h a t  e x p l o r a t i o n  s t i l l  p r o c e e d s  a t  t  > 

T ' a )  b u t  w i t h  no p o s s i b l e  d i s c o v e r y .  I n  s u c h  c a s e  one  m u s t  

e x t e n d  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  a t  t  > T ( a ) .

The c o s t a t e  v a r i a b l e  h ( i )  i s  n e g a t i v e  and  i t  c a n  b e  i n ­

t e r p r e t e d  a s  t h e  s c a r c i t y  r e n t ,  namely  t h e  u s e r  c o s t  o f  t h e  

m a r g i n a l  u n i t  b e i n g  e x t r a c t e d  a t  a n y  p o i n t  o f  t i m e .  The 

u s e r  c o s t  i s  d e f i n e d  a s  t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  a l l  f u t u r e  s a -
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o r i f i c e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  a  p a r t i c u l a r  u n i t  o f  i n -  

s i t u  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  (Howe, 1 9 7 9 ;  p . 7 8 ) .  H enca  h (1 )  i s  

b a s i c a l l y  a  c o s t  a n d  s o  i t  h a s  a  n e g a t i v e  s i g n .  The v a l u e  

o f  h (1 )  i n c r e a s e s  n e g a t i v e l y  o v e r t i m e .  The m u l t i p l i e r  h{3) 

i s  p o s i t i v e  a n d  c o n s t a n t ;  i t  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  s h a ­

dow p r i c e  f o r  t h e  o v e r a l  c a p i t a l .  T he  c o s t a t e  v a r i a b l e  h (2 )  

i s  p o s i t i v e  a n d  i s  i n c r e a s i n g  e x p o n e n t i a l l y .  T h i s  c o s t a t e  

v a r i a b l e  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  m a r g i n a l  v a l u e  o f  t h e  i n ­

f o r m a t i o n  r e s u l t e d  f r o m  e x p l o r a t i o n  (Howe, 1 9 7 9 ,  p p . 2 1 8 -  

2 1 9 ) .  I t s  v a l u e  i n c r e a s e s  o v e r t i m e  a s  e x p l o r a t i o n  becom es  

more d i f f i c u l t  a s  i t  a p p r o a c h e s  a  d i s c o v e r y  o r  a f t e r  a d i s ­

c o v e r y  h a s  b e e n  made.
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F i g u r a  4 - 6  s h o w s  an op t im um  p a t h  f o r  h ( 1 ) «  h ( 2 ) .

h ( i ) ,  h(2)
h(2)

Legend:
h(l) is the scarcity rent. 
h(2) is the marginal value of 

information, 
t is the time.

h(l)

F i g u r e  4 - 6 :  The  Optimum P a t h  f o r  t h e  C o s t a t e  V a r i a b l e s
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4 . 3 . 3  I h e  B i s c o o n t e â  T o t a l  ££S£i&

F i n a l l y  o n s  c a n  com pu te  t h e  d i s c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t  by s u b ­

s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  f o r  q ,  k ( 1 ) ,  a n d  k(3 )  i n t o  t h e  o b j e c ­

t i v e  f u n c t i o n a l .  The o b j e c t i v e  f u n c t i o n  becom es  a  f a c t i o n  

o f  t  and  t h e  i n t e g r a t i o n  c a n  t h e n  b e  p e r f o r m e d .  The compu­

t a t i o n  f o r  t h e  d i s c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t  i s  a s  f o l l o w s :

R e c a l l  t h a t  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s :

j  ^ ^ ( p q - ( 7 k ( 1 ) + 1 ) ( 1 - l ( 3 ) ) -  E Z B ( k ) ( 5 , j ) l ( 3 )
0 J K

b ( k ) T
( a ( j ) 7 k ( 3 ) + c ( j ) ) / 6 ( j )  ( e  - 1 ) ) i t  

Compute  t h e  a b o v e  i n t e g r a l  t e rm  by t e r m .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  

t h e  e x p l o r a t i o n  s t i l l  c o n t i n u e  a t  t  > T [ a ) ,  e v e n  w i t h o u t  any  

p o s s i b l e  d i s c o v e r y .  One m u s t  n o t e  t h a t  f o r  t h e  f o l l o w i n g  

c o m p u t a t i o n ,  any  t e r m  c o n t a i n i n g  q must b e  e v a l u a t e d  f o r  t h e  

f o l l o w i n g  v a l u e s  o f  q :

- t / ( T ( 1 - a ) )
q = ( f /L T )  ( U e  / ( 1 - a ) ) ,  0 < t  ^  T (a )

( s e e  e q u a t i o n  ( 4 - 2 2 ) ) ,  and  :

- t / ( T ( 1 - a ) )
q = (R ( 0 ) / ( T ( 1 - a )  ) ) e ,  t  > T(a)

( s e e  e q u a t i o n  ( 4 - 2 5 a ) ) .

The c o m p u t a t i o n s  a r e  a s  f o l l o w s :

( 1 ) e  pq d t  = e  pq d t  + e  pq i t
T(a)

h pqe  d t ;  B pqe
• T(a)

J/-J - r t  - ( 1 + ( 1 - a )  r T ) t / ( T ( l - a )  )
A = ( f p / L T ) r ^  (e +e ) i t

0

- r T ( a )  - c T ( a )
A = ( f p /L T )  ( ( ( 1 - e  ) / r )  + ( ( l - e  ) / c ) )



( ( 1 / 3 )

l)   ̂ 3 r t . / ( (  ( B- l )  ( l  + n ) l ) / ( 0 ) H B }  = (Z)S
( ( e - i ) l ) / 3 % -

M i
3p ( i ) 3 ^ j  ( ( e ) T - t )  A = ( z ) a

( 6 Z - k ) ..................................

( ( t -  a )  -  a ( i / ( B ) i )  + ( 9
I / ( ï ) l  I / ( a ) l  ( ( B - i ) x ) / ( ® } I B -

- l ) l ( B - i ) + ( i -  a ) l )  ( ( (■■n)n) /3^)  = ( i )a
X/  ( t )  X

3P ( ( X / 3 ) + l )

( ,  , . 84 a)n, . / ( ( (m+l)xi ) /3e:  = ( l ia
( ( e - l ) X ) / 3 c -  X/3

3P^^ ( E ) T - l )  A = ( I )  a

m  ,
(3P (1)%^^ a  4 3P ( l i % ^ ^  a ^ j j / )  ( ( e ) T - L )  A = a

3P (1)%^^ a^^)/ ( ( E ) T - t )  A = a 

l 8 Z - h ) " " "  3 / (  . a - i ) l ( E ) T - l )  = 3P a _ ^ / ( ( E ) i - i ) = o
( l i x a -  3 J -

3P ^ m / ( ( E i  1 - l i  4 3p ( i i % ^ ^  a ( ^ j / A ( ( E i T - l i

= 3 p ( ( E ) T - l i ( l 4 ( i i % A ) ^ ^  a  ( t ) /  (Z)

(e 4 ¥) = 3P

:e su s H

(A Z -f t i ............... (,  a -  a)  ( ( ( c - i i i 3 ) / ( o i a d i  = a
( l ) X 3 -  (a)X3-

m i  (e )l
3 P ^ g  3 ( ^ ) / ( ( ( « - l ) X ) / ( 0 )  adi  = 3P^^ aBd a

( ( e - l ) X ) / ( X 3 ( e - l ) + l )  = D ajaqii

( 9 Z - t i i ..........................

Z9l
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- a T  (a) /  ( T p ~ a )  J
2 (2 )  = ( a R ( 0 ) / ( T ( m + 1 ) ( 1 - a ) ) ) ( ( e

- a T [ 1 ) / [ T [ 1 - a ) )  
e  ) ( 1 - a ) ( ( T + 1 ) / a ) + [ T ( 1 )

- a T ( l ) / ( T ( 1 - a ) )  - a T ( a ) / ( T ( 1 - a ) )
e  - T ( a ) e  ) / T )

.................................... (%-30|

2 = 2 ( 1 ) + E ( 2 )

/ ( l ) g  ^ ^ ( V K ( 1 )+ 1 )  ( 1 - 1 ( 3 ) )  i t  = D*E = D+E(1)+E(2)

(3) e  ^ ^ 1 ( 3 )  (mVk(3)+n) d t  =

m V l(3) /^^^e  ^ ^ k ( 3 )  d t  ♦ n l ( 3 ) / ^ ^ ^ e  d t
0 0

T(i) - r t  - c T ( l )
F = n l ( 3 ) / " J e  d t  = ( n l  ( 3 ) / r )  ( 1 - e  ) ...............C'4-31)

0

3 = m V l(3) /^^^e  * ^ \ ( 3 )  d t
0

5 = ( a p l ( 3 ) / 2 ( l - l ( 3 ) ) )  ( t / T ) )  i t

( a l ( 3 ) / 2 )  ( ( f p / L ( 3 ) T ) - n  + 1 )y%^e a t )

5 (1 )  = ( a l ( 3 ) / 2 )  ( ( f p / L C 3 ) T ) - n f 1 )  d t )

- c T ( 1 )
3 (1 )  = ( a l ( 3 ) / 2 ) ( ( E p / L ( 3 ) T ) - a + 1 ) ( 1 - e  ) . . . ( ’4 -32 )

t / T
' e

0 

0

t / T

3(2 )  = ( a p l ( 3 ) / ( 2 ( 1 - l ( 3 ) ) )  ( ; ^ ^ e ^ / ^ g ( 1 + [ t / I ) )  dt) 

3(2 )  = ( a p l ( 3 ) / ( 2 ( 1 - l ( 3 ) ) )  ( t / r ) ) d t  +

e  g ( l + ( t / T ) ) d t )
T(a)

T(a) t / T
3(3 )  = ( a p l ( 3 ) / ( 2 ( 1 - l ( 3 ) ) )  ( / ' * e  g ( 1 + ( t / T ) )  d t )

I  ( a ) / T
3(3 )  = ( a p l ( 3 )  f / ( 2 L T ( 1 - l ( 3 )  ) )  ( T ( e  -1 )  + ( 1 - a ) :
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- a T ( a ) / I T ( l - a ) )  T ( a ) / X
( 1 - e  ) / a  ♦ ( T ( a ) / T ) e

T (a) / T
(e  - 1 ) )   (4-33)

t / X
3 ( 4 )  = ( a p l ( 3 ) / ( 2 ( 1 - l ( 3 ) ) ) ( J * % e  g [ 1 + ( t / T ) )  i t )

Ka)
- a X ( a ) / ( X ( 1 - a ) )

G (4) = ( a p l ( 3 ) R ( 0 ) / ( 2 X ( 1 - i r 3 ) )  ( 1 - a )  (e

- a X ( 1 ) / ( T ( 1 - a ) )  
e  ) ( X + 1 ) [ ( 1 - a ) / a ) + ( 1 / X ) ( X ( 1 )

- a T ( 1 ) / ( T ( 1 - a ) )  - a T ( a ) / ( I  (1 -a )  )
e  - X ( a ) e  ) I

.....................................(4-34)

3 (2 )  = G(3)+G(4)

G = G (1 )+ G (2 )  = G ( 1 ) +3 ( 3 ) +G (4)

H e n ce :

/  l ( 3 ) ( m V k ( 3 ) + n )  d t  = F+G = F + G ( 1 ) + G ( 3 ) + 3 ( 4 |

Xhe maximum d i s c o u n t e d  t o t a l  p r o f i t  i s :

J  = (A+B) -  (D+E) -  (F+G)

J  = (A+B) -  (D + E (1 )+ E (2 ) )  -  ( F + G ( 1 ) + G ( 3 ) + 3 ( 4 ) )

4 . 3 . 4  The Mo d e l  R e v i s i t e d

The a n a l y s i s  h a s  a s su m e d  t h a t  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e ­

um and  t h e  s t a t e  o f  t e c h n o l o g y  a r e  c o n s i d e r e d  c o n s t a n t .  Un­

d e r  s u c h  a s s u m p t i o n s  s e v e r a l  c o n c l u s i o n s  h a v e  b e e n  d rawn 

f rom  t h e  m o d e l . S u p p o s e  o n e  w e re  t o  asic t h e  q u e s t i o n :  w h a t

i n f e r e n c e s  c a n  b e  d raw n  f r o m  t h e  m o d e l  i n  t h e  c a s e  o f  an  e x -  

o g e n a o u s l y  d e t e r m i n e d  p r i c e  c h a n g e  o r  t e c h n o l o g i c a l  c h a n g e  ? 

S e v e r a l  i n f e r e n c e s  on  t h e  s h o r t  r u n  e f f e c t s  o f  s u c h  c h a n g e s  

c a n  be  d raw n  f rom  t h e  m o d e l .
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F i r s t ,  s u p p o s e  t h e r e  i s  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  p r i c e  o f  p e ­

t r o l e u m ;  t h e n  t h e  f o l l o w i n g  i n f e r e n c e s  a b o u t  t h e  s t a t e ,  c o n ­

t r o l ,  an d  c o s t a t e  v a r i a b l e s  c a n  b e  d raw n  a s  f o l l o w s :

(1) E q u a t i o n  ( t t -22)  f o r  t h e  e x p l o r a t i o n  c a p i t a l  l a b o r  

r a t i o  k [ 3 )  i n d i c a t e s  t h a t  k ( 3 )  i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  

p r i c e  o f  p e t r o l e u m  p .  H en ce ,  a s  p i n c r e a s e s ,  o t h e r  t h i n g s  

r e m a i n  t h e  s am e ,  t h e n  k ( 3 )  i n c r e a s e s .  S i n c e  1 ( 3 )  i s  e x o g e n e -  

o u s l y  d e t e r m i n e d  an d  i s  c o n s i d e r e d  f i x e d ,  t h e  a m o u n t  o f  c a ­

p i t a l  b e i n g  u s e d  i n  e x p l o r a t i o n  i n c r e a s e s  a s  k ( 3 )  i n c r e a s e s  

due  t h e  i n c r e a s e  i n  p .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  e x p l o r a t i o n  a f f o r t s  

i n c r e a s e .

(2) As e x p l o r a t i o n  e f f o r t s  i n c r e a s e ,  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  

f i n d i n g  m ore  p e t r o l e u m  r e s o u r c e s  i n c r e a s e s .  T h i s  w i l l  b e  

r e f l e c t e d  by  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  e s t i m a t e d  a m o u n t  o f  p e t r o ­

leum c a l c u l a t e d  by t h e  v o l u m e t r i c  m ethod  and  t h i s  i s  shown 

by t h e  i n c r e a s e  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  v e c t o r  g ( 3 ) .  From t h e  

e q u a t i o n  f o r  f  on p a g e  138, one  may n o t i c e  t h a t  f  i s  d i r e c t ­

l y  r e l a t e d  t o  g ( j ) ;  h e n c e ,  a s  g {j )  i n c r e a s e s ,  f  i n c r e a s e s  

t o o .  E q u a t i o n  ( 4 - 1 9 a )  f o r  t h e  n e t  r e s e r v e  B sh o w s  t h a t  B i s  

d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  f ;  t h i s  m eans  t h a t  a s  f  i n c r e a s e s ,  t h e  

n e t  r e s e r v e  B i n c r e a s e s .  G r a p h i c a l l y ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  

c u r v e  f o r  t h e  n e t  r e s e r v e  B, a s  shown i n  F i g u r e  4 - 1 ,  w i l l  

h a v e  t o  s h i f t  t o  t h e  r i g h t  a s  t h e  p r i c e  i n c r e a s e s .  C o n s e ­

q u e n t l y ,  t h e  t i m e  f o r  c o m p l e t e  e x h a u s t i o n ,  T ( 1 ) ,  w i l l  be  

l o n g e r .
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(3) E q u a t i o n  (4 -2 1 )  f o r  t h e  c a p i t a l  l a b o r  r a t i o  i n  p r o ­

d u c t i o n ,  k P )  ,  shows t h a t  k ( 1 )  i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  

p r i c e  p .  So an  i n c r e a s e  i n  p w i l l  h a v e  t o  i n c r e a s e  k [ 1 ) .

The c u r v e  f o r  k ( 1 ) ,  a s  shown i n  F i g u r e  4 - 3 ,  w i l l  s h i f t  u p ­

w a r d .  E q u a t i o n  (4 -23)  an d  (4 - 2 4 )  f o r  t h e  r e l a t i v e  a m o u n t  o f  

l a b o r  u s e d  i n  p r o d u c t i o n ,  1 ( 1 ) ,  s h o w s  t h a t  a n  i n c r e a s e  i n

t h e  p r i c e  p w i l l  h a v e  a n  a m b ig u o u s  e f f e c t  on t h e  v a l u e  o f

1 ( 1 ) .  The v a l u e  o f  1 ( 1 )  may i n c r e a s e  o r  d e c r e a s e  o r  r e m a i n  

c o n s t a n t  d e p e n d i n g  on  t h e  a c t u a l  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  v a ­

r i a b l e s  i n  t h e  e q u a t i o n  f o r  1 ( 1 ) .

(4) E q u a t i o n  (4 -2 1 )  f o r  t h e  a m o u n t  o f  p r o d u c t i o n  g ,  

sh o w s  t h a t  q i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  f ;  s o  a s  p i n c r e a s e s ,  f  

i n c r e a s e s ,  and i n  t u r n  q i n c r e a s e s .  T h i s  means  t h a t  t h e  

c u r v e  f o r  q ,  a s  shown i n  F i g u r e  4 - 2 ,  w i l l  s h i f t  t o  t h e  r i g h t  

t o  t h e  r i g h t  w h e n e v e r  t h e  p r i c e  p i n c r e a s e s .  I n  o t h e r  

w o r d s ,  t h e  p r o d u c t i o n  o f  p e t r o l e u m  w i l l  i n c r e a s e  i f  t h e  

p r i c e  o f  p e t r o l e u m  i n c r e a s e s .  T h i s  s i t u a t i o n  i s  c o n s i s t e n t  

t o  t h e  b e h a v i o r  o f  f i r m  i n  a  c o m p e t i t i v e  m a r k e t  s t r u c t u r e  

and  o n e  may r e c a l l  t h a t  t h e  m ode l  i s  d e s i g n e d  f o r  s u c h  m a rk ­

e t  s t r u c t u r e .  I t  i s  p a r t i c u l a r l y  i n  m onopo ly  t h a t  one  f i n d s  

a  r e t a r d a t i o n  o f  p r o d u c t i o n  a s  t h e  p r i c e  o f  t h e  r e s o u r c e  

c o m m o d i ty  i n c r e a s e s .

(5) E q u a t i o n  (4 - 1 6 )  f o r  t h e  c o s t a t e  v a r i a b l e  h (1 )  i n d i ­

c a t e s  t h a t  an  i n c r e a s e  i n  t h e  p r i c e  p w i l l  c a u s e  t h e  s l o p e  

o f  t h e  c u r v e  f o r  h (1 )  t o  i n c r e a s e .  T h i s  means t h a t  t h e  r a t e  

o f  c h a n g e  i n  t h e  s c a r c i t y  r e n t  i n c r e a s e s  n e g a t i v e l y  g r e a t e r
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o v e r  t i m e .  A lso  e q u a t i o n  [%-l7) f o r  t h e  c o s t a t e  v a r i a b l e  

h (2 )  sh o w s  t h a t  t h e  s l o p e  o f  t h e  c u r v e  f o r  h (2)  i n c r e a s e s  a s  

t h e  p r i c e  p i n c r e a s e s .  H e n c e ,  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  i n  t h e  mar­

g i n a l  v a l u e  o f  i n f o r m a t i o n  i s  g r e a t e r  o v e r  t i m e .  While  t h e  

shadow p r i c e  f o r  t h e  o v e r a l  c a p i t a l  h ( 3 )  r e m a i n s  u n c h a n g e d  

a s  t h e  p r i c e  p c h a n g e s .  T h i s  i s  shown b y  e q u a t i o n  ( 4 - 1 0 ) .

When t h e r e  i s  a  t e c h n o l o g i c a l  c h a n g e  i n  t h e  e x t r a c t i o n  

i n d u s t r y  a n d  i f  s u c h  c h a n g e  d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  r e c l a s s i f i ­

c a t i o n  o f  t h e  s u b m a r g i n a l  r e s o u r c e s  i n t o  e c o n o m i c  o n e s ,  t h e n  

s e v e r a l  i n f e r e n c e s  a b o u t  s u c h  c h a n g e  c a n  b e  d ra w n  from t h e  

m o d e l .  T h e  c h a n g e  i n  t h e  s t a t e  o f  t e c h n o l o g y  i n  p e t r o l e u m  

p r o d u c t i o n  c a n  b e  r e f l e c t e d  by t h e  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t e r  

A o f  t h e  Cobb D o u g l a s  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  and  t e c h n o l o g i c a l  

p r o g r e s s  w i l l  i n c r e a s e  t h e  v a l u e  o f  A. An i n c r e a s e  i n  t h e  

v a l u e  A m e an s  t h a t  m ore  p e t r o l e u m  c a n  be p r o d u c e d  p e r  u n i t  

o f  t i m e  f r o m  t h e  same am o u n t  o f  i n p u t  r e s o u r c e s  u s e d .  

H ence ,  a s  A i n c r e a s e s ,  t h e n  g i n c r e a s e s .  The  i n f e r e n c e s  

t h a t  c a n  be  d rawn from  a  c h a n g e  i n  t e c h n o l o g y  a r e  s i m i l a r  t o  

t h a t  f rom  t h e  p r i c e  i n c r e a s e .  As p r o d u c t i o n  b eco m e s  r e l a ­

t i v e l y  c h e a p e r  due  t o  a  t e c h n o l o g i c a l  p r o g r e s s  i n  p r o d u c ­

t i o n ,  f i r m s  a r e  s t i m u l a t e d  t o  i n c r e a s e  t h e i r  e x p l o r a t i o n  e f ­

f o r t s  b e c a u s e  o f  t h e  r e l a t i v e l y  h i g h e r  p r o f i t  t h a t  c a n  be  

o b t a i n e d  f r o m  p r o d u c i n g  p e t r o l e u m .  T h i s  i m p l i e s  a l s o  t h a t  

t h e  n e t  r e s e r v e  H w i l l  h a v e  t o  i n c r e a s e .  E q u a t i o n  (4 -11 )  

c o n f i r m s  t h e  a b o v e  c o n c l u s i o n .  T h i s  e q u a t i o n  i n d i c a t e s  t h a t  

f o r  any  g i v e n  p r i c e  p ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  p e t r o l e u m  p r o d u c e d
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i n c r e a s e s  a s  t h e  p r o d u c t i o n  p e r  u n i t  o f  t i m e  i n c r e a s e s  a n d  

t h i s  v a l u e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  c a p i t a l  u s e d  

i n  e x p l o r a t i o n .  H e n c e ,  a s  g i n c r e a s e s ,  t h e  c a p i t a l  u s e d  i n  

e x p l o r a t i o n  i n c r e a s e s .  The i n f e r e n c e s  a b o u t  k ( 1 )  and  1 ( 1 )  

a r e  s i m i l a r  t o  t h a t  f ro m  t h e  p r i c e  i n c r e a s e .  The e q u a t i o n s  

f o r  t h e  c o s t a t e  v a r i a b l e s  i n d i c a t e  t h a t  t h e s e  v a r i a b l e s  a r e  

n o t  a f f e c t e d  by t h e  c h a n g e  i n  t e c h n o l o g y .

I f  t h e  t e c h n o l o g i c a l  c h a n g e  a f f e c t s  t h e  r e c l a s s i f i c a ­

t i o n  o f  t h e  s u b m a r g i n a l  r e s o u r c e s  i n t o  r e s e r v e s ,  t h e n  i t  i s  

p r a c t i c a l l y  d i f f i c u l t  t o  draw a n y  i n f e r e n c e  f r o m  t h e  m o d e l .  

The r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  t h e  m o d e l  d o e s  n o t  i n c l u d e  any  

c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e  f o r  s e l e c t i n g  and  f o r  q u a n t i f y i n g  

s u b m a r g i n a l  r e s o u r c e s .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  a n a l y s i s  f o r  

s u c h  t e c h n o l o g i c a l  c h a n g e  i s  b e y o n d  t h e  s c o p e  o f  t h i s  d i s ­

s e r t a t i o n .  I n  sum m ary ,  o n e  c a n  c o n c l u d e  t h a t  t h e  s h o r t  r u n  

e f f e c t s  o f  p r i c e  i n c r e a s e  on t h e  s t a t e  a n d  c o n t r o l  v a r i a b l e s  

a r e  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  a t e c h n o l o g i c a l  c h a n g e .



C h a p t e r  T 

h i  BXTEHSIOH OF THE MODEL

I n  C h a p t e r  I V ,  t h e  M a r k o v ia n  e x p l o r a t i o n  m ode l  h a s  b e e n  u s e d  

t o  a n a l y z e  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  p r o f i t  m a x i m i z i n g  f i r m  c o n ­

s t r a i n e d  by t h e  e x h a u s t i b i l i t y  o f  t h e  r e s o u r c e .  I n  t h i s  

c h a p t e r ,  t h e  a n a l y s i s  t r i e s  t o  s u g g e s t  t h a t  t h e  M a r k o v ia n  

m o d e l  c a n  a l s o  be u s e d  i n  a  s i m p l e  t h r e e  s e c t o r  g r o w t h  mo­

d e l ,  w h e re  a n  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  i s  u s e d  a s  an  i n p u t  i n  

t h e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  o f  o n e  o f  t h e  s e c t o r s .  L i k e  t h e  d e ­

p l e t i o n  m ode l  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I V ,  t h e  u n c e r t a i n t y  

a s p e c t  i s  q u a n t i f i e d  by a Markov p r o c e s s  an d  t h e  e n t i r e  mo­

d e l  c a n  be  t r e a t e d  a s  a d e t e r m i n i s t i c  m o d e l .  The m ode l  t h a t  

t h i s  a n a l y s i s  s u g g e s t s ,  i s  a  t h r e e  s e c t o r  g r o w th  m ode l  t h a t  

i s  b a s e d  on t h e  I n t r i l i g a t o r ' s  two s e c t o r  g r o w t h  m o d e l .  

S e v e r a l  s u g g e s t i o n s  on  t h e  p o s s i b l e  e x t e n s i o n  o f  t h e  I n t r i ­

l i g a t o r ' s  m ode l  h a v e  a l r e a d y  b e e n  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  I I .  

The a n a l y s i s  w i l l  d i s c u s s  a n d  p r e s e n t  t h e  H a m i l t o n i a n  e q u a ­

t i o n s  o f  t h e  s u g g e s t e d  m o d e l s ,  b u t  i t  w i l l  n o t  p r o v i d e  s o l u ­

t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m s .

The f i r s t  m ode l  i s  b a s e d  on t h e  a s s u m p t i o n s  t h a t  t h e  

p r i c e  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e ,  t h e  wage a n d  t h e  r e n t a l  

r a t e s  a r e  f i x e d .  O t h e r  a s s u m p t i o n s  f o l l o w  t h e  s u g g e s t i o n s  

a l r e a d y  m e n t i o n e d  i n  c h a p t e r  2 .  I h e  s e c o n d  m o d e l ,  w i l l  r e ­

-  169 -
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l a x  t h e  a s s u m p t i o n  on  t h e  wage an d  r e n t a l  r a t e s .  F i n a l l y ,  a 

b r i e f  d i s c u s s i o n  w i l l  be  p r e s e n t e d  f o r  t h e  m ode l  when t h e  

p r i c e  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  i s  n o t  f i x e d  and  when t h e  

c h a n g e  i n  t h e  wage r e n t a l  r a t i o  e f f e c t s  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  

o f  t h e  e x p l o r a t i o n  v e n t u r e s .

5 . 1  THE FIRST MODEL

A l l  t h e  s u g g e s t e d  m o d e l s  c o n s i s t  o f  a n  economy o f  t h r e e  s e c ­

t o r s ,  n a m e l y :

(1) S e c t o r  1: p r o d u c e s  c a p i t a l  g o o d s

(2) S e c t o r  2 :  p r o d u c e s  c o n s u m p t i o n  goods

(3) S e c t o r  3 :  p r o d u c e s  r e s o u r c e  com m odi ty

T h e i r  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n s  a r e  a s  f o l l o w s :

a [ 1 )  1 - 1 ( 1 )
(1) S e c t o r  1: y ( i )  = A ( 1 ) l ( 1 ) k ( 1 )  y (h )

a  (2) 1 -a  (2)
(2) S e c t o r  2 :  y (2) = A ( 2 ) l ( 2 ) k ( 2 )  y (5 )

a(3 )  1 - a  (3)
(3) S e c t o r  3 :  y (3) = A (3) 1 ( 3 )  k (3) R

( N o te  t h a t  t h e  t  i s  s u p r e s s e d  f r o m  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  t o

s i m p l i f y  t h e  n o t a t i o n s ) .

w h e re

l ( j )  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  w o r k e r s  u s e d  i n  s e c t o r  j  

o v e r  t h e  t o t a l  w o r k e r s  a v a i l a b l e  i n  t h e  eco n o m y ,  

d e f i n e d  a s  l ( j )  = L ( j ) / L ;

k ( j )  i s  t h e  c a p i t a l  l a b o r  r a t i o  o f  s e c t o r  j ,  d e f i n e d  

a s  k ( j )  = K ( j ) / L ( j ) ;

R i s  t h e  n e t  r e s e r v e  o f  t h e  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  

y ( j )  i s  t h e  o u t p u t  o f  s e c t o r  j  p e r  c a p i t a ,  j  = 1 ,  2 ,  3.
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y (4) = b y ( 3 ) ;  y (5 )  = c  y (3 )  ; a n d  b+c  = 1 

From t h e  d e f i n i t i o n s  o f  k ( j )  a n d  l ( j )  o n e  c a n  w r i t e  t h a t ;  

k ( 1 ) 1 ( 1 )  ♦ k ( 2 ) l ( 2 )  + k ( 3 ) l [ 3 )  = k 

1 (1 )  + 1 ( 2 )  ♦ 1 ( 3 )  = 1

w here

k i s  t h e  o v e r a l  c a p i t a l  l a b o r  r a t i o  o f  t h e  e co n o m y ,  

d e f i n e d  a s  k = K/L

K ( t )  i s  t h e  t o t a l  a g g r e g a t e  s t o c k  o f  c a p i t a l  a t  

t i m e  t ;

L ( t )  i s  t h e  t o t a l  l a b o r  f o r c e  a v a i l a b l e  a t  t i m e  t ; 

K ( j ( t ) )  i s  t h e  a m o u n t  o f  c a p i t a l  u s e d  i n  s e c t o r  j  a t  

t i m e  t ;

L ( j ( t ) )  i s  t h e  am oun t  o f  l a b o r  u s e d  i n  s e c t o r  j  a t  

t i m e  t ;

I t  i s  a l s o  known t h a t :  

k* = y ( i )  -  uk 

R* = s  -  y (3 )

R(0) = R(0) ; S (0 )  = 0  

L = ml*

where

h* i s  t h e  r a t e  o f  c a p i t a l  g o o d s  a u g m e n t a t i o n  p e r  

c a p i t a ;

u i s  t h e  su m m at io n  o f  t h e  r a t e  o f  t h e  l a b o r  i n c r e a s e  

an d  t h e  r a t e  o f  t h e  c a p i t a l  d e p r e c i a t i o n ;  

s  i s  t h e  r a t e  o f  t o t a l  r e s e r v e s  a d d i t i o n  p e r  c a p i t a ;

R'  i s  t h e  r a t e  o f  t o t a l  n e t  r e s e r v e s  a d d i t o n ;

R i s  t h e  t o t a l  n e t  r e s e r v e s ;
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S I s  t o t a l  c u m u l a t i v e  r e s e r v e  a d d i t o u  p e r  c a p i t a  f o r  

t h e  econom y:

m i s  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  i n  t h e  l a b o r  f o r c e .

Assume t h a t  i n  t h e  f i r s t  m o d e l  t h e r e  a r e  n m i n e r a l  v e u t u r a s ,  

e a c h  h a s  a  r a t e  o f  t o t a l  r e s e r v e  a d d i t o n  p e r  c a p i t a  e q u a l  t o  

t h e  f o l l o w i n g :

b ( k ) T ( i )
S ( i ) = 1 / L  z z B ( k ) ( 5 , j ) g ( j )  (e - 1 ) / b ( k ) T ; i ) ,  i = l ,  - . a

J ^

a n d  a  t o t a l  c u m u l a t i v e  r e s e r v e  a d d i t o n  e q u a l  t o :

b ( k ) T ( i )
S ( i ) = 1 / L  z EB(k) ( 5 , j ) g ( j )  ( e  - 1 ) / b ( k ) ,  1 = 1 , ...............n

N o te  t h a t  e a c h  v e n t u r e  may h a v e  d i f f e r e n t  e x p l o r a t i o n  n e t ­

w ork .

The r a t e  o f  t o t a l  r e s e r v e  a d d i t i o n  p e r  c a p i t a  f o r  t h e  e c o n o ­

my i s  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  r a t e s  o f  a l l  v e n t u r e s ,  name­

l y :
n

s  = 1 / n  z s ( i ) .  
i = l

And t h e  t o t a l  c u m u l a t i v e  r e s e r v e  a d d i t i o n  f o r  t h e  economy 

i s ;

s =.Z^S(i) .

The o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  o f  t h e  f i r s t  model  c a n  be 

f o r m u l a t e d  a s  f o l l o w s :

M axim ize  J  = J^^^e y (2) d t

S u b j e c t  t o :

k* = y (1 )  -  uk

n b { k ) T ( i )
R* = 1 / n  z Î V L E  z B(k) ( 5 , j ) g ( j )  (e  - l )

i  = i  ' "=
/ T ( i ) b ( k )  - y ( 3 )
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b ( k ) T ( i )
S = E (1 /L  Z E B(K) (5 ,  j ) g ( j )  (e  - 1 ) / b ( k )i=l ) ^

L* = mL

y ( i )
a ( 1 )

= A ( 1 ) l ( 1 ) k ( 1 ) y ( 4 )
l - a ( 1 )

y  (2)
a (2)

= A ( 2 ) l ( 2 ) k ( 2 ) y  (5)
1 - a  (2)

y  (3)
a (3)

= A ( 3 ) l ( 3 ) k ( 3 ) H
1 - a  (3)

1 ( 1 )  + 1 ( 2 )  ♦ 1 (3 )  = 1

k ( 1 ) 1 ( 1 )  + k ( 2 ) l ( 2 )  + k [ 3 ) l ( 3 )  = k

R (0) = R(0) î S (0) = 0

k ( j )  , l ( j )  > 0 ,  j  = 1,  2 ,  3 .

The c o n t r o l  v a r i a b l e s  a r e :  k ( l ) ,  K ( 3 ) ,  1 ( 1 ) ,  1 ( 3 ) .

The State v a r i a b l e s  a r e :  k .  H, S .

One c a n  f u r t h e r  a s s u m e  t h a t  k (2 )  = C ( l ) k ( l ) ,  0 < C(1) < 1

and  1 ( 2 )  = C ( 2 ) l ( l ) ,  0 < C (2) < 1 .

The L a g r a n g e  e q u a t i o n  c a n  t h e n  be  f o r m u l a t e d  a s

f o l l o w s :

- r t  n
L = e  ( y ( 2 ) - h ( 1 )  ( k ' - y ( 1 ) + u k ) - h ( 2 )  ( R ' - l / n  e 1 ( 3 ) / L ( 3 )

i=l
b ( k ) T ( i )

E E B(k) (5 ,  j ) g ( j )  (e - 1 ) / T ( i ) b ( k )  + y ( 3 ) | - h ( 3 )

n b ( k ) T ( i )
( S - E 1 ( 3 ) / L ( 3 )  E E B(k) ( 5 , j ) g ( j )  ( e  - 1 ) / b ( k ) ) ) -

i=l J K
a ( 1 )  1 - a ( 1 )

h ( 4 ) ( L ' - m L ) - h ( 5 ) ( y ( 1 ) - A ( 1 ) l ( 1 ) k ( 1 )  y (4 )  ) -

a  (2) 1 - a ( 2 )
h (6 )  (y ( 2 ) -A (2) 1 ( 2 )  k (2) y ( 5 )  ) - h ( 7 )  ( y ( 3 ) A ( 3 )

a (3) 1 - a  (3)
l ( 3 ) k ( 3 )  R ) - h ( B )  ( 1 - 1 ( 1 ) - C ( 2 ) 1 ( 1 ) - 1 ( 3 )  ) - h ( 9 )

( k - k ( l | l ( 1 ) + C ( 1 ) C ( 2 ) k ( 1 ) l ( 1 ) + k  ( 3 ) 1 ( 3 ) ) )
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The H a m i l t o n i a n  c a n  be  fo r m e d  i n  a  s i m i l a r  way d i s c u s s e d  l a  

c h a p t e r  IV .  The E u l e r - * L a g r a n g e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  w i l l  

c o n s i s t  o f  s i x t e e n  e q u a t i o n s ,  n a m e l y  s e v e n  e q u a t i o n s  f ro m  

t h e  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s t a t e  a n d  c o n t r o l  v a r i a ­

b l e s  an d  n i n e  e q u a t i o n s  f rom  t h e  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  c o s t a t e  v a r i a b l e .  The s o l u t i o n  t o  t h e  a b o v e  p r o b l e m  may 

r e q u i r e  t h e  s o l u t i o n  t o  n o n - l i n e a r  a n d  n o n -h o m o g e n e o u s  e q u a ­

t i o n s .  T f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  t h e n  a  n u m e r i c a l  m e th o d  may b e  

r e q u i r e d  t o  s o l v e  s u c h  e q u a t i o n  (Ames, 1968;  p p . 2 0 9 -  2 2 8 ) .

5 . 2  THE SECOND MODEL

When t h e  wage and  t h e  r e n t a l  r a t e s  a r e  n o t  f i x e d ,  one  o b ­

t a i n s  t h e  a d v a n t a g e  t h a t  t h e r e  i s  a  o n e  t o  o n e  r e l a t i o n s h i p  

b e tw e e n  t h e  wage r e n t a l  r a t i o  and  t h e  c a p i t a l  l a b o r  r a t i o .  

T h i s  a p p r o a c h  i s  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  d o n e  by  I n t r i l i g a t o r  on 

h i s  two s e c t o r  g r o w th  m ode l  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  I I .  The 

c h a n g e  i n  t h e  wage r e n t a l  r a t i o  may h a v e  some e f f e c t s  on t h e  

p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  v e n t u r e s ,  d e p e n d i n g  on t h e  

n a t u r e  an d  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  c h a n g e .  H o w ev e r ,  i n  t h e  

s e c o n d  m ode l  t h e  a n a l y s i s  a s s u m e s  t h a t  t h e  c h a n g e  i n  t h e  

wage r e n t a l  r a t i o  d o e s  n o t  e f f e c t  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  

v e n t u r e s .  T h i s  i s  p o s s i b l e ,  i f  o n e  c a n  d e f i n e  a  v a l u e  f o r  

t h e  wage r e n t a l  r a t i o ,  a b o v e  w h ic h  a t  l e a s t  o n e  v e n t u r e  i s  

n o n - p r o f i t a b l e .  The  wage r e n t a l  r a t i o  i s  t h e n  a l l o w e d  t o  

c h a n g e  o n l y  up t o  t h e  a b o v e  d e f i n e d  v a l u e .  The d i s a d v a n t a g e  

o f  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  t h a t  i t  d i s r e g a r d s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f
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i n v e s t m e n t  on v e n t u r e s  t h a t  a r e  s t i l l  p r o f i t a b l e  a b o v e  t h e  

d e f i n e d  wage r e n t a l  r a t i o .  The  p ro b le m  o f  i n c o r p o r a t i n g  t h e  

e f f e c t  o f  t h e  c h a n g e  i n  wage r e n t a l  r a t i o  o n  t h e  p r o f i t a b i l ­

i t y  w i l l  be  d i s c u s s e d  i n  t h e  t h i r d  m o d e l .

A p o s s i b l e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  m o d e l  c a n  b e  d e ­

s c r i b e d  a s  f o l l o w s :

L e t  r  b e  t h e  c o m p e t i t i v e  r e n t a l  r a t e  a n d  w be  t h e  com­

p e t i t i v e  wage r a t e .  I n  a  c o m p e t i t i v e  e co n o m y ,  a l l  f a c t o r s  

o f  p r o d u c t i o n  e a r n  a  r e t u r n  e q u a l  t o  t h e i r  m a r g i n a l  p r o d u c t .

a r i )
D e f i n e  : f ( l )  = A ( 1 ) k ( 1 )  y ( h )  ;

a (2) 1 - a  (2)
f f 2 )  = A [ 2 ) k ( 2 )  y (5)

a (3) 1 - a ( 3 )
f t 3 )  = A [ 3 ) k ( 3 )  B

y( t | )  = b y ( 3 ) ;  y (5) = c  y (3) ; a n d  b+ c  = 1

Then :

a ( l ) - l  l - a ( 1 )
r  = d p f  ( 1 ) / d p k ( 1 )  = a ( 1 ) A ( l ) k ( l )  y (h )

a [ 2 ) - 1  1 - a  (2)
r = p ( 1 ) d p f  ( 2 ) / d p k ( 2 ) = p ( 1 ) a ( 2 )  A ( 2 ) k ( 2 )  y (5)

a ( 3 ) - 1  1 -a  (3) 
r = p  [2) d p f ( 3 ) / d p k  {3) =p [2)  a  (3) A [3) k ( 3 )  B

w h e re  p ( 1 )  i s  t h e  r e l a t i v e  p r i c e  o f  t h e  c o n s u m p t i o n  good  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p r i c e  o f  c a p i t a l ;  a n d  p (2 )  i s  t h e  r e l a ­

t i v e  p r i c e  o f  t h e  r e s o u r c e  c o m m o d i ty  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

p r i c e  o f  c a p i t a l .

A lso  o n e  c a n  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s :

a ( 1 )  1 - a ( 1 )
w = f ( i ) - k ( i ) f *  ( i )  = ( i - a ( i ) ) A ( i ) k ( i )  y [»)
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a ( 2 )  1 - 1 ( 2 )
w=pM) [ f ( 2 ) - k [ 2 ) f '  ( 2 ) ) = p ( l )  ( 1 - a ( 2 ) ) & C 2 ) k ( 2 )  y (5|

a  (3) 1 - a  (3)
S =p(2)  ( f ( 3 ) ~ k ( 3 ) f ( 3 ) ) = p ( 2 )  ( 1 - a ( 3 ) ) à ( 3 )  k(3) H

( I n t r i l i g a t o r ,  1 9 7 1 ,  p p . 4 1 9 - 4 2 0 ) •

L e t  V b e  t h e  wage c e n t a l  r a t i o  d e f i n e d  a s  v = w / r .  

Hence :

V = ( ( 1 - a ( 1 ) ) / a ( 1 )  ) k ( 1 )  = p ( 1 ) ( ( 1 - a ( 2 ) ) / a ( 2 ) ) k ( 2 )

= P(2) ( ( 1 - a ( 3 ) ) / a ( 3 ) ) k ( 3 ) .

S i n c e  a ( 1 ) ,  a ( 2 )  , and  a (3) a r e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  p r o d a c -  

t i o n  f u n c t i o n s ,  w h ich  a r e  c o n s i d e r e d  g i v e n ,  t h e n  t h e  a b o v e  

e q u a t i o n s  f o r  v i n d i c a t e s  t h a t  t h e r e  i s  a l i n e a r  r e l a t i o n ­

s h i p  b e t w e e n  t h e  wage r e n t a l  r a t i o  a n d  t h e  c a p i t a l  l a b o r  r a ­

t i o .  A l s o  n o t e  t h a t :

d p v / d p k ( 1 )  = ( 1 - a ( 1 ) ) / a ( 1 )  > 0 

d p v / d p k ( 2 )  = ( 1 - a  (2) ) / a  (2) > 0 

d p v ( d p k ( 2 )  = ( 1 - a  ( 3 ) ) / a  (3) > 0 

The a b o v e  r e s u l t s  i m p l y  t h a t  o n c e  one  a s s u m e s  a  c o n d i t i o n  

f o r  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  k ( 1 ) ,  k ( 2 )  ,  and  k ( 3 ) ,  t h e r e

w i l l  be  no p o s s i b i l i t y  f o r  any  f a c t o r  i n t e n s i t y  r e v e r s a l  t o  

o c c u r .  I f  o n e  a s s u m e s  t h a t  k (1 )  > k (2) > k ( 3 ) , t h e n  t h i s

c o n d i t i o n  w i l l  h o l d  f o r  a n y  v a l u e  o f  v ,  e x c e p t  f o r  v = 0.

s i n c e  1 ( 1 ) + 1 ( 2 ) + 1 ( 3 )  = 1 a n d  1 ( 1) k (1 ) + 1  (2) k ( 2 ) + 1  (3) k (3) =k 

and  one  a s s u m e s  t h a t  k (2 )  = c ( 1 ) k ( 1 )  a n d  1(2)  = c ( 2 ) l ( 1 )  and  

i f  o n e  d e f i n e s  t h a t :

1 + c ( 1 ) c ( 2 )  = c ( 3 )  and  1 + c (2 )  = c ( 4 )  

t h e n  o n e  c a n  d e r i v e  t h a t :

1 (1 )  = ( k - k ( 3 ) ) / ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( 4 ) k ( 3 ) )
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1 (2 ) = ( c ( 2 ) ( k - k ( 3 ) ) ) / ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( 4 ) k ( 3 ) |

1 ( 3 )  = ( c { 3 ) k ( 1 ) - c ( i » ) k ) / l c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( 4 ) k ( 3 ) )

The p r o d u c t i o n  f u n c t i o n s  c a n  t h e n  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  

t h e  c a p i t a l  i n t e n s i t i e s  a s  f o l l o w s :

a ( l )  1 - 1 ( 1 )
y ( 1 )  = ( ( k - k ( 3 ) ) / ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( » ) k ( 3 ) ) | A ( 1 )  k (1)  y(U)

y (2 )  = ( c ( 2 ) ( k - k ( 3 ) ) / ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( U ) k ( 3 ) ) ) A ( 2 )

a (2 )  1 - a ( 2 )
k (2 )  y (5)

y (3) = ( ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( U ) k ) / ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c { ! » ) k ( 3 ) ) ) A  (3)

a  (3) 1 - a  (3) 
k ( 3 )  R

The o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  c a n  t h e n  be  f o r m u l a t e d  a s  f o l ­

l o w s ;

M ax im ize  J  =j^^^e ^ ^ ( c ( 2 )  ( k - k (3) ) / ( c (3) k ( 1 ) - c (!») k(U) ) |
0

a ( 2 )  1 - a  (2)
A ( 2 ) k ( 2 )  y (4) d t

s u b j e c t  t o :

a ( 1 )  1 - a ( 1 )
k * = ( ( k - k ( 3 ) ) / ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( 4 ) k ( 4 ) ) ) A ( l ) k ( 1 )  y ( 4 )  - u k

H * = (1 /n )  . E ^ G ( i ) - ( ( c ( 3 ) k ( 1 ) - c ( 4 )  k ) / ( c ( 3 )  k(1)  - c ( 4 )  k ( 3 ) ) )

a ( 3 )  1 - a  (3)
A ( 3 ) k ( 3 )  R

L* = mL

R = R ( 0 ) ,  a t  t  = 0 ,  a n d  k (0) = 0

R(T) = 0 ,  k(T) = 0 ,  a n d  R, k > 0 ,

w h e r e ;

b ( k ) T  ( i )
G ( i )  = (1 /L)  E r B(k) ( 5 r j ) g ( j )  ( e  - 1 ) / T ( i ) b ( k )

which  i s  t h e  r a t e  o f  r e s e r v e  a d d i t i o n  o f  v e n t u r e  i
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p e r  c a p i t a ;

m i s  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  l a b o r  f o r c e .

The s t a t e  v a r i a b l e  i s  k and  L w h i l e  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e  i s

V .

The L a g r a n g e  e q u a t i o n  i s :

L = e  ^ ï y [ 2 ) - h [ 1 ) ( k ' - y ( 1 ) + u k ) - h ( 2 ) [ B ' - ( 1 / n )  z" S ( i ) » y [ 3 ) )
1=1

- h ( 3 )  (L ' - m L ) )

w h e re  y [ l ) ,  y [ 2 ) ,  an d  y (3) m us t  be e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  

c a p i t a l  i n t e n s i t i e s  and  y(U) an d  y (5) be e x p r e s s e d  i n  t e r m s  

o f  y ( 3 ) .

The d i s c o u n t e d  H a m i l t o n i a n  c a n  b e  f o r m u l a t e d  i n  a s i m i ­

l a r  way e x p l a i n e d  i n  C h a p t e r  IV .  N o t e  t h a t  t h e  r e s u l t  f o r  

t h e  optimum p a t h  f o r  t h e  wage r e n t a l  r a t i o  v ,  must be  u p p e r  

b o u n d ed  by a  p r e d e t e r m i n e d  v v a l u e ,  a b o v e  w h ic h  a t  l e a s t  one  

v e n t u r e  b e co m e s  n o n - p r o f i t a b l e .

The a b o v e  m ode l  s ee m s  t o  b e  s i m p l i e r  t h a n  t h e  f i r s t  mo­

d e l ,  s i n c e  i t  c o n t a i n s  o n l y  two s t a t e  v a r i a b l e s  and  o n e  c o n ­

t r o l  v a r i a b l e .  But t h i s  d o e s  n o t  s u g g e s t  t h a t  t h a  s o l u t i o n  

t o  t h e  p r o b l e m  i s  c o n s e q u e n t l y  s i m p l i e r .

5 . 3  THE THIBD MODEL

A n o t h e r  p o s s i b l e  e x t e n s i o n  t o  t h e  f i r s t  and  s e c o n d  model  i s  

t o  r e l a x  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  p r i c e  o f  t h e  r e s o u r c e  com­

m o d i t y  i s  f i x e d .  When t h e  p r i c e  o f  t h e  r e s o u r c e  com m odi ty  

i s  n o t  f i x e d  t h e n  i t s  c h a n g e  e f f e c t s  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  

t h e  e x p l o r a t i o n  v e n t u r e s .  The o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  t h e n  b e ­
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com es  a £ e e d  b a ck  c o n t r o l  p r o b l e m  o r  a  c l o s e d  l o o p  c o n t r o l  

p r o b l e m  ( I n t r i l i g a t o r ,  1 9 7 1 ,  p p . 2 9 9 - 3 0 2 ) .  The d i f f i c u l t y  a r ­

i s e  n o t  o n l y  f rom  f o r m u l a t i n g  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m ,  b u t  

a l s o  f ro m  f o r m u l a t i n g  t h e  p r o b l e m  o f  p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  

v e n t u r e s  i n  t h e  a g g r e g a t e  f o r m .  R o te  t h a t  i t  i s  n e c e s s a r y  

t o  i n c o r p o r a t e  t h e  p r o f i t a b i l i t y  e x p r e s s i o n  i n t o  t h e  m o d e l .  

A l s o  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  s e c o n d  m o d e l  i n t o  a  model  t h a t  i n ­

c o r p o r a t e s  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  v e n t u r e s ,  

w i l l  f a c e  s i m i l a r  d i f f i c u l t i e s .  S u ch  a n  e x t e n s i o n  i s  a l s o  a 

f e e d  b a c k  c o n t r o l  p r o b l e m .  F u r t h e r  e x t e n s i o n  o f  t h e  m o d e l ,  

i s  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  wage r a t e s  i n  s e c t o r  2 i s  n o t  e g u a l  t o  

t h e  wage  r a t e  i n  s e c t o r  1 an d  3 .  T h i s  w i l l  l e a d  t o  t h e  p r o b ­

lem o f  i m m i s e r i z i n g  g r o w t h  i n  t h e  d y n a m ic  s e n s e .



C h a p t e r  VI 

THE COHLDSIOSS

T h i s  c h a p t e r  c o n t a i n s  t h e  c o n c l u s i o n s  t h a t  c a n  b e  i r a w n  f r o m  

t h i s  a n a l y s i s ;  i t s  c o n t e t n t s  a r e  d i v i d e d  i n t o  two p a c t s :  

t h e  f i r s t  p a - t  c o n t a i n s  t h e  c o n c l u s i o n s  t h a t  c a n  b e  d e d u c e d  

f rom  t h e  l i t e r a t u r e  s t u d y ,  and  t h e  s e c o n d  p a c t  c o n t a i n s  t h e  

c o n c l u s i o n s  t h a t  c a n  b e  drawn f ro m  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  mo­

d e l .

6 . 1  THE ÇQRÇLOSIOHS 0 £  THE LITBBhTORB STUDT 

The f i r s t  a n a l y s i s  on  d e p l e t i o n  m o d e l s  u s i n g  op t imum c o n t r o l  

t h e o r y  c o n c e r n i n g  a n  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  i s  d o n e  by  H o t e l l ­

i n g  ( 1 9 3 1 ) .  He a n a l y z e s  t h e  b e h a v i o r  o f  a  f i r m  m a x i m i z i n g  

i t s  p r e s e n t  v a l u e  o f  p r o f i t s  s u b j e c t  t o  a f i x e d  am ount  o f  

s t o c k  o f  an  e x h a u s t i b l e  r e s o u r c e  w i t h  h o m o g e n eo u s  q u a l i t y  i n  

a c o m p e t i t i v e  and  a  m onopoly  m a r k e t  s t r u c t u r e s .  M o d i f i c a ­

t i o n s  on  H o t e l l i n g ' s  m ode l  t h a t  u s e  optimum c o n t r o l  f o r m u l a ­

t i o n ,  i n c l u d e  t h e  a n a l y s e s  on a  f i r m  h a v i n g  many d e p o s i t s  

w i t h  h o m o g e n eo u s  q u a l i t y  ( H a r t w i c k ,  1 9 7 8 ) ,  o r  on  a  f i r m  h a v ­

i n g  d e p o s i t s  w i t h  m u l t i p l e  g r a d e s  ( u l p h ,  1 9 7 3 ) ,  o r  a n a l y s e s  

t h a t  i n c o r p o r a t e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  i n t o  t h e  m o d e l s  

( P e t e r s o n ,  1978 ;  P i n d y c k ,  1 9 7 8 ) .  I t  s e e m s  t h a t  a l l  t h e  

d e t e r m i n i s t i c  m o d e l s  t h a t  h a v e  b e e n  r e v i e w e d  a n a l y z e  a f i r m

-  180 -
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b e h a v i o r  when t h e  p r e s e n t  v a l u e  o£ t h e  p r o f i t s  i s  c a z i a i z e d .  

H o w ev e r ,  i t  i s  u n f o r t u n a t e  t h a t  t h e s e  a n a l y s e s  do  n o t  s p e c i ­

f y  e x p l i c i t l y  t h e  c o s t  f u n c t i o n s .

Most o f  t h e  p r o b a b i l i s t i c  m o d e ls  t h a t  h a v e  b e e n  r e ­

v i e w e d  t h a t  a n a l y z e  t h e  b e h a v i o r  o f  a  f i r m ,  u s e  an e z p c e t e d  

u t i l i t y  f u n c t i o n  t o  d e f i n e  t h e  u n c e r t a i n t y ;  i n d e e d ,  s u c h  a n  

a p p r o a c h  h a s  become a  g e n e r a l  method i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  

o f  u n c e r t a i n t y  i n  e c o n o m i c s .  W h i le  u s i n g  e x p e c t e d  u t i l i t y  

f u n c t i o n s ,  t h e s e  m o d e l s  do  n o t  s p e c i f y  e x p l i c i t l y  t h e  f o r m s  

o f  t h e  c o s t  f u n c t i o n s  b e i n g  u s e d .  I n  s o  d o i n g ,  t h e  c o n c l u ­

s i o n s  t h a t  may b e  d raw n  f ro m  t h e s e  m o d e l s  a r e  g e n e r a l  i n  n a ­

t u r e ;  a l s o  t h a t  t h e  p r o b l e m s  o f  c o m p u t a t i o n  do  n o t  a r i s e  a s  

i t  w i l l  i f  t h e  c o s t  f u n c t i o n s  a r e  e x p l i c i t l y  d e f i n e d .  A 

p r o b a b i l i s t i c  m ode l  t h a t  d o e s  n o t  u s e  a n  e x p e c t e d  u t i l i t y  i s  

t h e  m ode l  d e v e l o p e d  by  P i n d y c k  ( 1 9 3 0 ) ;  i t  m a x i m i z e s  t h e  e x ­

p e c t e d  p r e s e n t  v a l u e  o f  p r o f i t  s u b j e c t  t o  a  random f l u c t u a ­

t i o n  i n  demand ,  r e s e r v e .  The  u n c e r t a i n t y  i s  c o n t r o l l e d  by a 

s t o c h a s t i c  p r o c e s s  w i t h  i n d e p e n d e n t  i n c r e m e n t  o r  t h e  I t o  

p r o c e s s .  A l t h o u g h  P i n d y c k  d o e s  e x p l a i n  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  

c o s t  f u n c t i o n s ,  h e  d o e s  n o t  s p e c i f y  t h e s e  f u n c t i o n s  e x p l i ­

c i t l y .  A g a in ,  t h e  c o n c l u s i o n s  a r e  g e n e r a l  i n  n a t u r e  a n d  no 

c o m p u t a t i o n a l  p r o b l e m s  a r e  i n v o l v e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e s e  

f u n c t i o n s .  H en ce ,  w h i l e  t h e s e  m o d e ls  a r e  u s e f u l  t o  d e s c r i b e  

t h e  g e n e r a l  t r e n d  o f  a  f i r m  b e h a v i o r ,  t h e y  l a c k  t h e  c a p a i -  

b i l t y  f o r  n u m e r i c a l  e v a l u a t i o n s .
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The m a in  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  M ark o v ia n  m o d e l  and  

t h e  p r o b a b i l i t i c  m o d e l s  d e c r i b e d  i n  t h i s  a n a l y s i s  a r e :

(1) The u n c e r t a i n t y  o f  t h e  M a r k o v i a n  m ode l  i s  a  g e o l o g i c  

u n c e r t a i n t y ;  t h i s  i s  e x p l a i n e d  b y  t h e  H cK elvey  d i a g r a m .  

O t h e r  m o d e l s  may h a v e  u n c e r t a i n t y  i n  p r i c e ,  i n  c o s t ,  o r  

i n  t h e  r e s e r v e s .  I n  t h e  c a s e  o f  P i n d y c k * s  m o d e l ,  t h e  

u n c e r t a i n t y  i n  r e s e r v e  o r  d i s c o v e r y  c o n t a i n s  n o t  o n l y  

g e o l o g i c  u n c e r t a i n t y  b u t  a l s o  t h e  u n c e r t a i n t y  o f  t h e  

o c c u r e n c e  o f  f u t u r e  e v e n t s ;

{2) The M a r k o v ia n  m o d e l  u s e s  a  M arkov  p r o c e s s  t o  c o n t r o l  

t h e  u n c e r t a i n t y ;  i t  d e f i n e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  

t r a n s i t i o n  f rom  o n e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  a n o t h e r .  

O t h e r  p r o b a b i l i s t i c  m o d e l s  do. n o t  u s e  a  M arkov  p r o c e s s  

a n d  a l s o  t h e y  d o  n o t  d e f i n e  s u c h  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i ­

t y .  I n  t h e  c a s e  o f  P i n d y c k * s  m o d e l ,  t h e  s t o c h a s t i c  

p r o c e s s  c o n t r o l s  t h e  random f l u c t u a t i o n s  o f  r e s e r v e s  

and  d i s c o v e r i e s  a n d  u s e s  t h e  w h o le  r e s o u r c e  b a s e  o f  t h e  

a r e a  a s  t h e  s a m p l e  s p a c e .  I n  t h e  M ark o v ian  m o d e l ,  t h e  

s a m p l e  s p a c e  i s  t h e  t o t a l  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  i n ­

v o l v e d  i n  t h e  s e a r c h  f o r  a p e t r o l e u m  r e s o u r c e .

*3) The M a r k o v i a n  m o d e l  p a r t i c u l a r l y  a n a l y z e s  t h e  e x p l o r a ­

t i o n  f o r  p e t r o l e u m  r e s o u r c e ;  t h i s  a n a l y s i s  i s  more 

s p e c i f i c  t h a n  o t h e r  m o d e l s  t h a t  h a v e  b e e n  r e v i e w e d .

As c o m p a r e d  t o  t h e  d e c i s i o n  t r e e  p r o c e s s ,  t h e  M ark o v ia n  

m ode l  i s  a  b e t t e r  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  d e s c r i b i n g  t h e  d e c i s i o n  

p r o c e s s  i n  t h e  e x p l o r a t i o n  o f  a m i n e r a l  r e s o u r c e .  F i r s t ,  i t
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i s  b e c a u s e  t h e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  i n  a  Markov c h a i n  o r  a 

Markov p r o c e s s  d e p e n d s  o n l y  on t h e  s t a t e  w h e r e  t h e  c h a i n  o r  

p r o c e s s  i s  c u r r e n t l y .  T h i s  s i t u a t i o n  i s  s i m i l a r  t o  a d e c i ­

s i o n  p r o c e s s  i n  e x p l o r a t i o n  w h e r e  t h e  u n d e r t a k i n g  o£ a  c e r ­

t a i n  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  d e p e n d s  o n l y  on  t h e  o u tc o m e  o f  t h e  

l a s t  p r e v i o u s  a c t i v i t y .  on t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  c o n d i t i o n a l  

p r o b a b i l i t y  i n  a  d e c i s i o n  t r e e  p r o c e s s  d e p e n d s  on t h e  c o n d i ­

t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  o f  t h e  b r a n c h e s  on t h e  p a t h  b e i n g  

p a s s e d  by t h e  d e c i s i o n  p r o c e s s .  S e c o n d ,  i n  a  Markov c h a i n  

o r  a  Markov p r o c e s s ,  t h e  t r a n s f e r  f r o m  one  a c t i v i t y  t o  

a n o t h e r  i s  c o n t r o l l e d  by c h a n c e ;  w h i l e  i n  a  d e c i s i o n  t r e e  

p r o c e s s ,  t h e r e  i s  a t  l e a s t  one  p o i n t  a t  w h ich  t h e  t r a n s f e r s  

a r e  n o t  c o n t r o l l e d  b y  c h a n c e  b u t  by a  d e l i b e r a t e  a c t i o n  made 

by  t h e  d e c i s i o n  m a k e r s .  T h i s  d e c i s i o n  p r o c e s s  i s  n o t  i n c o r ­

p o r a t e d  i n t o  t h e  c o m p u t a t i o n  b u t  r a t h e r  i s  t a k e n  a s  a g i v e n

c o n d i t i o n .  T h i s  a l s o  i m p l i e s ,  t h a t  o n c e  a d e c i s i o n  i s  made

t o  t a k e  a  p a r t i c u l a r  b r a n c h  a t  a d e c i s i o n  f o r k ,  a l l  o t h e r  

b r a n c h e s  a t  t h i s  p o i n t  a r e  d i s r e g a r d e d .  T h i r d ,  a d e c i s i o n  

t r e e  p r o c e s s  i s  i r r e v e r s i b l e ;  i t  m eans  t h a t  t h e r e  i s  no p o s ­

s i b i l i t y  f o r  a  p a r t i c u l a r  a c t i o n  t o  be r e p e a t e d .  I n  f a c t ,

t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  i s  p o s t u l a t e d  f o r  a  d e c i s i o n  t r e e  p r o ­

c e s s  i n  e x p l o r a t i o n  i s  t h a t  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o c e e d s  a l w a y s  

f rom  a l e s s  i n t e n s i v e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  a  more  i n t e n ­

s i v e  o n e .  S u c h  a c o n d i t i o n  d o e s  n o t  n e e d  t o  b e  im p o s e d  f o r  a 

Markov c h a i n  and  a  Markov p r o c e s s .  H e n c e ,  t h e  s e c o n d  and  

t h e  t h i r d  d i f f e r e n c e s  a b o v e  l i m i t  t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h e  d e -
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c i s l o n  t r è s  p r o c e s s  a s  a  m ode l  l a  e r p l o r a t i o a .  F o u r ,  a  d e ­

c i s i o n  t r e e  p r o c e s s  i s  n o t  a b l e  t o  i n c o p o r a t e  t h e  l e n g t h  o£ 

t i m e  f o r  an  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  t a k e  p l a c e .  But  a  Mar­

kov p r o c e s s  c a n  i n c o r p o r a t e  t h e s e  t i m e s  i n  t h e  c o m p u t a t i o n  

o f  t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  a  p e t r o l e u m  r e s o u r c e .  H e n c e ,  i n  

g e n e r a l  ona  c a n  c o n c l u d e  t h a t  t h e  M a r k o v ia n  m ode l  i s  a b e t ­

t e r  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  an  e x p l o r a t i o n  d e c i s i o n  p r o c e s s  t h a n  

a d e c i s i o n  t r e e  p r o c e s s .

6 . 2  THE ÇQHÇLOSIOHS OP THE ANALYSIS

The M a r k o v i a n  e x p l o r a t i o n  m o d e l  i s  d e s i g n e d  t o  com p u te  t h e  

e x p e c t e d  p r e s e n t  v a l u e  o f  a  p e t r o l e u m  d e p o s i t .  I t  i s  b a s e d  

on :

(1) An e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  f o r  a  s e a r c h  o f  p e t r o l e u m  r e ­

s o u r c e  i n  an unknown d i s t r i c t ;

(2) A Markov p r o c e s s .

E x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  a r e  i n  g e n e r a l  v e r y  d i v e r s e  i n  n a ­

t u r e ;  t o  g e n e r a l i z e  an  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  t h a t  w i l l  a p p l y  

f o r  e v e r y  m i n e r a l  r e s o u r c e  i s  i m p o s s i b l e .  E x p l o r a t i o n  f o r  

p e t r o l e u m  r e s o u r c e  i s  i n  g e n e r a l  more  e s t a b l i s h e d  and  l e s s  

d i v e r s e  t h a n  t h a t  f o r  o t h e r  m i n e r a l  r e s o u r c e s .  The e x p l o r a ­

t i o n  n e t w o r k  t h a t  h a s  b e e n  d e s i g n e d  may r e p r e s e n t  m o s t  o f  

t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  i n  s e r a c h i n g  f o r  p e t r o l e u m .  The 

s e l e c t i o n  o f  a n  unknown d i s t r i c t  i s  n o t  o n l y  c o n s i s t e n t  t o  

t h e  n a t u r e  o f  t h e  u n c e r t a i n t y  d e f i n e d  i n  t h e  m ode l  b u t  a l s o  

i t  a l l o w s  o n e  t o  d e s i g n  a n e t w o r k  i n  a  more g e n e r a l  m a n n e r .
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B a s i c a l l y  t h e  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  c a n  ba d i v i d e d  

i n t o  t h r e e  m a j o r  a c t i v i t i e s ,  n a m e l y :

(1) I h e  s u r f a c e  g e o l o g i c a l  s u r v e y ;

(2) The g e o p h y s i c a l  s u r v e y ;

(3) The  e x p l o r a t i o n  d r i l l i n g .

Bach o f  t h e  a b o v e  m a j o r  a c t i v i t i e s  i s  s u b d i v i d e d  i n t o  s e v e r ­

a l  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s .  The e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  i s  d e ­

s i g n e d  t o  a c c o m o d a t e  f o r  p o s s i b l e  r e p e a t e d  work f o r  s e v e r a l  

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s ;  i t  a l s o  a c c o m o d a t e s  t h e  p o s s i b l e  

f a i l u r e  and  s u c c e s s  f o r  e a c h  o f  t h e  a b o v e  m a j o r  a c t i v i t i e s .  

I n  t h i s  w ay ,  t h e  n e t w o r k  r e p r e s e n t  a  c o m p l e t e  p o s s i b l e  e x ­

p l o r a t i o n  work  t h a t  c o v e r s  a l l  p o s s i b l e  o u t c o m e s .

S i n c e  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k  i s  d e s i g n e d  f o r  a n  unk­

nown d i s t r i c t ,  no s t a t i s t i c a l  d a t a  c o n c e r n i n g  g e o l o g i c a l  o r  

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  t h e  c o n c e r n e d  a r e a .  

H ence ,  when u s i n g  a  Markov c h a i n  t o  c o n t r o l  t h e  u n c e r t a i n t y ,  

m e th o d s  f o r  a s s i g n i n g  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  t h a t  u s e  

s t a t i s t i c a l  d a t a  c a n  n o t  b e  u s e d .  The s u b j e c t i v e  m ethod  f o r  

a s s i g n i n g  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  v a l u e s  may b e  u s e d ,  a n d  i n  

v ie w  o f  t h e  l a r g e  d e g r e e  o f  u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d  i n  a n  unk­

nown d i s t r i c t ,  t h i s  m ethod  may p r o v i d e  a d e q u a t e  r e s u l t s .  

The d i s a d v a n t a g e s  o f  t h e  s u b j e c t i v e  m e th o d  a r e :  ( i )  s u b j e c ­

t i v e  m ethod  i s  a  p e r s o n a l  j u d g e m e n t ,  s o  t h a t  d i f f e r e n t  a n a ­

l y s i s  may g i v e  d i f f e r e n t  e s t i m a t e s ,  e v e n  b a s e d  on t h e  same

g e o l o g i c a l  i n f o r m a t i o n ;  ( i i )  j u d g e m e n t  may be  b i a s e d  b e c a u s e  

o f  p e r s o n a l  p r e f e r e n c e  t o w a r d s  r i s k ;  a  r i s k  a v e r s e  p e r s o n
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w i l l  u s u a l l y  g i v e  l o v e r  p r o b a b i l i t y  e s t i m a t e s  t h a n  a  r i s k  

n e u t r a l  o r  a  r i s k  p r e f e r r e d  p e r s o n .  I n  t h e  a t t e m p t  o f  a s ­

s i g n i n g  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  v a l u e s ,  i f  a  c e r t a i n  p r o b ­

a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  i s  t o  be  a ssu m ed  f o r  t h e  r a n ­

dom v a r i a b l e  t h a t  g o v e r n s  t h e  t r a n s i t i o n s ,  t h e n  a  H a rk o v  

c h a i n  r e q u i r e s  t h a t  s u c h  f u n c t i o n  i s  a l s o  a s s u m e d  f o r  e v e r y  

t r a n s i t i o n  i n  t h e  n e t w o r k .

The  a n a l y s i s  on  t h e  u s e  o f  a Markov c h a i n  f o r  t h e  m o d e l  

i n d i c a t e s  t h a t  c e r t a i n  i m p o r t a n t  q u e s t i o n s  p e r t a i n i n g  t o  e x ­

p l o r a t i o n  c a n  b e  a n s w e r e d  a d e q u a t e l y .  One c a n  c o m p u te  t h e  

p r o b a b i l i t y  o f  t h e  o u t c o m e s  o f  t h e  m a j o r  a c t i v i t i e s  men­

t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  o r  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a i l u r e  o r  s u c c e s s  

o f  t h e  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t  ( r e f e r  t o  e q u a t i o n  ( 3 - 2 ) ) .  I n  

f a c t ,  one  c a n  c o m p u te  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  o c c u r e n c e  o f  

e v e r y  a c t i v i t y  i n  t h e  n e t w o r k .  B e s i d e s ,  one  c a n  a l s o  com­

p u t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  a c c u r r e n c e  o f  a n  a c t i v i t y  when 

t i m e  i s  i n v o l v e d ;  h o w e v e r ,  o n e  m u s t  a s s u m e  t h a t  t h e  l e n g t h  

o f  t i m e  f o r  e v e r y  a c t i v i t y  t o  t a k e  p l a c e  i s  one  u n i t  t i m e .

The  c o m p u t a t i o n  p r o c e d u r e  r e q u i r e s  t h a t  t h e  a c t i v i t i e s  

be  c l a s s i f i e d ;  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  a c t i v i ­

t i e s  a r e  e i t h e r  an a b s o r b i n g  s t a t e  o r  a  t r a n s i e n t  s t a t e .  The 

t r a n s i t i o n  m a t r i x  o f  t h e  Markov c h a i n  i s  t h e n  w r i t t e n  a s  a 

p a r t i t i o n e d  m a t r i x  c o n s i s t i n g  o f  s u b - m a t r i c e s  o f  t h e  a b s o r b ­

i n g  s t a t e s  an d  t h e  t r a n s i e n t  s t a t e s .  The c o m p u t a t i o n  i s  t h e n  

p e r f o r m e d  b a s e d  on t h i s  t r a n s i t i o n  m a t r i x ;  i t  r e q u i r e s  t h e  

i n v e r t i b i l i t y  o f  t h e  ( I -Q)  m a t r i x ,  w h e re  Q i s  t h e  s a b -  ma­

t r i x  o f  t h e  t r a n s i e n t  s t a t e s .
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I n  m o s t  e x p l o r a t i o n ,  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  f o r  any  

e x p l o r a t i o n  a c t i v i t y  t o  t a k e  p l a c e  i s  n o t  t h e  same f o r  e v e r y  

a c t i v i t y  an d  t h e y  a r e  a s a a l l y  n o t  o n e  u n i t  t i m e .  S o ,  t h e  

u s e  o f  a  Markov c h a i n  i n  t h e  m ode l  h a s  c e r t a i n  l i m i t a t i o n .  

I n  a  Harkov  p r o c e s s ,  h o w e v e r ,  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  o f  a n  a c ­

t i v i t y  t o  t a k e  p l a c e  i s  a  random v a r i a b l e  w i t h  a n e g a t i v e  

e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  H e n c e ,  by u s i n g  a  Markov p r o c e s s  

one  c a n  e x t e n d  t h e  m ode l  i n t o  a more  r e a l i s t i c  o n e .  I h e  

c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  a c t i v i t i e s  i n  a  Markov p r o c e s s  i s  

b a s e d  on  t h e  v a l u e  o f  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s ­

t r i b u t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e .  The  c l a s s i f i c a t i o n  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  a c t i v i t i e s  i n  t h e  n e t w o r k  a r e  e i t h e r  an  

a b s o r b i n g  s t a t e  o r  a  t r a n s i e n t  s t a t e ,  a n d  n o n e  i s  a n  i n s t a n ­

t a n e o u s  s t a t e .  The p a r a m e t e r  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u ­

t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e  m u s t  be  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  

e x p e c t e d  mean v a l u e  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e .  The e x p e c t e d  mean 

v a l u e  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e  f o r  a  p a r t i c u l a r  a c t i v i t y  c a n  be 

e i t h e r  i n f e r r e d  f r o m  s t a t i s t i c a l  d a t a  o f  s o j o u r n  t i m e s  o f  

d i f f e r e n t  e x p l o r a t i o n  p r o j e c t s  o r  be  s u b j e c t i v e l y  d e t e r ­

m in e d .

The c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e  c o n s i s t s  o f  f i r s t  c a l c u l a t ­

i n g  t h e  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  

t h e  Markov p r o c e s s  and  s e c o n d ,  e s t i m a t i n g  t h e  n e t  r e w a r d  

v e c t o r .  The f o r m e r  r e q u i r e s  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  e i g e n v a ­

l u e s  and  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  a c e r t a i n  m a t r i x ;  t o  do  t h i s ,  

t h e  2ISPAC s u b r o u t i n e  c a n  be  u s e d  f o r  s u c h  c o m p u t a t i o n .  The
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n e t  r e w a r d  v e c t o r  o r  f u n c t i o n  i s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  

v a l u e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  f r o m  a n  a c t i v i t y  and  t h e  

c o s t  o f  p e r f o r m i n g  t h a t  a c t i v i t y .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  

f i r m  p e r f o r m i n g  t h e  e x p l o r a t i o n  i s  a l s o  t h e  f i r m  t h a t  w i l l  

p r o d u c e  t h e  p e t r o l e u m  i f  a d i s c o v e r y  i s  f o u n d .  T h i s  a s su m p ­

t i o n  w i l l  e l i m i n a t e  t h e  c o m p l e x i t y  o f  i n f o r m a t i o n  v a l u a t i o n .  

The n e t  r e w a r d  v e c t o r  c an  e i t h e r  b e  a ssum ed  f i x e d  o r  be  i n ­

f l u e n c e d  by t h e  s o j o u r n  t i m e .  I n  t h e  f o r m e r ,  t h e  v a l u e  o f  

t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d  i s  n o t  i n f l u e n c e d  by t h e  l e n g t h  o f  

t i m e  f o r  t h e  a c t i v i t i e s  t o  t a k e  p l a c e .  T h i s  s i t u a t i o n  may 

be i n t e r p r e t e d  t h a t  t h e  i n f o r m a t i o n  h a s  b e e n  e x h a u s t e d .  The 

m ode l  t h a t  c o m p u t e s  t h e  e x p e c t e d  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p e t r o ­

leum r e s o u r c e  i s  r e l a t i v e l y  s i m p l e  a n d  i t  i s  d e f i n e d  by 

e q u a t i o n  ' 3 - 9 ) .  I n  t h e  l a t t e r  c a s e ,  one  h a s  t o  a s su m e  a  v a ­

l u e  f o r  d ,  w h ich  d e f i n e s  t h e  e a s e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  g a t h e r ­

i n g .  The  v a l u e  o f  d r a n g e s  f ro m  z e r o  t o  o n e .  When d i s  z e r o ,  

t h e n  o n e  h a s  t h e  m o d e l  w i t h  t h e  f i x e d  n e t  r e w a r d  v e c t o r .  The 

v a l u e  o f  d m us t  b e  i n t e r p r e t e d  t h a t  t h e  g r e a t e r  t h e  v a l u e  o f  

d ,  t h e  e a s i e r  t h e  i n f o r m a t i o n  g a t h e r i n g .  When t h e  v a l u e s  o f  

i n f o r m a t i o n  a r e  u s e d  a s  t h e  o u t c o m e s  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  a c ­

t i v i t i e s ,  t h e n  i m p u t e d  p r i c e s  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  g a i n e d ,  

which  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  e x p e c t e d  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  m us t  be  

u s e d .  The e x p e c t e d  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  

i s  t h a n  d e f i n e d  by e q u a t i o n  ( 3 - 1 0 ) .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  when 

e s t i m a t e d  v a l u e s  o f  t h e  am o u n t  o f  p e t r o l e u m  p r e s e n t  a r e  u s e d  

a s  t h e  o u t c o m e s  o f  t h e  m a j o r  e x p l o r a t i o n  a c t i v i t i e s ,  t h e  a x -
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p e z t e i  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  m u s t  b e  u s e d .  T h i s  e x p e c t e d  p r i c e  

o f  p e t r o l e u m  b ecom es  t h e  shadow  p r i c e  f o r  t h e  i n f o r m a t i o n .  

The e x p e c t e d  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  i s  t h e n  

d e f i n e d  by e q u a t i o n  [ 3 - 1 1 ) .  o n e  may r e c a l l  t h a t  t h e  e l e m e n t s  

h ( 1 0 ) ,  h ( l 5 ) ,  an d  h (h )  o f  t h e  n e t  r e w a r d  v e c t o r  h ,  c o n t a i n  

t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  e s t i m a t e d  am o u n t  o f  p e ­

t r o l e u m  and t h e  c o s t  o f  p e r f o r m i n g  t h e  r e s p e c t i v e  a c t i v i t y ;  

a l l  o t h e r  e n t r i e s  o f  t h e  n e t  r e w a r d  v e c t o r  c o n t a i n  o n l y  t h e  

c o s t  o f  p e r f o r m i n g  e a c h  r e s p e c t i v e  a c t i v i t y  and  t h e s e  m u s t  

h a v e  n e g a t i v e  s i g n s .  The m e thod  f o r  e s t i m a t i n g  t h e  a m o u n t  

o f  p e t r o l e u m  i s  by t h e  v o l u m e t r i c  m e t h o d .  I n  a l l  c a s e s ,  t h e  

e x p e c t e d  p r i c e  f o r  p e t r o l e u m  i s  f i x e d  a n d  g i v e n .

The a n a l y s i s  o f  t h e  d e p l e t i o n  m ode l  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  

r e s u l t s :

(1) U nde r  optimum p r o d u c t i o n ,  t h e  c h a n g e  i n  t h e  v a l u e  o f  

t h e  d e p o s i t  a n d  t h e  c h a n g e  i n  t h e  f u t u r e  p r o d u c t i o n  

c o s t  y i e l d  an  i n t e r e s t  r a t e  on t h e  s c a r c i t y  r e n t  e q u a l  

t o  r .  T h i s  i s  i n d i c a t e d  by  e q u a t i o n  (U -U a ) .  H ow ever ,  

when t h e  s t o c k  o f  t h e  r e s o u r c e  i s  s u p p l e m e n t e d  by e x ­

p l o r a t i o n ,  t h e  c h a n g e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  d e p o s i t  

y i e l d s  an  i n t e r e s t  r a t e  on  t h e  s c a r c i t y  r e n t  e q u a l  t o  

r .  T h i s  shown by  e q u a t i o n  ( 4 - 5 ) ;

(2) Under  t h e  optimum p r o d u c t i o n  and  e x p l o r a t i o n ,  t h e  p r i c e  

o f  t h e  p e t r o l e u m  r e s o u r c e  w i l l  b e  e q u a l  t o  t h e  m a r g i n a l  

c o s t  o f  p r o d u c t i o n  and  t h e  s c a r c i t y  r e n t .  T h i s  i s  i n ­

d i c a t e d  by e q u a t i o n  [4 -6 )  ;
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(3) The v a l u e  o f  t h e  c a p i t a l  u s e d  i n  e x p l o r a t i o n  i s  p r o p o r ­

t i o n a l  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e . p e t r o l e u m  p r o d u c e d .  T h i s  i s  

shown by  e q u a t i o n  ( h - 1 1 ) .

The s c a r c i t y  r e n t  b e i n g  a c o s t  f o r  t h e  f i r m ,  w i l l  h a v e  a  n e ­

g a t i v e  s i g n  a n d  i s  i n c r e a s i n g  n e g a t i v e l y  o v e r t i m e .  The c o s ­

t a t e  v a r i a b l e  h (1 )  i s  i n t e r p r e t e d  t o  be  t h e  s c a r c i t y  r e n t .  

T h i s  means t h a t  t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  a l l  f u t u r e  s a c r i f i c e s  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  a p a r t i c u l a r  u n i t  o f  i n s i t u  r e ­

s o u r c e s  i n c r e a s e s  a s  more p e t r o l e u m  i s  p r o d u c e d .  The m a r g i ­

n a l  v a l u e  o f  i n f o r m a t i o n ,  n am ely  t h e  c o s t a t e  v a r i a b l e  h { 2 ) ,  

i n c r e a s e s  o v e r t i m e  a s  t h e  r e s o u r c e  i s  b e i n g  e x t r a c t e d .  The 

L a g r a n g e  m u l t i p l i e r  h ( 3 ) ,  w h ich  d e n o t e s  a shadow p r i c e  f o r  

c a p i t a l ,  i s  c o n s t a n t  o v e r t i m e .

As p r o d u c t i o n  p r o c e e d s ,  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  f o r  p r o d u c ­

t i o n  i n c r e a s e s ,  b u t  a f t e r  t h e  a m o u n t  o f  p e t r o l e u m  p r o d u c e d  

i s  e q u a l  t o  t h e  amount  o f  t h e  d i s c o v e r y ,  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  

f o r  p r o d u c t i o n  d e p e n d s  on t h e  r a t e  o f  d e c r e a s e  o f  t h e  l a b o r  

u s e d  i n  t h i s  s e c t o r .  The  u s e  o f  l a b o r  f o r  p r o d u c t i o n  d e ­

c r e a s e s  o v e r t i m e  a n d  i f  i t s  r a t e  o f  d e c r e a s e  i s  g r e a t e r  t h a n  

t h a t  o f  t h e  c a p i t a l  l a b o r  r a t i o ,  t h e n  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  i n ­

c r e a s e s .  o t h e r w i s e ,  i t  d e c r e a s e s .  The i n c r e a s e  o f  t h e  u s e  

o f  c a p i t a l  i n  p r o d u c t i o n  i n d i c a t e s  t h a t  a s  more p e t r o l e u m  i s  

b e i n g  p r o d u c e d ,  p r o d u c t i o n  b e co m e s  more  e n e r g y  i n t e n s i v e ,  

and  more c a p i t a l  i s  r e q u i r e d  t o  p r o d u c e  t h e  sam e  am o u n t  o f  

p e t r o l e u m  p e r  u n i t  o f  t i m e .  I h e  u s e  o f  c a p i t a l  i n  e x p l o r a ­

t i o n  a l s o  i n c r e a s e s  o v e r t i m e ,  a s  more  i n t e n s i v e  m e t h o d s  a r e
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b e i n g  u s e d .  The d e c r e a s e  i n  t h e  u s e  o f  c a p i t a l  i n  e x p l o r a ­

t i o n  o c c u r s  when t h e  e f f e c t  o f  d i s c o v e r y  on p r o d u c t i o n  h a s  

c e a s e d  t o  e x i s t  and  no d i s c o v e r y  i s  t h e n  p o s s i b l e .

As co m p ared  t o  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  by  t h e  m o d e l s  d e ­

s c r i b e d  i n  c h a p t e r  I I ,  t h e r e  i s  o n e  c o n s i s t e n t  r e s u l t  t h a t  

t h i s  a n a l y s i s  p r o v i d e s ,  n am ely  t h a t  t h e  m i n e r a l  r e s o u r c e  

w i l l  b e  d e p l e t e d  a t  a  f i n i t e  t i m e .  H o t e l l i n g  h a s  a r g u e d  

t h a t  s u c h  f i n d i n g  i s  t h e  r e s u l t  o f  a  l i n e a r  dem and .  I n  t h i s  

a n a l y s i s ,  t h e  r e a s o n s  f o r  h a v i n g  a f i n i t e  t i m e  f o r  c o m p l e t e  

e x h a u s t i o n  a r e  s e v e r a l :  (1) t h e  c o n s t a n t  p r i c e  f o r  t h e  r e ­

s o u r c e  c o m m o d i ty ,  (2) t h e  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  c o s ­

t a t e  v a r i a b l e s  (h (1 )  a n d  h ( 2 ) ) «  and  (3) t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  

e x p l o i t a t i o n  m us t  s t o p  a f t e r  t h e  r e s e r v e  b e c o m e s  r e l a t i v e l y  

v e r y  s m a l l ,  b e c a u s e  p r o d u c t i o n  i s  no l o n g e r  e c o n o m i c a l l y  an d  

t e c h n o l o g i c a l l y  f e a s i b l e  a t  t h i s  s t a g e .  With  r e s p e c t  t o  

P i n d y c k * s  p r o b a b i l i s t i c  m o d e l ,  no  c o m p a r a b l e  r e s u l t  c a n  b e  

d raw n  b e c a u s e  d i f f e r e n t  a s s u m p t i o n s  a r e  b e i n g  u s e d  f o r  t h e  

c o s t  f u n c t i o n s .  P i n d y c k  u s e s  e i t h e r  a  l i n e a r  o r  a  n o n - l i ­

n e a r  c o s t  f u n c t i o n  w h i l e  t h i s  m ode l  u s e s  b o t h  l i n e a r  a n d  a n d  

n o n - l i n e a r  c o s t  f u n c t i o n s .  M o r e o v e r ,  P i n d y c k * s  m oda l  d o e s

n o t  i m p o s e  a  f i x e d  r e s o u r c e  com m odi ty  p r i c e .

The  a n a l y s i s  on  t h e  g r o w t h  m o d e l s ,  show s  t h a t  t h e  Mar­

k o v i a n  m ode l  c a n  b e  u s e d  i n  s u c h  m o d e l s .  I t  i n d i c a t e s  t h a t  

t h e  M a r k o v ia n  m ode l  c an  be  u s e d  i n  a  t h r e e  s e c t o r  g r o w t h  mo­

d e l ;  t h e  g r o w th  m o d e l  c a n  b e  a  s i m p l e  o n e ,  w here  p r i c e  o f  

p e t r o l e u m  and  t h e  wage  and  r e n t a l  c a t e s  a r e  f i x e d ,  o r  i t  c a n
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be  a a o c e  c o m p l e x  g r o w t h  m o d e l ,  w h e re  t h e  p r i c e  o f  p e t r o l e u m  

o r  t h e  wage a n d  r e n t a l  r a t e s  a r e  n o t  c o n s t a n t  a n i  t h e y  a f ­

f e c t  t h e  p r o f i t a b i l i t y  o f  t h e  e x p l o r a t i o n  v e n t u r e s .

F i n a l l y ,  o n e  c a n  c o n l u d e  t h a t  a l t h o u g h  t h e  M a r k o v ian  

e x p l o r a t i o n  m o d e l  i s  d e s i g n e d  f o r  p e t r o l e u m  r e s o u r c e ,  t h i s  

m o d e l  may b e  u s e d  f o r  a n y  o t h e r  m i n e r a l  r e s o u r c e  by m o d i f y ­

i n g  t h e  e x p l o r a t i o n  n e t w o r k .
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The f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  a r e  p r o v i d e d  i n  c o n j u n c t i o n  t o  t h e  

McKelvey D iagram  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  2 and  3.

Re s o u r c e  i s  a  c o n c e n t r a t i o n  o f  n a t u r a l l y  o c c u r r i n g  s o l ­

i d ,  l i q u i d ,  o r  g a s e o u s  m a t e r i a l s  i n  o r  on  t h e  e a r t h ' s  c r u s t  

i n  s u c h  f o r m  t h a t  e c o n o m i c  e x t r a c t i o n  o f  a  com m odi ty  i s  c u r ­

r e n t l y  o r  p o t e n t i a l l y  f e a s i b l e .

I d e n t i f i e d  r e s o u r c e s  a r e  s p e c i f i c  b o d i e s  o f  m i n e r a l -  

b e a r i n g m a t e r i a l  whose  l o c a t i o n ,  q u a l i t y ,  and  q u a n t i t y  a r e  

known f r o m  g e o l o g i c  e v i d e n c e  s u p p o r t e d  by e n g i n e e r i n g  mea­

s u r e m e n t s .

U n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e s  a r e  u n s p e c i f i e d  b o d i e s  o f  m i n e r ­

a l - b e a r i n g  m a t e r i a l  s u r m i s e d  t o  e x i s t  on t h e  b a s i s  o f  b r o a d  

g e o l o g i c  k n o w le d g e  a n d  t h e o r y .

Hyp o t h e t i c a l  r e s o u r c e s  a r e  u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e s  t h a t  

may be  r e a s o n a b l y  b e  e x p e c t e d  t o  e x i s t  i n  a  known m i n i n g  

d i s t r i c t  u n d e r  known g e o l o g i c  c o n d i t i o n s .  E x p l o r a t i o n  t h a t  

c o n f i r m s  t h e i r  e x i s t e n c e  and  r e v e a l s  t h e  q u a n t i t y a n d  t h e  

q u a l i t y  w i l l  p e r m i t  t h e i r  r e c l a s s i f i c a t i o n  a s  r e s e r v e  o r  

i d e n t i f i e d  s u b e c o n o m i c  r e s o u r c e s .

§ E 2 S u l a t i y e  r e s o u r c e s  a r e  u n d i s c o v e r e d  r e s o u r c e s  t h a t  

may o c c u r  i n  known t y p e s  o f  d e p o s i t s  i n  a  f a v o r a b l e  g e o l o g i c
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s e t t i n g  w h e re  no d i s c o v e r i e s  h a v e  b e en  made,  o r  i n  a s  y e t  

unknown t y p e s  o f  d e p o s i t s  t h a t  r e m a i n  t o  be r e c o g n i z e d .  Ex­

p l o r a t i o n  t h a t  c o n f i r m s  t h e i r  e x i s t e n c e  and  r e v e a l s  t h e i r  

q u a n t i t y  an d  q u a l i t y  w i l l  p e r m i t  t h e i r  r e c l a s s i f i c a t i o n  a s  

r e s e r v e  o r  i d e n t i f i e d  s u b e c o n o m i c  r e s o u r c e s .

Res e r v e s  o r  econom i c  r e s o u r c e s  a r e  t h a t  p o r t i o n  o f  t h e  

i d e n t i f i e d  r e s o u r c e s  f ro m  w h ic h  u s a b l e  m i n e r a l s  o r  e n e r g y  

c o m m o d i t i e s  c a n  be e c o n o m i c a l l y  and l e g a l l y  e x t r a c t e d  a t  t h e  

t i m e  o f  d e t e r m i n a t i o n .

E â £ § Æ i .E a la à i  r e s o u r c e s  a r e  t h e  p o r t i o n  o f  t h e  s u b e c o ­

nomic  r e s o u r c e s  t h a t  b o r d e r  on  b e i n g  e c o n o m i c a l l y  p r o d u c i b l e  

o r  a r e  n o t  c o m m e r c i a l l y  a v a i l a b l e  s o l e l y  b e c a u s e  o f  l e g a l  o r  

p o l i t i c a l  c i r c u m s t a n c e s .  S ubm arg& nal  r e s o u r c e s  a r e  t h e  p o r ­

t i o n  o f  t h e  s u b e c o n o m ic  r e s o u r c e s  which  would  r e q u i r e  a s u b ­

s t a n t i a l  h i g h e r  p r i c e  (more t h a n  1 . 5  t i m e s  t h e  p r i c e  a t  t i m e  

o f  d e t e r m i n a t i o n )  o r  a  m a j o r  c o s t - r e d u c i n g  t e c h n o l o g y  t o  be  

e c o n o m i c a l l y  f e a s i b l e .

(M cK elvey ,  1973 ;  McKelvey e t  a l ,  1 9 7 3 ) .



A p p e n d i x  B 

HARKOV CHAIRS AHD HABKOV PROCESSES

T h i s  a p p e n d i x  c o n t a i n s  d e f i n i t i o n s  a n d  t h e o r e m s  o f  Markov 

c h a i n s  and  Markov p r o c e s s e s  t h a t  p e r t a i n  t o  t h e  d i s c u s s i o n  

i n  t h e  t e x t .

B . 1 MARKOV CHAIMS

De f i n i t i o n ; A s t o c h a s t i c  p r o c e s s  X = ( X ( n ) ; n i n  H) i s  c a l l e d  

a  Markov c h a i n  p r o v i d e d  t h a t :

p ; i [ n + l ) = j |  1 ( 0 ) ,  1 ( 1 ) , . . . . ,  X(n))  = P ( X (n + i )  |X ( n ) )  

f o r  a l l  j  i n  E and  n i n  N, w h e r e  E i s  a c o u n t a b l e  s t a t e  

s p a c e  and  H i s  t h e  s e t  o f  a l l  p o s i t i v e  i n t e g e r s .

H e n c e ,  a  Markov c h a i n  i s  a  s e q u e n c e  o f  random  v a r i a b l e s  s u c h  

t h a t  f o r  any  n ,  X(n+1) i s  c o n d i t i o n a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  

X ( 0 ) , . . .  X ( n - l )  ( C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p . 1 0 7 ) .  T h i s  m ean s ,  t h a t  

t h e  s t a t e  X(n+1) v i s i t e d  by t h e  c h a i n  a t  t i m e  (n+ l )  i s  i n ­

d e p e n d e n t  o f  t h e  s t a t e s  v i s i t e d  by c h a i n  i n  t h e  p a s t .

A t i m e  h o m o g en eo u s  Markov c h a i n  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  

c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t :

P ( X ( n + l ) = j | X ( n ) = i )  = P ( i j ) ,  f o r  a l l  i ,  j  i n  E, 

i n d e p e n d e n t  o f  n ( C i n l a r ,  1975 ;  p . 1 0 7 ) .

D g f i & i & i o n :  A s q u a r e  m a t r i x  P w i t h  e n t r i e s  P ( i j )  f o r

a l l  j ,  i  i n  E, i s  c a l l e d  a  Markov m a t r i x  p r o v i d e d  t h a t :

(a) f o r  any i , j  i n  E, P ( i j ) > 0 ;

-  199 -
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(b) f o r  e a c h  i  i n  B, E P ( i j )  = 1

[ C i n l a r ,  1 975 ;  p p .  1 0 8 ) .

The p r o b a b i l i t y  P ( i j )  i s  c a l l e d  a  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y ,  

a n d  t h e  Markov m a t r i x  i s  a l s o  c a l l e d  a  t r a n s i t i o n  m a t r i x .  

P r o p o s i t i o n ;  F o r  any  m i n  H,

m
P ( X ( n + m ) = i | X ( n ) = i )  = ? ( i j )  ,  f o r  a l l  i ,  j  i n  E and

a i n  N.

0
I n  p a r t i c u l a r  f o r  m=0, P = I .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h a  p r o b ­

a b i l i t y  t h a t  t h e  c h a i n  moves f r o m  s t a t e  i  t o  s t a t e  j  i n  m

s t e p s  i s  t h e  ( i j ) t h  e n t r y  o f  t h e  mth p ow er  o f  t h e  t r a n s i t i o n  

m a t r i x  P.  C o n s e q u e n t l y ;

m+n m n 
P = P P ,  f o r  an y  n ,  m i n  N.

The Cbapm an-K olom ogorov  e q u a t i o n s  c a n  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :

m+n m n
P ( i j ) =  E P ! i k )  P [ k j ) ,  f o r  i ,  j  i n  E.

k ^ i
The o r em; F o r  f i x e d  n i n  N, ï  i s  a  b o u n d e d  f u n c t i o n  o f  

t h e  random v a r i a b l e s  X ( n ) ,  X ( n + 1 ) , . . . . . . . .  t h e n :

P [Y |X [0 ) -----  --X [n ) )  = E [ Y | X [ n ) ) .

T h i s  means t h a t  t h e  p a s t  an d  t h e  f u t u r e  o f  a  Markov c h a i n  

a c e  i n d e p e n d e n t ,  p r o v i d e d  t h a t  t h e  p r e s e n t  s t a t e  i s  known; 

t h e  p r e s e n t  s t a t e  i s  m ean t  t o  be  a  f i x e d  t i m e  n [ C i n l a r ,  

1975; p . 1 1 6 ) .

P r o p o s i t i o n ; F o r  any  i  i n  E a n d  f i n i t e  i n t e g e r  k ,  a > 

1, and  i f  T (a) i s  t h e  s t o p p i n g  t i m e  f o r  s t a t e  j ,  t h e n :
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? ( j )  (T (1 )= k)  ,  T ( b) < »

0,  T(a) * “

PCi) (T(m+i) - T { a ) = k | T p )  =

L e t  P : i ) ( T ( l ) = k )  = F [ i j ) ( k ) ,  t h e n :

’ P ( i j ) ,  f o e  k=1

P ( i j )  tk) =<

z P ( i b ) F ( b j ) ( k - 1 ) ,  f o r  k>2b c E-j
w h e re  F ( i j )  (k) i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  f i r s t  v i s i t  o f  t h e  

c h a i n  t o  s t a t e  j  o c c u r r i n g  a t  t i a e  k ,  s t a r t i n g  i n  s t a t e  i -  

When F ( i j )  i s  d e f i n e d  t o  b e  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t ,  s t a r t i n g  

i n  s t a t e  i ,  t h e  c h a i n  e v e r  v i s i t s  s t a t e  j ,  t h e n :

F ( i j )  = ? : i j )  ♦ L P [ i b ) F ( b j ) .
beE-j

P r o p o s i t i o n ; I f  N ( j )  i s  t h e  t o t a l  number o f  v i s i t s  t o

j ,  t h e n ;

n— 1
P ( j ) ( N ( j ) = = )  = F ( j j ) .  ( 1 - P î j j ) ) r  a  = 1 ,  2 , ------

a n d  f o r  i / j  :

1 - F ; i j ) ,  a=0

P ( i )  ( N ( j ) = a )  = <

m-1
' F ( i j ) F  ( i j ) .  ( 1 - F  : j j )  ,  m=1,2.

C o r o l l a r y ;

P ( j )  ( M ( j ) < -  ) =

1 ,  f o r  F ( j j ) < 1

. 0 ,  f o r  F ( j j )  =1
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I E  F C j j )  = 1 ,  t h e n  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  = +«» i s  e q u a l

t o  o n e ;  t h e r e f o r e  B ( j ) ( H ( j ) )  = * -  .  I f  F ( j j ) < 1 ,  H ( j )  h a s  

t h e  g e o m e t r i c  d i s t r i b u t i o n  w i t h  s u c c e s s  p r o b a b i l i t y  

p = 1 - F t j j ) ,  s t a r t i n g  i n  s t a t e  j ;  E [ j ) I N [ j ) ) = l / p  = 

V(l -P( j j ) )  -

L e t  R ( i j )  be  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  t o t a l  number  o f  

v i s i t s  by  t h e  c h a i n  t o  s t a t e  j ,  s t a r t i n g  a t  s t a t e  i ,  i . e .  

R ( i j ) = E ( i )  ( N ( j ) )  ,  t h e n ;

RCjj) =

R ( i j )  = F ( i j ) H ( j j )  ,  f o r  i / j .

The m a t r i x  R whose  ( i j )  e n t r y  i s  R ( i j )  i s  c a l l e d  t h e  p o t e n ­

t i a l  m a t r i x  o f  t h e  Markov c h a i n .

Def i n i t i o n s :  I f  T i s  t h e  t i m e  o f  f i r s t  v i s i t  t o  s t a t e

s t a t e  j  by t h e  Markov c h a i n ,  t h e n :

(a) S t a t e  j  i s  c a l l e d  r e c u r r e n t ,  i f  P ( j ) ( T < " )  = 1.

(b) S t a t e  j  i s  c a l l e d  t r a n s i e n t ,  i f  P ( T = + = ) > 0 .

(c) A r e c u r r e n t  s t a t e  j  i s  c a l l e d  n u l l ,  i f  E ( j )  (T) = ; o t h ­

e r w i s e , i t  i s  c a l l e d  n o n - n u l l .

(d) A r e c u r r e n t  s t a t e  j  i s  s a i d  t o  b e  p e r i o d i c  w i t h  p e r i o d

d ,  i f  d>2 i s  t h e  l a r g e s t  i n t e g e r  f o r  w h ich  ? (j )  (T=nd ,

n > 1 ) = 1 ;  o t h e r w i s e ,  i f  t h e r e  i s  no d > 2 ,  t h e  s t a t e  j  i s

c a l l e d  a p e r i o d i c .

N o t e  t h a t  i f  j  i s  r e c u r r e n t ,  t h e n  F ( j j ) = 1 ,  R ( j j ) =  ® ; i f  j  

i s  t r a n s i e n t  F ( j j ) < l ,  R ( j j )  = V P - F  ( j  j )  ) ,  and

R ( i j ) = P { ( i j ) H ( j j ) .

A l s o :
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E p ” . ( U j ) = “ ,  j s r e c u r r e a t  and ?  p ” ( i j ) < “ » l i m  P C i j ) = 0 ,
n n q*e»

j = t r a n s i e n t .  W hi le  f o r  a  H arkov  c h a i n  h a v i n g  f i n i t e  s t a t e s ,

no s t a t e  i s  n u l l  r e c u r r e n t  [ C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p p . 1 2 5 - 1 2 7 ) .  

B e f i n i t i o n s ;

(a) A s e t  o f  s t a t e s  i s  s a i d  t o  be  c l o s e d  i f  no s t a t e  o u t s i d e  

t h a t  s e t  c a n  be  r e a c h e d  f r o m  a n y  s t a t e  i n  t h a t  s e t .  

fb) A s t a t e  i s  f o r m i n g  a  c l o s e d  s e t  by i t s e l f  i s  c a l l e d  a n  

a b s o r b i n g  s t a t e -  N o te ;  t h i s  r e q u i r e s  P ( j j ) = 1 .

(c) A c l o s e d  s e t  i s  i r r e d u c i b l e  i f  no  p r o p e r  s u b s e t  o f  i t  i s

c l o s e d .

(d) A Markov c h a i n  i s  c a l l e d  i r r e d u c i b l e  i f  i t s  o n l y  c l o s e d

s e t  i s  t h e  s e t  o f  a l l  s e t s .

( C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p .  125 ;  R o s s ,  1972 ;  p p . 9 9 - 8 0 ) .

N o te  t h a t  a l l  s t a t e s  o f  a n  i r r e d u c i b l e  Markov c h a i n  c a n  be  

r e a c h e d  f ro m  e a c h  o t h e r ;  s u c h  a  H a rk o v  c h a i n  r e p r e s e n t s  a 

Markov m a t r i x .

P r o p o s i t i o n ; I f  s t a t e  j  c a n  be  r e a c h e d  f r o m  i ,  and  

s t a t e  k f r o m  s t a t e  j ,  t h e n  s t a t e  k c a n  be r e a c h e d  f ro m  s t a t e  

i .

Lemma; I f  j  i s  a r e c u r r e n t  s t a t e  and  k c a n  b e  r e a c h e d

f ro m  s t a t e  j ,  t h e n  s t a t e  j  c a n  be r e a c h e d  f ro m  s t a t e  k .

T h e o re m ;  From a r e c u r r e n t  s t a t e ,  o n l y  r e c u r r e n t  s t a t e s  

c a n  be r e a c h e d .
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T h e o re m :  I f  I  i s  a a  i r r e d u c i b l e  Markov c h a i n ,  t h e n

e i t h e r  a l l  s t a t e s  a r e  t r a n s i e n t ,  o r  a l l  s t a t e s  a r e  r e c u r ­

r e n t ,  o r  a l l  a r e  r e c u r r e n t  n o n - n u l l .  A l s o ,  e i t h e r  a l l  

s t a t e s  a r e  a p e r i o d i c ,  o r  e l s e  i f  o n e  i s  p e r i o d i c  w i t h  p e r i o d  

d ,  t h e n  a l l  s t a t e s  a r e  p e r i o d i c  w i t h  p e r i o d  d .

C o r o l l a r y ;  I f  C i s  a  s e t  o f  an  i r r e d u c i b l e  c l o s e d  s e t  

o f  f i n i t e l y  many s t a t e s ,  t h e n  no s t a t e  i n  C i s  r e c u r r e n t  

n u l l .

Any Markov m a t r i x  c a n  b e  p a r t i t i o n e d  a s  f o l l o w s :

K f 0 r e c u r r e n t  s t a t e s

I Q J t r a n s i e n t  s t a t e s  

w h e re  t h e  s u b - m a t r i x  K r e p r e s e n t s  a l l  o f  t h e  r e c u r r e n t  

s t a t e s ,  an d  t h e  s u b - m a t r i x  Q r e p r e s e n t s  a l l  t r a n s i e n t  

s t a t e s .  I t  f o l l o w s  t h a t ;

I 0
— — ♦ -------

1 n 
l L ( n ) |  Q

H =

m n
^ K I 0

1 a. n
^ E L C n ) !  E Q

n n
w here  K an d  Q a r e  t h e  n t h  power  o f  K and  3 r e s p e c t i v e l y ,  

b u t  n o t  f o r  L .

« n 2
I f  S = E 3 ,  t h e n  S= 1 + 0 + 34"

. 2
M u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  by 0 : OS = 0 + 3  » - . . . = S - I .  I f

t h e  num ber  o f  t r a n s i e n t  s t a t e s  i s  f i n i t e ,  t h e n  t h e  m a t r i x

ÎI -Q) w i l l  h a v e  a  f u l l  r a n k ,  t h e r e f o r e :

- 1
S = (1-0)



205

& Markov m a t r i x  c a n  a l s o  b e  p a r t i t i o n e d  a s  f o l l o w s ;

' I  I 0

•B I Q J

w h ere  Q i s  t h e  s u b - m a t r i x  o f  a l l  t r a n s i e n t  s t a t e s ,  w h i l e  B 

i s  d e f i n e d  t o  b e  t h e  s u b - m a t r i x  whose  c o l u m n s  a r e  b ( 1 ) ,  

b ; 2 ) , . . . . . . .  ,  n a m e l y :

B ( i j )  = E P ( i k ) ,  1  i n  D, j  = 1 ,  2 , -------

w h e re  D i s  t h e  s e t  o f  a l l  t r a n s i e n t  s t a t e s .

Then f o r  n > 0 ,  t h e  n t h  pow er  o f  P i s :

n  I 0 'I

n 
P =

\ n 
l B ( n ) |  Q

2 n -1
w h e re  B^nj = ( I  + Q + Q + . . . +  Q ) B. I n  f a c t  B ( n ) ( i j )  i s  

t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t ,  s t a r t i n g  i n  s t a t e  i ,  t h e  c h a i n  e n t e r s  

a  s e t  o f  r e c u r r e n t  s t a t e s  C ( j )  a t  o r  b e f o r e  t h e  n t h  s t e p .  

H en ce :

G = l i m  B(n) = ( E 3 ) B = S . 3 ,
*

w here  G ( i j )  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  c h a i n  e v e r  r e a c h i n g  

t h e  s e t  C ( j )  f ro m  a t r a n s i e n t  s t a t e  i .  Note  t h a t  t h e  s e t  

C ( j )  i n  t h e  e x p l o r a t i o n  m ode l  i s  e v e r y  a b s o r b i n g  s t a t e .

The m a t r i x  S c a n  be  u s e d  t o  a n a l y z e  s e v e r a l  e x p l o r a t i o n  

p r o b l e m s ;  f o r  e x a m p l e ,  o n e  c a n  c o m p u t e  t h e  e x p e c t e d  num ber  

o f  v i s i t s  t o  a  s t a t e  j ,  s t a r t i n g  i n  s t a t e  i ,  b e f o r e  t h e
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c h a i n  e n t e r s  a  r e c u r r e n t  s t a t e  o r  a n  a b s o r b i n g  s t a t e .  O r ,  

one  can  c o m p u te  t h e  v a r i a n c e  o f  s u c h  v i s i t s .  H e r e ,  s t a t e  i  

a n i  j  a r e  t r a n s i e n t .  I f  t h e  ( i j )  e n t r y  o f  m a t r i x  S i s  

s ( i j ) ,  t h e n  s  ( i  j )  s u  ( i j )  =E (S ( i j )  ) ,  w here  u ( i j )  i s  t h e  e x p e c t -  

eA number o f  v i s i t s  t o  s t a t e  j ,  s t a r t i n g  i n  s t a t e  i ,  b e f o r e  

t h e  c h a i n  e n t e r s  a  r e c u r r e n t  s t a t e  o r  a n  a b s o r b i n g  s t a t e .  

N ( i j )  i s  t h e  random v a r i a b l e  d e n o t i n g  t h e  a b o v e  number  o f

v i s i t s .  The v a r i a n c e  o f  t h e  a b o v e  e x p e c t e d  v a l u e  c a n  be

c a l c u l a t e d  by u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :

V ( N : i j ) )  = (S (2 S (d )  -  I )  -  5 ( 2 ) ) ,  

w h e re  V (N ( i j )  ) i s  t h e  v a r i a n c e  H ( i j ) ;  5(d) i s  t h e  d i a g o n a l  

m a t r i x  w h o se  ( j j )  e n t r y  i s  s ( j j ) ;  and  5 ( 2 )  i s  a  m a t r i x  whose  

( i j )  e n t r y  i s  t h e  s q u a r e  o f  s  ( i j )  o r  u ( i j )  ( B h a t ,  1972;  

p p . 7 2 - 7 3 ) .  The  d e r i v a t i o n  o f  t h e  a b o v e  v a r i a n c e  f o r m u l a  i s  

n o t  g i v e n  h e r e ,  b u t  i t  c a n  be  f o u n d  i n  B h a t  (1972 ;  

pp .  7 2 - 7 8 ) .

B .2  MABKQV PR0CB55ES

I n  a Markov c h a i n ,  no c o n s i d e r a t i o n  i s  g i v e n  t o  t h e  l e n g t h  

o f  t im e  s p e n t  by t h e  c h a i n  i n  e a c h  s t a t e .  I n  f a c t  s u c h  

l e n g t h  o f  t i m e  i s  c o n s i d e r e d  t o  be  o n e  u n i t  f o r  e v e r y  s t a t e .

However ,  i n  a  Markov p r o c e s s ,  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  s p e n t  by

t h e  p r o c e s s  i n  any  s t a t e  i s  a random v a r i a b l e  w i t h  a n e g a ­

t i v e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  The Markov p r o c e s s  t o  b e  

u sed  i n  t h i s  a n a l y s i s  i s  a  Markov p u r e  jump p r o c e s s  (Hoe l  e t  

a l ,  1972;  p p . B a - 8 9 ) .  M a t h e m a t i c a l l y ,  t h e  Markov p r o c e s s  c an  

be  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
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The  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  X=(X(t l  ; t  i n  B (♦ ))  i s  s a i d  t o  

be  a  SarJcoT p r o c e s s  w i t h  s t a t e  s p a c e  E ,  i f  f o r  

a n y  t ,  s5j) and  j  i n  E,

P ( X ( t + s ) = j | X ( u ) ;  u< t )  = P ( X ( t + s ) = j | X ( t ) )  

f C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p . 2 3 3 ) .

N ote  t h a t  B(+) i s  t h e  s e t  o f  a l l  p o s i t i v e  r e a l  n u m b e r s .

The  p r o c e s s  X i s  s a i d  t o  b e  t i m e  h o m o g e n e o u s ,  when: 

P ( X ( t + s ) = j | X ( t ) = i )  = P C i j ) ( s )  

i s  i n d e p e n d e n t  o f  t ,  f o r  s ,  t> 0  and  f o r  a l l  i ,  j  i n  E. The 

a n a l y s i s  i s  c o n c e r n e d  o n l y  w i t h  t h e  t i m e  hom o g en eo u s  Markov 

p r o c e s s .

The Markov p r o c e s s  c a n

' x ( O ) , 0 < t < t  (1)

x (1 )  , t ( 1 ) < t < t ( 2 )

X ( t )  = < x (2 )  , t ( 2 ) < t < t ( 2 )

I n  o r d e r  t h a t  t h e  p r o c e s s  w i l l  n o t  r e m a i n  i n  a t r a n s i e n t

s t a t e  f o r e v e r ,  t h e n  l i m  t ( n )  = “  (Hoe l  e t  a l ,  1972;
n-"*

p p . 8 4 - 9 5 ) .  F o r  e x a m p l e ,  i f :

n -1
t ( n )  = 2 -  1 / ( 2  ) ,

t h e n  l i m  t ( n )  = 2 .  T h i s  m ean s ,  i f  t  e v e n t u a l l y  e q u a l s  t o  

tw o ,  t h e  p r o c e s s  w i l l  r e m a i n  i n  X(n) f o r e v e r .  H ence ,  i t  i s  

a ssu m ed  t h a t  t h e  p r o c e s s  i n  e x p l o r a t i o n  w i l l  e v e n t u a l l y  move 

t o  an  a b s o r b i n g  s t a t e .
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I n  a  Markov p r o c e s s ,  t h e  t r a n s i t i o n  E n a c t i o n ,  w r i t t e n  

a s  P ( i j )  ( t )  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :  

t i )  P î i j ) ( t ) > 0 ;

( i i )  z P ( i k )  [ t ) = 1 ;  i = 1 ,  2 , . . .

( i i i )  z P ( ik )  ( t )  P ( k j )  (s )  =P ( i j )  ( t + s )
k ^ i

w h e re  ( i i i )  i s  known a s  t h e  C h apm an-K olom ogorov  e q u a t i o n .  

T h e o re m :  F o r  any  i  i n  E and  t > 0 ,

- S ( i )  u
P [ W [ t ) > u | X [ t ) = i )  = e ,  u>0

f o r  some number 5 ( i )  i n  [ 0 ,  + = ) .  

w h e re  W(t) i s  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  t h e  p r o c e s s  r e m a i n s  i n  t h e  

s t a t e  b e i n g  o c c u p i e d  a t  t h e  i n s t a n t  t ;  W(t)  i s  a l s o  c a l l e d  

t h e  s o j o u r n  t i m e .  F o r  a  p a r t i c u l a r  s t a t e  i ,  t h e  s o j o u r n  

t i m e  i s  w r i t t e n  a s  W(i) ( t )  .  & ( i )  i s  a p a r a m e t e r  o f  t h e  d e n ­

s i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  s o j o u r n  t i m e -  For  a  p a r t i c u l a r  s t a t e  i  

t h i s  f u n c t i o n ,  f  ( i)  (V ( t )  ) ,  h a s  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :

- 6  ( i )  u 
5 ( i )  e  , f o r  u>0

, f o r  u<0

- S  ( i )  u -G ( i )  u
P [ i )  ;W ( t )> u )  = /  6 ( i ) e  du = e

0

I f  t h e  t i m e s  1 ( 0 ) ,  1 ( 1 ) ,  1 ( 2 ) ,  a r e  t h e  i n s t a n t s  o f

t r a n s i t i o n  f o r  a  Markov p r o c e s s ,  an d  X(0) ,  X ( i ) ,  X (2) ,  t h e  

s u c c e s s i v e  s t a t e s  v i s i t e d  by t h e  p r o c e s s ,  t h e n :

f  ( i )  (W (t ) )  =
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-& ( i ) u
P ( T ( n + l ) - T ( n ) > u | I ( n ) = i ,  X ( o + 1 ) = j ) = e  ,  u > 0 .  i s  i n d e p e n ­

d e n t  o f  s t a t e  j -  I t  m e a n s ,  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s o ­

j o u r n  t i m e  d e p e n d s  o n l y  on  t h e  s t a t e  i n  w h ic h  t h e  s o j o u r n  

t i m e  i s  b e i n g  e v a l u a t e d ,  and  i t  d o e s  n o t  d e p e n d  on t h e  n e x t  

s t a t e .

A Markov p r o c e s s  a l s o  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l  

e q u a t i o n :

- 5 ( i ) t  t  - B ( i ) s
P ( i j ) : t ) = e  I ( i j )  + /  B ( i ) e  z Q ( i k ) .

» kji^i
. P  ( k j )  ( t - s )  d s

[ C i n l a r ,  1 9 7 5 ;  p . 2 5 4 ) .

I f  s t a t e  i  i s  an  a b s o r b i n g  s t a t e ,  i . e .  G ( i ) = 0 ,  t h e  a b o v e  i n ­

t e g r a l  e q u a t i o n  r e d u c e s  t o :  P ( i j )  ( t )  = I ( i j ) .  I f  s t a t e  i  i s  

a  t r a n s i e n t  o r  s t a b l e  s t a t e ,  a n d  T[1)  i s  t h e  t i m e  when t h e  

p r o c e s s  i s  i n  an i n t e r m e d i a t e  s t a t e  k ,  t h e n  t h e  e v e n t  

( T ( 1 ) < t ,  X ( T ( l ) ) = k  and  X ( t ) = j )  o c c u r s  i f  and o n l y  i f  t h e

f i r s t  move o c c u r s  a t  some t i m e  s < t  and  t a k e s  t h e  p r o c e s s  t o  

s t a t e  k ,  and  g o e s  t o  s t a t e  j  f rom  s t a t e  k i n  t h e  r e m a i n i n g  

( t - s )  u n i t s  o f  t i m e .  H en ce :

X ( T ( 1 ) ) = k ,  X ( t ) = j )  =

t  - G ( i ) s
/ i  G ( i ) e  Q ( i k ) P ( k j )  ( t - s ) d s

P ( i ) ( I ( 1 ) C t ,  X ( t ) = j ) =  E P ( i ) ( T ( 1 ) < t ,  X ( I ( 1 ) ) = k ,  X ( t ) = j )  =

t  - G ( i ) s
/  G ( i ) e  z 3 ( i k ) P ( k j )  ( t - s ) d s

*

A l s o :

- G ( i )  t
P ( i ) ( T ( 1 ) > t ,  X ( t ) = j ) = I ( i j ) P ( i ) ( T ( 1 ) > t ) = e  I ( i j )
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S i n c e  P î i j )  t t ) = P î i )  ( T î l ) > t ,  X ( t ) = j ) + P ( i ) ( T [ i ) < t ,  % ( t ) = j )

t h e n :

P ( l j ) ( t ) = e  ; t G ( i ) e  r . Q ( i k ) .
0 k p i

. P ( k j )  ( t - s ) d s .

t C i n l a r ,  1975 ;  p . 2 5 * ) .

I n  t h e  Markov p r o c e s s  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s ,  t h e  s o j o u r n  

t i a e s  a r e  c o n d i t i o n a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  e a c h  o t h e r ,  g i v e n  

s u c c e s s i v e  s t a t e s  b e i n g  v i s i t e d ;  and  a s  shown,  e a c h  s o j o u r n  

t i m e  h a s  an  e x p o n e t i a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  w i t h  a  p a ra m e ­

t e r  d e p e n d e n t  on t h e  s t a t e  b e i n g  v i s i t e d J C i n l a r ,  1975;  

p .  2 * 8 ) .  H ence :

P ÎT (1) - T (0) >u (1)  ..............T tn )  - T  t n - 1 )  >u ( n ) j X [ 0 ) = j ( 0 ) , -------

- B { 0 ) u ( 1 )  - G [ n - 1 ) u ( n )
X (n) = j  (n) ) = e  . . . . e



A p p e n d ix  C 

THE BISPAC S0BE30TIEE

C THIS PROGRAM COMPOTES THE EIGENVALUES AND
C EIGENVECTORS OP AN N BT N MATRIX OSES EISPA:
C FIRST CARD N PHOB
C NEXT CARD H
C NEXT CARD A BY BOWS

1000 FOHMATC'O»)
105 FORMAT( ' 1  PROBLEM ' , I 1 , 2 X , ' O F  ' , 1 1 )
120 FORMATCO MATRIX SIZE ' I 2 , 2 X , ' B Y  ' , 1 2 )
130 FORMATC'O EIGENVALUE NUMBER ' , 1 2 )
140 FORMATCO EIGENVECTOR NUMBER ' , 1 2 )

HEAL*8 A ( 2 5 , 2 5 )  ,HR f25) ,H I{ 2 5 )
REAL*8 ZP ( 2 5 ,2 5 )  ,Z 2  ( 2 5 ,2 5 )
DATA LDA / 2 5 /
HEAD ( 5 ,* )  NPROB
DO 1 IPE0B=1,NPROB
WRITE( 6 , 1 0 5 )  IPROB, NPROB
READ (5 ,* )  N
WHITE ( 6 ,  120) N,N
WRITE ( 6 ,1 0 0 0 )
DO 10 1 = 1 , H
READ ( 5 ,* )  (A ( I , J )  , J = 1 , N )
WRITE(6,*) ( A ( I , J )  , J = 1 , N )

10 CONTINUE
CALL EISPAC(LDA,N,MATEIX('HEAL',  A) ,
VALUES(HR,WI), VECTOR(ZP))
DO 150 K=1,N
I F  (W I(K) .NE.O .O ) GO TO 110 

DO 100 J = 1 ,N  
Z I ( J , K )  = 0 . 0  

100 CONTINUE
30 TO 150 

110 IF  (W I(K ) .L T .O .O )  SO TO 1300 
DO 1200 J= 1 ,N  
Z I ( J , K ) = Z P ( J , K + 1 )

1200 CONTINUE
GO TO 150 

1300 DO 1400 J = 1 ,N
ZP (J ,K )  = Z P ( j , K - 1 )
ZI (J ,K)  = - Z I ( J , K - 1 )

1400 CONTINUE 
150 CONTINUE

DO 20 1 = 1 , N 
WRITE( 6 ,1 3 0 )  I  
W niTE(6 ,*)  W R ( I ) , H I ( I )

-  211 -
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WBITE(6,1U0) I  
DO 30 J=1 ,H
W aiT E (6 ,* )  Z P ( J , I ) , Z I ( I , J )  

30 CONTINUE 
20 CONTINUE 

1 CONTINUE 
STOP 
END


