
INFORMATION TO USERS

This reproduction was made from a cop y o f  a docu m ent sent to us for m icrofilm ing. 
While the m ost advanced technology has been used to  photograph and reproduce 
this d ocu m en t, the quality o f  the reproduction is heavily dependent upon the 
quality o f  the material subm itted.

The fo llow ing explanation  o f  techniques is provided to  help clarify markings or 
n otations w hich m ay appear on this reproduction.

1. The sign or “ target” for pages apparently lacking from  the docum ent  
photographed is “ Missing Page(s)” . If it was possible to  obtain  the missing  
page(s) or section , they are spliced in to  the film along w ith adjacent pages. This  
may have necessitated cu ttin g  through an image and duplicating adjacent pages 
to  assure com p lete con tin u ity .

2. When an image on the film is ob literated  with a round black mark, it is an 
indication o f  eith er blurred copy because o f  m ovem ent during exposure, 
duplicate cop y , or copyrighted  m aterials that should n o t have been film ed. For 
blurred pages, a good image o f  the page can be found  in the adjacent fram e. If 
copyrighted  materials were d eleted , a target n ote w ill appear listing the pages in 
the adjacent frame.

3. When a m ap, drawing or chart, e tc ., is part o f  the m aterial being photographed, 
a d efin ite m ethod  o f  “section in g” the material has been fo llow ed . It is 
custom ary to  begin film ing at the upper le ft hand com er o f  a large sheet and to  
con tinu e from left to right in equal section s w ith small overlaps. I f  necessary, 
section ing is continued  again—beginning b elow  the first row and continu ing on  
until com p lete.

4 . For illustrations that cannot be satisfactorily  reproduced by xerographic 
m eans, photographic prints can be purchased at additional cost and inserted  
in to yo u r  xerographic cop y . These prints are available upon request from  the 
D issertations C ustom er Services D epartm ent.

5. Som e pages in any docu m ent m ay have indistinct print. In all cases the best 
available cop y has been film ed.

UniversiV
Micrœlms

International
300 N. Zeeb Road 
Ann Arbor, Ml 48106





8504325

K a p a d ia , R ajiv J .

A THEORETICAL COMPARISON OF FOUR PARALLEL PROCESSING 
NETWORKS

The University of Oklahoma Ph.D. 1984

University
Microfilms

Intern étions! 300 N. zeeb  Road, Ann Arbor, Ml 48106

Copyright 1985 

by

Kapadia, Rajiv J.

All Rights Reserved





THE UNI VERSI TY OF OKLAHOMA 

GRADUATE COLLEGE

A THEORETICAL COMPARISON OF FOUR 

PARALLEL PROCESSING NETWORKS

A DI SSERTATI ON 

SUBMITTED TO THE GRADUATE FACULTY 

i n  p a r t i a l  f u l f i l l m e n t  o f  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e

d e g r e e  o f  

(DOCTOR OF PHILOSOPHY)

BY

RAJ I V J .  KAPADIA 

N o r m a n ,  O k l a h o m a  

1 984



A THEORETICAL COMPARISON OF FOUR 

PARALLEL PROCESSING NETWORKS 

A DI SSERTATI ON 

APPROVED FOR THE SCHOOL OF ELECTRICAL ENGI NEERING

r A ;:
V



©  1985 

RAJIV J .  KAPADIA 

All Rights Reserved



TABLE OF CONTENTS

P a g e

LI S T  OF TABLES ...............................................................................................  i v

LI S T  OF ILLUSTRATI ONS ...........................................................................  v

LI S T  OF GRAPHS ............................................................................................  v i

C h a p t e r

I .  WHY ANALYZE ALGORITHMS .................................................................  1

I I .  A GENERAL COMMUNICATION ORIENTED MODEL ....................  5

I I I .  COMMUNICATION OF DATA IN A MULTI PROCESSI NG
SYSTEM ...............................................................................................  13

I V .  PERFORMANCE MEASURES ....................................................................  29

V.  USI NG THE PERFORMANCE MEASURES .......................................  46

V I .  CONCLUSIONS ..............................................................................................  73

OTHER RESEARCH DI RECTI ONS ................................................................  78

APPENDIX .............................................................................................................. 80

BI BLIOGRAPHY .....................................................................................................  86

X l l



L I S T  OF TABLES

P a g e
TABLE

1.  S u mma r y  o f  p a r a l l e l  c o m p u t a t i o n  r e s u l t s  . . . .  13

2 .  P e r f o r m a n c e  m e a s u r e s  ..................................................................  45

3 a .  C o m m u n i c a t i o n  t i m e  t o  a d d  a v e c t o r  o n  v a r i o u s  
n e t w o r k s  ................................................................................................... 30

3 b .  C o m p a r i s o n s  o f  v a r i o u s  n e t w o r k s  t o  a d d  a
v e c t o r  f o r  d i f f e r e n t  n u m b e r s  o f  p r o c e s s o r s  
i n  a n e t w o r k  ............................................................................................52

4 .  A l g o r i t h m  s e t u p  t o  m u l t i p l y  t w o  m a t r i c e s  . . . .  53

5 .  C o m m u n i c a t i o n  t i m e  t o  m u l t i p l y  t w o  m a t r i c e s . . 58

6 .  C o m p a r i s o n s  o f  v a r i o u s  n e t w o r k s  t o  m u l t i p l y
t w o  m a t r i c e s  f o r  d i f f e r e n t  n u m b e r s  o f  
p r o c e s s o r s  i n  a n e t w o r k  ........................................................ 60

7 .  C o m m u n i c a t i o n  t i m e  t o  s o r t  a n  a r r a y  o f
n u m b e r s  ...............................................................................   66

8 .  C o m p a r i s o n s  o f  v a r i o u s  n e t w o r k s  t o  s o r t  a n  
a r r a y  w i t h  d i f f e r e n t  n u m b e r s  o f  p r o c e s s o r s
i n  t h e  n e t w o r k  ..................................................................................... 68

9 .  Me a n  d i s t a n c e s  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  ................................71

IV



L I S T  OF ILLUSTRATI ONS

P a g e

1.  THE RING NETWORK
THE TREE NETWORK ..................................................................................... 12

2 .  A THREE GENERATION TREE NETWORK ..........................................  20

3 .  SORTING ON A MESH CONNECTED NETWORK WITH
DI FFERENT I NDEXI NG........ .......................................................................  26

V



L I S T  OF GRAPHS

GRAPHS P a g e

1.  T h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  t o  a d d  a v e c t o r  on 
v a r i o u s  n e t w o r k s  ...............................................................................  51

2 .  T h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  t o  m u l t i p l y  t wo  
m a t r i c e s  ........................................................................................................59

3 .  T h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  t o  s o r t  a n  a r r a y  on  
d i f f e r e n t  n e t w o r k s  .........................................................................  67

vx



ABSTRACT

P r e v i o u s  w o r k  o n  t h e  a n a l y s i s  o f  e x e c u t i o n  t i m e  o f  p a r a l l e l  

a l g o r i t h m s  h a s  e i t h e r  l a r g e l y  i g n o r e d  c o m m u n i c a t i o n  d e l a y s  o r  h a s  

d e a l t  w i t h  s p e c i f i c  i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e s  s u c h  a s  t h e  p e r f e c t  

s h u f f l e  a n d  t h e  n e a r e s t  n e i g h b o r .  I n  t h i s  p a p e r  i t  i s  s h o w n  t h a t  

t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  i s  j u s t  a s  s i g n i f i c a n t  a s  t h e  e x e c u t i o n  

t i m e  a n d  t h a t  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  i s  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  d a t a  

s i z e .  F o u r  n e t w o r k s  a r e  c o m p a r e d ,  u s i n g  p a r a m e t e r s  t h a t  a r e  

d e f i n e d  i n  t h e  p a p e r .  U s i n g  a f e w  r e p r e s e n t a t i v e  a l g o r i t h m s  i t  i s  

d e t e r m i n e d  t h a t  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  d e p e n d s  o n ,  ( 1 )  t h e  a v e r a g e  

d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  wh e n  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  

n e t w o r k  i s  l a r g e  a n d ,  ( 2 )  t h e  a v e r a g e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  a g i v e n  

p r o c e s s o r  i s  c o n n e c t e d  t o  w h e n  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  

n e t w o r k  i s  s m a l l .  T h e  b r e a k e v e n  p o i n t  v a r i e s  f r o m  a l g o r i t h m  t o  

a l g o r i  t h m .

V l l



A THEORETICAL COMPARISON OF FOUR 

PARALLEL PROCESSING NETWORKS

CHAPTER I 

WHY ANALYZE ALGORITHMS?

I n  1 9 6 5 ,  F l y n n ,  i n  h i s  c l a s s i c a l  p a p e r ,  " V e r y  H i g h  

S p e e d  C o m p u t i n g  S y s t e m s  ( 3 ) , "  i n t r o d u c e d  u s  t o  t h e  c o n c e p t  

o f  m u l t i p r o c e s s i n g .  O n e  o f  h i s  p r o p o s a l s ,  t h e  s i n g l e  

i n s t r u c t i o n  m u l t i p l e  d a t a  m a c h i n e ,  i s  g a i n i n g  a l o t  o f  

i m p o r t a n c e .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  a d v e n t  o f  VLSI  t e c h n o l o g y  

a n d  t h e  f a c t  t h a t  s u c h  a m a c h i n e  h a s  b e e n  b u i l t  a n d  f o u n d  

u s e f u l .  T h e  I l l i a c  I V i s  a n  e x a m p l e  o f  s u c h  a m a c h i n e .

As  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  m a c h i n e  g r o w s ,  t h e  p r o p e r t i e s  

a n d  p r o b l e m s  i n  t h e  m a c h i n e  h a r d w a r e  a n d  s o f t w a r e  a r e  b e i n g  

i d e n t i f i e d .  U n t i l  r e c e n t l y ,  m o s t  d e s i g n  e n g i n e e r s  w e r e  o f  

t h e  b e l i e f  t h a t  p r o b l e m s  i n  t h e  m a c h i n e  w e r e  e i t h e r  

h a r d w a r e  r e l a t e d  o r  s o f t w a r e  r e l a t e d .  I t  i s  now r e a l i z e d  

t h a t  p r o p e r  m a t c h i n g  o f  s o f t w a r e  w i t h  h a r d w a r e  i s  

e s s e n t i a l .  One  o f  t h e  f a c t o r s  g o v e r n i n g  t h e  e x e c u t i o n  t i m e  

o f  a n  a l g o r i t h m  i s  t h e  t i m e  u s e d  m o v i n g  d a t a  on  h a r d w a r e  a s  

r e q u i r e d  b y  t h e  a l g o r i t h m .  T h i s  u n d e r s c o r e s  t h a t  h a r d w a r e  

a n d  s o f t w a r e  a r e  n o t  t w o  d i s t i n c t  d o m a i n s .  T h e y  a r e  a 

b l e n d .  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  a p r o p e r  m a t c h  b e t w e e n  t h e  

t w o .

C o m m u n i c a t i o n  i n  a m u l t i p r o c e s s i n g  e n v i r o n m e n t  c a n  

b e c o m e  a m a j o r  p r o b l e m .  P r o p e r l y  d e s i g n e d  p a r a l l e l



s t r u c t u r e s  t h a t  n e e d  t o  c o m m u n i c a t e  w i t h  t h e i r  n e a r e s t  

n e i g h b o r  w i l l  g a i n  t h e  m o s t  f r o m  a w e l l  t h o u g h t  o u t  m a t c h  

b e t w e e n  t h e  a l g o r i t h m  a n d  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e .  

P r e c i o u s  t i m e  a n d  p e r f o r m a n c e  a r e  l o s t  whe n  m o d u l e s  t h a t  

a r e  f a r  a p a r t  m u s t  c o m m u n i c a t e .  F o r  e x a m p l e ,  i f  d a t a  a r e  

t o  be  s e n t  t o  a p r o c e s s o r  o t h e r  t h a n  t h e  n e a r e s t  n e i g h b o r ,  

t w o  o r  m o r e  d a t a  t r a n s f e r  c y c l e s  w i l l  be  n e c e s s a r y .  The  

d e s i g n  e n g i n e e r  m u s t  h a v e  t h i s  c o m m u n i c a t i o n  b o t t l e n e c k  

u p p e r m o s t  i n  m i n d  w h e n  e v a l u a t i n g  p o s s i b l e  s t r u c t u r e s  a n d  

i n t e r c o n n e c t  n e t w o r k s  t o  i m p l e m e n t  an  a l g o r i t h m .

T h e  s t u d y  o f  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  f o r  i n f o r m a t i o n  f l o w  

i n  a n e t w o r k  i s  n o t  a n e w p r o b l e m .  F o r  d e c a d e s  l e t t e r  

c a r r i e r s  h a v e  t r i e d  t o  f i n d  t h e  s h o r t e s t  p a t h  f o r  t h e i r  

a p p o i n t e d  r o u t e .  The  s t u d y  o f  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  f o r  d a t a  

i n  a m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m  i s  r e l a t i v e l y  n e w .  L.  F o r d  

a n d  D.  F u l k e r s o n  a r e  a m o n g  t h e  l e a d e r s  i n  t h i s  s t u d y .  

T h e i r  i n i t i a l  c o n t r i b u t i o n  w a s  i n  1 9 6 2  wh e n  t h e y  s t u d i e d  

f l o w s  i n  n e t w o r k s .

S .  B o k h a r i  [ 8 ]  p u b l i s h e d  a p a p e r  i n  1 9 7 9  w h i c h  s h o w e d  

o n e  w a y  t o  s c h e d u l e  t w o  p r o c e s s o r s  w i t h  d y n a m i c  r  e -  

a s s i  gnm e n t .

B.  L i n t  i n  1 9 7 9  h a s  s h o w n  t h a t  i n  a m u l t i p r o c e s s i n g  

s y s t e m  t h e  t i m e  u s e d  b y  a d a t a  e l e m e n t  m o v i n g  f r o m  o n e  

p r o c e s s o r  t o  a n o t h e r  i s  j u s t  a s  i m p o r t a n t  a s  t h e  t i m e  u s e d  

by a d a t a  e l e m e n t  t o  c o m p u t e  a r e s u l t .



I n  1 9 7 8  M. G e n t e l m a n  [ 5 ]  p r e s e n t e d  a p a p e r  w h i c h  d e a l t  

w i t h  m i n i m i z i n g  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  f o r  s o m e  m a t r i x  

o p e r a t i o n s  on t h e  I l l i a c  I V .

I n  1 9 8 1  B.  L i n t  a n d  T .  A g e r w a l a  [ 1 7 ]  t a l k e d  a b o u t  

d e s i g n  a n d  a n a l y s i s  o f  p a r a l l e l  a l g o r i t h m s .  T h e i r  t a l k  

e m p h a s i z e d  t h e  i m p o r t a n c e  o f  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  i n  a 

m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m .

E f f o r t s  o f  t h e s e  p e o p l e  s h o w  t h a t  t h e  s t u d y  o f  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e  i n  a m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m  i s  o f  

g r o w i n g  c o n c e r n  t o  b o t h  t h e  d e s i g n e r s  a n d  u s e r s  a l i k e .  

M o s t  o f  t h e  r e c e n t  a d v a n c e s  m a d e  i n  t h e  s t u d y  o f  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e  t r e a t  t h e  a l g o r i t h m  a s  a f i n i t e  s t a t e  

a u t o m a t a  o r  a s  a s e q u e n t i a l  m a c h i n e .  W h i l e  t h e s e  a n a l y s i s  

p r o c e d u r e s  a r e  n o t  w i t h o u t  m e r i t  1 t h i n k  t h e y  a r e  t r e a t e d  

o u t  o f  c o n t e x t .  A s e q u e n t i a l  m a c h i n e  h a s  o n e  a c t i v e  s t a t e  

a n d  t h e  n e x t  s t a t e  d e p e n d s  o n  t h e  i n p u t  s i g n a l  a n d  t h e  

c u r r e n t  s t a t e .  T h i s  i s  n o t  s o  i n  a  m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m  

w h e r e ,  d u e  t o  l o c a l  c o n t r o l , s o m e  o f  t h e  p r o c e s s o r s  may 

i g n o r e  o r  m o d i f y  a  b r o a d c a s t  i n s t r u c t i o n .

I t  i s  my b e l i e f  t h a t  s i n c e  t h e  a l g o r i t h m  h a s  t o  

e x e c u t e  o n  t h e  n e t w o r k ,  t h e  c o m m u n i c a t i o n s  r e q u i r e d  by t h e  

a l g o r i t h m  m u s t  b e  t h o s e  t h a t  a r e  m o s t  s u i t e d  t o  t h e  

n e t w o r k .  I n  o t h e r  w o r d s ,  i f  t h e  n e t w o r k  a n d  t h e  m o v e s  

r e q u i r e d  by  t h e  a l g o r i t h m  m a t c h ,  t h e n  t h e  c o m m u n i c a t i o n  

t i m e  w i l l  be  l e s s  t h a n  a n y  o t h e r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  n e t w o r k  

a n d  t h e  a l g o r i t h m .



T h u s ,  w i t h  c o m m u n i c a t i o n  o f  d a t a  i n  a m u l t i p r o c e s s i n g  

s y s t e m  b e i n g  o n e  o f  t h e  k e y  f a c t o r s  a f f e c t i n g  t h e  e x e c u t i o n  

t i m e  o f  a n  a l g o r i t h m ,  I  p r o p o s e  t o  p r e s e n t  a m e t h o d  o f  

m a t c h i n g  an  a l g o r i t h m  t o  a n e t w o r k .  I n  t h e  f i r s t  s e c t i o n  I 

w i l l  p r e s e n t  a g e n e r a l  c o m m u n i c a t i o n  o r i e n t e d  m o d e l .  T h i s  

m o d e l ,  o u t  o f  n e c e s s i t y ,  w i l l  b e  a v e r y  g e n e r a l  m o d e l .  Any 

p a r t i c u l a r  p o i n t s  w i l l  be  d i s c u s s e d  a s ,  a n d  wh e n  n e c e s s a r y  

i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  p r e s e n t a t i o n .  I n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  

u s i n g  t h e  m o d e l ,  a  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  e x e c u t i o n  t i m e  i s  

o b t a i n e d .  F o l l o w i n g  t h i s ,  s o me  f a c t o r s  w i l l  b e  f o u n d  t h a t  

a f f e c t  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  i n  s u c h  a way t h a t  t h e  l o w e r  

b o u n d  o b t a i n e d  e a r l i e r  i s  n o t  a l w a y s  a c h i e v e d .  T h e s e  s a me  

f a c t o r s ,  a n d  t h e  wa y  t h e y  a f f e c t  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e ,  

p r e v e n t  t h e  w r i t i n g  o f  a m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a  f o r  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  N e x t  I  w i l l  s h o w  s o me  a p p r o x i m a t i o n s  

t h a t  c a n  b e  u s e d ,  a l l o w i n g  u s  t o  o b t a i n  p e r f o r m a n c e  

m e a s u r e s .  T h e s e  c a n  b e  u s e d  t o  m e a s u r e  h o w  w e l l  a n  

a l g o r i t h m  a n d  a n e t w o r k  m a t c h .  F o l l o w i n g  t h i s  w i l l  b e  s o me  

e x a m p l e s  t h a t  s h o w  h o w t h e s e  p e r f o r m a n c e  m e a s u r e s  c a n  b e  

u s e d  t o  s t u d y  t h e  m a t c h  b e t w e e n  a l g o r i t h m  a n d  t h e  

i n t e r c o n n e c t  s t r u c t u r e s .



CHAPTER 2

A GENERAL COMMUNICATION ORIENTED MODEL

I n  t h i s  s e c t i o n  s e v e r a l  m o d e l s  f o r  p a r a l l e l  p r o c e s s i n g  

a r e  d i s c u s s e d .  A m o d e l  o f  p a r a l l e l  p r o c e s s i n g  s h o u l d  

i n c l u d e  a l l  t h e  f a c t o r s  t h a t  a f f e c t  t h e  e x e c u t i o n  o f  an  

a l g o r i t h m  on  a n e t w o r k . T h i s  n e c e s s i t a t e s  t h e  i n c l u s i o n  o f  

c o m p u t a t i o n  a s  w e l l  a s  c o m m u n i c a t i o n .  T h e  m o d e l  w i l l  

p r o v i d e  a f o u n d a t i o n  f o r  t h e  d e s i g n  m e t h o d s .  U s i n g  t h i s  

m o d e l ,  p r a c t i c a l  m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m s  c a n  b e  d e s i g n e d .  

T h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  w i l l  i n c l u d e  c o m m u n i c a t i o n  a n d  

c o m p u t a t i o n  a s p e c t s  i n  v a r y i n g  d e g r e e s .

A m o d e l  f o r  m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m  i s  b a s i c a l l y  an  

e x t e n s i o n  o f  a s e q u e n t i a l  r a n d o m  a c c e s s  m a c h i n e .  T h i s  

d e s c r i p t i o n  o f  a m o d e l  w a s  m a d e  b y  A.  A h o ,  a n d  o t h e r s  i n  

t h e i r  b o o k ,  " T h e  D e s i g n  a n d  A n a l y s i s  o f  C o m p u t e r  

A l g o r i t h m s . "  I n  a s y n c h r o n o u s  m o d e l  a l l  p r o c e s s o r s  a r e  

d r i v e n  b y  a  s i n g l e  c l o c k .  I n  o n e  c l o c k  p e r i o d  a l l  

p r o c e s s o r s  t h a t  a r e  a c t i v e  e x e c u t e  a s i n g l e  o p e r a t i o n .  

T h e s e  p r o c e s s o r s  h a v e  s o m e  l o c a l  c o n t r o l  a n d  h e n c e ,  t h e  

o p e r a t i o n  c a n  b e  d i f f e r e n t  f o r  d i f f e r e n t  p r o c e s s o r s .  Some 

o f  t h e  o p e r a t i o n s  c o u l d  b e  a d d ,  s t o r e ,  c o m p a r e  a n d  s e n d .



E v e n  t h o u g h  t h e  o p e r a t i o n s  c a n  b e  d i f f e r e n t  f o r  d i f f e r e n t  

p r o c e s s o r s ,  e a c h  p r o c e s s o r  b e g i n s  a n d  t e r m i n a t e s  t h e  

o p e r a t i o n  s i m u l t a n e o u s l y .  P r o c e s s o r s  w i t h  s h o r t e r  

o p e r a t i o n s  w a i t .

N o w  t h a t  we  h a v e  a w e l l  d e f i n e d  b e g i n n i n g  a n d  

t e r m i n a t i o n  o f  e a c h  o p e r a t i o n ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e f i n e  a 

m e a s u r e  o f  c o m p l e x i t y  a n a l o g o u s  t o  t h e  c o m p u t a t i o n  

c o m p l e x i t y  m e a s u r e  o f  a s e q u e n t i a l  m a c h i n e .  T h i s  

c o m p l e x i t y  i s  t h e  n u m b e r  o f  s t e p s  n e e d e d  t o  e x e c u t e  t h e  

p r o g r a m  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  s i z e  o f  t h e  i n p u t .

T h e  U n b o u n d e d  M o d e l .  O n e  c o m m o n  s y n c h r o n o u s  m o d e l  

a s s u m e s  K p a r a l l e l  p r o c e s s o r s .  E a c h  p r o c e s s o r  i s  i d e n t i c a l  

t o  e a c h  o t h e r  a n d  h a s  a c c e s s  t o  t h e  s a m e  s t o r a g e  l o c a t i o n .  

C o m m u n i c a t i o n  o f  d a t a  i s  d o n e  by  w r i t e - r e a d  c y c l e .  A m a j o r  

b o t t l e n e c k  o c c u r s  a t  m e m o r y  a c c e s s .  S i n c e  i t  i s  a s s u m e d  

t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n  r e s u l t  o f  o n e  c y c l e  i s  a v a i l a b l e  t o  

a n y  p r o c e s s o r  o n  t h e  f o l l o w i n g  c y c l e ,  t h e  c a s e  w h e n  t h e  

n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i s  a r b i t r a r i l y  l a r g e  i s  k n o w n  a s  

u n b o u n d e d  p a r a l l e l i s m .  P r o c e s s o r  c o m p l e x i t y  i n  a n  

u n b o u n d e d  m o d e l  i s  e q u a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  

n e c e s s a r y  t o  e x e c u t e  t h e  a l g o r i t h m .

T h e  N e t w o r k  M o d e l .  T h e  u n b o u n d e d  m o d e l  i g n o r e s  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e  b y  m a k i n g  t h e  p r o c e s s o r s  a c c e s s  t h e  

m e m o r y .  T h i s  m e m o r y  a c c e s s  i s  a s s u m e d  t o  t a k e  p l a c e  i n  

c o n s t a n t  t i m e .  No c o n s i d e r a t i o n  i s  g i v e n  t o  c o m m u n i c a t i o n  

t i m e .  M e m o r y  c o n f l i c t s  a r e  c o n s i d e r e d  p a r t  o f  e x e c u t i o n



t i m e .  A f u n d a m e n t a l  e x t e n s i o n  o f  t h i s  m o d e l  e l i m i n a t e s  t h e  

c o m m o n  m a s s  m e m o r y  a n d  c o m p u t a t i o n  r e s u l t s  a r e  m a d e  

a v a i l a b l e  t o  t h e  p r o p e r  p r o c e s s o r s  v i a  a n e t w o r k  o f  

i n t e r c o n n e c t i o n s .  E a c h  n o d e  on t h i s  i n t e r c o n n e c t i o n  s c h e m e  

i s  a s s o c i a t e d  w i t h  a p r o c e s s o r .  C o m m u n i c a t i o n  o f  

i n f o r m a t i o n  i s  d o n e  by  s t o r e  a n d  s e n d  a p p r o a c h .

I f  t h e  n e t w o r k  m o d e l  i s  u s e d ,  t h e  a r c h i t e c t u r e  o f  t h e  

m u l t i p l e  p r o c e s s i n g  s y s t e m  w o u l d  t h e n  h a v e  a l l  t h e  

p r o c e s s o r s  h a v i n g  t h e i r  own  l o c a l  m e m o r y .  I n  t h i s  l o c a l  

m e m o r y ,  t h e  p r o c e s s o r  w i l l  b e  a b l e  t o  s t o r e  s o me  c o n t r o l  

r o u t i n e s  w h i c h  t h e  p r o c e s s o r  c a n  e x e c u t e .  E x c h a n g e  o f  

i n f o r m a t i o n  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  t a k e s  p l a c e  t h r o u g h  t h e  

n e t w o r k .  L o g i c a l l y  n e i g h b o r i n g  p r o c e s s o r s  c a n  e x c h a n g e  

i n f o r m a t i o n  i n  o n e  c y c l e  v i a  h a r d w a r e  l i n k s  c o n n e c t i n g  t h e  

p r o c e s s o r s .  N o n - a d j a c e n t  p r o c e s s o r s  e x c h a n g e  d a t a  b y  

s e n d i n g  t h e  i n f o r m a t i o n  f r o m  p r o c e s s o r  t o  p r o c e s s o r  u s i n g  a 

s t o r e  a n d  s e n d  a p p r o a c h .  I n f o r m a t i o n  c a n n o t  b e  b r o a d c a s t  

f r o m  o n e  p r o c e s s o r  t o  e v e r y  o t h e r  p r o c e s s o r  i n  t h e  s y s t e m ,  

b u t  a n y  o n e  p r o c e s s o r  c a n  s e n d  i t s  d a t a  v a l u e  t o  a l l  o f  i t s  

l o g i c a l l y  n e i g h b o r i n g  p r o c e s s o r s .

T h u s ,  t h e  c r u c i a l  p a r t  o f  t h e  d e s i g n  o f  a n y  h i g h l y  

p a r a l l e l  c o m p u t i n g  s y s t e m  i s  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k .  

T h e  n e t w o r k  c o n s i s t s  o f  r e l a t i v e l y  s t a n d a r d  m i c r o p r o c e s s o r s  

w i t h  h a r d w a r e  l i n k s  i n t e r c o n n e c t i n g  t h e m .  An e s s e n t i a l  

c r i t e r i o n  f o r  t h e  n e t w o r k  s e l e c t i o n  i s  p h y s i c a l  

f e a s i b i l i t y .  T h e  n e t w o r k  m u s t  c o n f o r m  t o  t h e  p r a c t i c a l



b u i l d i n g  r e s t r i c t i o n s  i m p o s e d  by e l e c t r o n i c  t e c h n o l o g y .  A 

s i m p l e  way o f  m o d e l l i n g  t h e s e  r e s t r i c t i o n s  a b s t r a c t l y  i s  t o  

i n s i s t  t h a t  e a c h  n o d e  o f  a n y  n e t w o r k  b e  c o n n e c t e d  t o  no 

m o r e  t h a n  a f i x e d  n u m b e r  C o f  o t h e r  n o d e s ,  i n d e p e n d e n t  o f  

t h e  t o t a l  n u m b e r  N o f  n o d e s  i n  t h e  n e t w o r k .  N c a n  b e c o m e  

v e r y  l a r g e .

A l g o r i t h m  e x e c u t i o n  o n  t h i s  n e t w o r k  p r o c e e d s  i n  a 

s e q u e n c e  o f  n o n  o v e r l a p p i n g  c y c l e s .  E a c h  c y c l e  c o n s i s t s  o f  

a n  e x e c t u i o n  p h a s e  a n d  a m e s s a g e  t r a n s f e r  p h a s e -  One p h a s e  

c a n  s t a r t  o n l y  a f t e r  t h e  o t h e r  p h a s e  h a s  f i n i s h e d  e x e c u t i o n  

o n  e a c h  p r o c e s s o r  i n  t h e  s y s t e m .  E i t h e r  o n e  o f  t h e s e  

p h a s e s  c o u l d  b e  n i l  f o r  o n e  o r  m o r e  p r o c e s s o r s  d u r i n g  a n y  

c y c l e .  E a c h  o n e  o f  t h e s e  t r a n s f e r  p h a s e s  i s  f u r t h e r  

s u b d i v i d e d  i n t o  p e r i o d s .  D u r i n g  a n y  m e s s a g e  t r a n s f e r  p h a s e  

a n  a c t i v e  p r o c e s s o r  c a n  s e n d  d a t a  t o  i t s  l o g i c a l l y  a d j a c e n t  

p r o c e s s o r  i n  o n e  p e r i o d .  T h i s  c a n  b e  f u r t h e r  r o u t e d  d u r i n g  

t h e  n e x t  p e r i o d  i f  n e c e s s a r y .  D u r i n g  a n y  e x e c u t i o n  p h a s e ,  

t h e  e x e c u t i o n  o f  o n e  i n s t r u c t i o n ,  l i k e  a d d  o r  c o m p a r e ,  i s  

e x e c u t e d .  I f  m o r e  o p e r a t i o n s  n e e d  t o  b e  p e r f o r m e d ,  t h e y  

a r e  e x e c u t e d  on s u b s e q u e n t  p e r i o d s .

T h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  p h a s e  a n d  t h e  e x e c u t i o n  p h a s e  c a n  

b e  o f  u n e q u a l  l e n g t h s  i n  a c y c l e .  A l s o  t h e  m e s s a g e  

t r a n s f e r  p h a s e s  o r  t h e  e x e c u t i o n  p h a s e s  o f  d i f f e r e n t  c y c l e s  

c a n  b e  o f  u n e q u a l  l e n g t h s .  T h e  n u m b e r  o f  p e r i o d s  w i l l  

t h u s ,  v a r y  f r o m  p h a s e  t o  p h a s e  a n d  c y c l e  t o  c y c l e ,  b u t  t h e  

n u m b e r  o f  p e r i o d s  e x e c u t e d  by  a l l  t h e  p r o c e s s o r s  d u r i n g  a n y



g i v e n  p h a s e  o f  a n y  g i v e n  c y c l e  w i l l  b e  t h e  s a m e .  As a 

r e s u l t  o f  t h i s ,  a l l  t h e  p r o c e s s o r s  w i l l  b e g i n  a p h a s e  

s i m u l t a n e o u s l y  a n d  t e r m i n a t e  t h e  s a me  p h a s e  s i m u l t a n e o u s l y .  

T h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  p r o c e e d s  t h r o u g h  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  

n e t w o r k  w i t h  t h e  s t o r e  a n d  s e n d  a p p r o a c h .  I n  t h i s  a p p r o a c h  

a p r o c e s s o r  r e c e i v e s  d a t a  i n  o n e  p e r i o d .  D u r i n g  t h e  

f o l l o w i n g  p e r i o d  t h e  p r o c e s s o r  w i l l  d e c i d e  i f  t h e  d a t a  

b e l o n g s  t o  i t  o r  i s  t o  b e  s e n t  down t h e  l i n e .  I f  i t  i s  t o  

b e  s e n t  d o wn  t h e  l i n e ,  t h e n  d u r i n g  t h e  t h i r d  c l o c k  p e r i o d  

t h i s  d a t a  w i l l  m o v e  t o  t h e  n e x t  p r o c e s s o r .  I f  d u r i n g  o n e

p e r i o d  a p r o c e s s o r  r e c e i v e s  t wo  o r  m o r e  d a t a  i t e m s  t h e n  o n e

o r  m o r e  w i l l  h a v e  t o  w a i t  t o  b e  p r o c e s s e d  a n d  s e n t  f o r w a r d .

As  m e n t i o n e d  e a r l i e r  a l l  p r o c e s s o r s  h a v e  s o me  p r i v a t e  

m e m o r y .  T h i s  p r i v a t e  m e m o r y  c a n n o t  b e  a c c e s s e d  by  o t h e r  

p r o c e s s o r s  i n  t h e  n e t w o r k .  T h e  p r i v a t e  me mo r y  i s  u s e d  t o  

s t o r e  v a r i a b l e s  o r  c o n s t a n t s  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  m i g h t  n e e d  

w h i l e  e x e c u t i n g .  I t  i s  a l s o  u s e d  t o  s t o r e  t a b l e s  t h a t  t h e

p r o c e s s o r  r e f e r s  t o  i n  o r d e r  t o  r o u t e  d a t a  t h r o u g h  t h e

s h o r t e s t  c o n f l i c t  f r e e  p a t h  p o s s i b l e .  T h e  p r o c e s s o r s  a l s o  

h a v e  s o m e  l i m i t e d  c a p a c i t y  f o r  l o c a l  c o n t r o l . T h e s e  

c o n t r o l  r o u t i n e s  a r e  a l s o  s t o r e d  i n  p r i v a t e  m e m o r y .  I n  

t h i s  w a y ,  m a s k  g e n e r a t i o n  i s  d o n e  l o c a l l y .  T h e  m a s k  

g e n e r a t i o n  r o u t i n e s  a r e  n e c e s s a r y  s i n c e  a l l  t h e  p r o c e s s o r s  

do n o t  e x e c u t e  e v e r y  i n s t r u c t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m .

As  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  e x e c u t i o n  o f  a n  a l g o r i t h m  on 

s u c h  a m o d e l  p r o c e e d s  i n  a s e q u e n c e  o f  n o n - o v e r l a p p i n g
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c y c l e s  o f  c o m p u t a t i o n  a n d  c o m m u n i c a t i o n  p h a s e s .  Of  t h e s e ,  

w h i c h  p h a s e  i s  m o r e  i m p o r t a n t ?  Ma n y  a t t e m p t s  h a v e  b e e n  

m a d e  a t  a n s w e r i n g  t h i s  q u e s t i o n .  A p r o p e r  a n s w e r  w o u l d  be  

t h a t  b o t h  t h e  p h a s e s  a r e  e q u a l l y  i m p o r t a n t .  I f  c a r e f u l  

a t t e n t i o n  i s  n o t  p a i d  t o  c o m m u n i c a t i o n ,  t h e n  m o v i n g  d a t a  

o v e r  l o n g  p a t h s  c a n  e a t  up a l l  t h e  g a i n s  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  

m a k e s  by a b r i l l i a n t  e x e c u t i o n  t e c h n i q u e .

I n  a m u l t i p r o c e s s i n g  e n v i r o n m e n t ,  m o r e  o f t e n  t h a n  n o t ,  

d a t a  f o r  t h e  n e x t  c o m p u t a t i o n  s t a g e  i s  m a d e  a v a i l a b l e  

d u r i n g  t h e  c u r r e n t  c o m p u t a t i o n  s t a g e .  T h i s  d a t a  may be  a t  

s o m e  o t h e r  p r o c e s s o r  a n d  m u s t  b e  m o v e d  t o  t h e  p r o p e r  

p r o c e s s i n g  e l e m e n t .  I n  t h i s  w a y ,  i n  a l g o r i t h m  e x e c u t i o n  

t h e  c o m p u t a t i o n  a n d  t h e  com m un i c a  t  i  o n  p h a s e s  a l t e r n a t e .  

T h e  c o m m u n i c a t i o n  t a k e s  p l a c e  o v e r  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  

n e t w o r k .  C a r e f u l  a t t e n t i o n  m u s t  b e  p a i d  t o  t h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  a n d  how i t  m o v e s  d a t a  a r o u n d .

As an  e x a m p l e ,  l e t  u s  l o o k  a t  how a c o u p l e  o f  n e t w o r k s  

p e r f o r m  w h e n  a s k e d  t o  a d d  a v e c t o r  o f  N e l e m e n t s  on  N/ 2  

p r o c e s s o r s .  T h e  o n l y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  n e t w o r k s  

i s  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k .  One  s y s t e m  h a s  a t r e e - l i k e  

n e t w o r k ,  w h i l e  t h e  o t h e r  o n e  i s  a r i n g - l i k e  s t r u c t u r e .  

E x e c u t i n g  t h e  a l g o r i t h m  on  t h e  r i n g  n e t w o r k  c a u s e s  t h e  sum

F u n c t i o n  0 ( * )  i s  u s e d  a s  a t i m i n g  f u n c t i o n .  Th e  v a r i a b l e  
u s e d  i s  t h e  c o n t r o l l i n g  p a r a m e t e r  a n d  t h e  t i m e  i s  o f  t h e  
o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  t h a t  v a r i a b l e  e x  o ( N )  c o u l d  be  2N + 5 
o r  a n y  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  N.
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t o  be  o b t a i n e d  i n  o ( N )  t i m e .  T h i s  i s  t h e  s a m e  a s  i n  a 

s e q u e n t i a l  u n i p r o c e s s o r  s y s t e m .  On t h e  t r e e  s t r u c t u r e ,  t h e  

t i m e  t o  e x e c u t e  t h e  a l g o r i t h m  i s  o ( l o g  N ) .  T h i s  i s  a 

d e f i n i t e  i m p r o v e m e n t  o v e r  t h e  r i n g  s t r u c t u r e .  F u r t h e r  

s t u d y  o f  t h e  r i n g  s t r u c t u r e  ( F i g u r e  1 ) .  s h o w s  t h a t  t o  

p e r f o r m  t h e  f i n a l  s u m ,  t h e  d a t a  h a d  t o  b e  mo v e d  a d i s t a n c e  

o f  N/  4 p r o c e s s o r s .  On t h e  t r e e  s t r u c t u r e  ( F i g u r e  2 ) ,  t h e  

d a t a  h a d  t o  b e  mo v e d  o n l y  o n e  u n i t  d i s t a n c e  t o  p e r f o r m  a n y  

s u m .

T h e  t r e e  s t r u c t u r e  i s  k n o w n  a s  a n  a s y m p t o t i c a l l y  

o p t i m a l  n e t w o r k  f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  a l g o r i t h m .  An 

a s y m p t o t i c a l l y  o p t i m a l  n e t w o r k  i s  t h a t  n e t w o r k  w h i c h  

p e r f o r m s  v a r i o u s  f u n d a m e n t a l  c o m p u t a t i o n  o p e r a t i o n s  o n  a 

c o l l e c t i o n  o f  N d a t a  i t e m s  a s  r a p i d l y  a s  t h e o r e t i c a l l y  

p o s s i b l e .  T a b l e  1 s h o w s  s o me  o p e r a t i o n  a n d  n e t w o r k s  t h a t  

s h o u l d  b e  m a t c h e d  t o g e t h e r .

T h e  l i s t  i n  T a b l e  1 a n d  o t h e r s  l i k e  t h a t  w h i c h  c a n  

b e  f o u n d  i n  o t h e r  a r t i c l e s  a r e  s o me  o f  t h e  a d v a n c e s  ma d e  i n  

t h i s  f i e l d .  T h e  v a r i o u s  a u t h o r s  i n  t h e  l i s t s  h a v e  w o r k e d  

o n  e a c h  i n d i v i d u a l  a l g o r i t h m  o n  a n e t w o r k  t h e y  s p e c i f i e d .  

A l l  t h i s  e f f o r t  i s  d e d i c a t e d  i n  a v e r y  n a r r o w  f i e l d .  I t  

d o e s  n o t  h e l p  i f  y o u  d o  n o t  h a v e  a m a t c h  a s  t h e  a u t h o r s  

h a v e  d e m a n d e d .  T h e  w o r k  t h a t  I  am p r e s e n t i n g  h e r e  i s  m o r e  

o f  a g e n e r a l  n a t u r e .  I t  p o i n t s  t h e  d i r e c t i o n  a n e t w o r k  

d e s i g n e r  w i l l  t a k e  wh e n  h e  i s  t r y i n g  t o  b u i l d  a  n e t w o r k .
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RING

FIGURE 1

(1) L e t  C = 1

(2) Add t h e  d a t a  e l e m e n t s  p r e s e n t  i n  e a ch  p r o c e s s o r .

(3) Move d a t a  f rom p r o c e s s o r  (21 + C) t o  p r o c e s s o r  2 i  V i

(4)  I f  C ^  N /2 ,  STOP.

(5) C = 2*C

(6) Go t o  s t e p  2 .

TREE

i , r i
0 -J--- j 1 /I- 4--- 5 [ZHri



TABLE 1

SUMMARY OF PARALLEL COMPUTATION RESULTS

No . P r o c e s s  P a r a l l e l  Ti me S e q u e n t i a l  Ti me R e f e r e n c e

( 1 ) A l l  p a r t i a l  s u ms  o f  
N e l e m e n t s

0 ( l o g  N) 0 ( N) P e a s e  ( 1 9 6 8 )  S t o n e  ( 1 9 7 1 )

( 2 ) M e r g i n g  t wo  l i s t s  
o f  N i t e m s O ( l o g  N) 0 ( N) B a t c h e r  ( 1 9 6 8 )

( 3 ) S o r t i n g  N i t e m s O ( l o g ^ N ) O( Nl o g N) B a t c h e r  ( 1 9 6 8 )

( 4 ) F a s t  F o u r i e r  t r a n s ­
f o r m s

O ( l o g  N) 0 ( Nl o g N) P e a s e  ( 1 9 6 8 )  S t o n e  ( 1 9 7 1 )

( 5 ) I n v e r s i o n  o f  m a t ­
r i c e s  o f  s i z e  n O*356 0 ( l o g ^ N ) 0 ( N 3 / 2 ' « 1 ) C s a n k y  ( 1 9 7 5 )

( 6 ) M u l t i p l i c a t i o n s  o f  
m a t r i c e s  o f  s i z e  
( N l o g N l o g l o g N )

0 ( l o g N l o g -  
l o g N )

0 ( N l o g N ­
l o g l o g N )

C h a n d r a  ( 1 9 7 6 )
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I n  1 9 7 8  a t  t h e  I n t e r n a t i o n a l  C o m p u t e r  C o n f e r e n c e ,  T.  

A g e r w a l a  s h o w e d  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e v i s e  d i f f e r e n t  

a m o u n t s  o f  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  a n d  c o m p u t a t i o n  t i m e  by 

m o d i f y i n g  t h e  a l g o r i t h m  i t s e l f .  W i t h  t h i s  k n o w l e d g e  t h e  

d e s i g n e r  m a y  b e  a b l e  t o  t r a d e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  w i t h  

c o m p u t a t i o n  t i m e  a n d  a r r i v e  a t  a n  e x e c u t i o n  t i m e  w h i c h  i s  

t h e  s m a l l e s t  f r o m  t h e  o p t i o n s  h e  h a s  c o n s i d e r e d .  A g e r w a l a  

s u g g e s t e d  t h a t  i f  t h i s  i s  d o n e  s y s t e m a t i c a l l y ,  t h e n  t h e  

e f f e c t i v e  e x e c u t i o n  t i m e  c a n  b e  r e d u c e d .  As  a n  e x a m p l e  o f  

t h i s  A g e r w a l a  c i t e d  a s e q u e n t i a l  a l g o r i t h m  t h a t  r e q u i r e s  

o ( N ^ )  c o m p u t a t i o n  s t e p s  a n d  n o  c o m m u n i c a t i o n  s t e p s  t o  

o b t a i n  a F F T , t h e n  a f t e r  s o m e  t r a d e s  a r e  m a d e  a s i m i l a r  

a l g o r i t h m  i s  r u n  o n  a n  N p r o c e s s o r  s y s t e m ,  t h e  c o m p u t a t i o n  

s t e p s  a r e  r e d u c e d  t o  o ( N  L o g 2 N)  w h i l e  t h e  c o m m u n i c a t i o n  

t i m e  i s  i n c r e a s e d  t o  o( N l o g g  N ) .  T h i s  i s  a s a v i n g  i n  t h e  

o v e r a l l  e x e c u t i o n  t i m e  f o r  t h e  a l g o r i t h m .

T h e  d i s t a n c e  t h r o u g h  w h i c h  d a t a  i t e m s  h a v e  t o  t r a v e l  

t o  r e a c h  t h e i r  d e s t i n a t i o n  i s  a n o t h e r  f a c t o r  t h a t  a f f e c t s  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  P r o p e r l y  d e s i g n e d  p a r a l l e l  s t r u c t u r e s  

t h a t  n e e d  t o  c o m m u n i c a t e  w i t h  o n l y  t h e i r  n e a r e s t  n e i g h b o r s  

w i l l  g a i n  t h e  m o s t  f r o m  a w e l l  t h o u g h t  o u t  d e s i g n .  One  

r e a s o n  i s  v e r y  o b v i o u s ,  t h e  s h o r t e r  t h e  p a t h ,  t h e  q u i c k e r  

i t  i s  t r a v e l l e d .  A n o t h e r  a f f e c t  o f  l o n g  d a t a  p a t h s  i s  

r a t h e r  s u b t l e .  I f  d a t a  i t e m s  t r a v e l  o v e r  l o n g  d i s t a n c e s ,  

t h e n  t h e r e  i s  a  g r e a t e r  p r o b a b i l i t y  o f  h a v i n g  d a t a  p a t h  

c o n f l i c t s .  M o v i n g  d a t a  w i t h o u t  d a t a  p a t h  c o n f l i c t s  i s  o n e
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g o a l  d e s i g n e r s  t r y  t o  a c h i e v e .  W h e n e v e r  t h e r e  i s  a d a t a  

p a t h  c o n f l i c t ,  o n e  o f  t h e  d a t a  i t e m s  w i l l  be  d e l a y e d .  T h i s  

d e l a y  i n c r e a s e s  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e .



CHAPTER 3

COMMUNICATION OF DATA IN A MULTI PROCESSI NG SYSTEM

I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  we s a w t h a t  t h e  c o m m u n i c a t i o n  

t i m e  i n  t h e  e x e c u t i o n  o f  a n  a l g o r i t h m  d e p e n d s  on how d a t a  

i s  m o v e d  f r o m  o n e  p r o c e s s o r  t o  a n o t h e r .  T h i s  d a t a  c a n  b e  

m o v e d  i n  t h r e e  d i f f e r e n t  w a y s .  T h e s e  w a y s  a r e  ' S t o r e  a n d  

R e t r i e v e '  , ' S h a r e d  B u s '  a n d  ' M e s s a g e  T r a n s f e r  t h r o u g h  an 

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k ' .

S t o r e  a n d  R e t r i e v e . I n  t h i s  m e t h o d  t h e  d a t a  i t e m  i s  

p l a c e d  i n  a m e m o r y  t h a t  c a n  b e  a c c e s s e d  b y  a l l  t h e  

p r o c e s s i n g  e l e m e n t s  a n d  w h i c h e v e r  p r o c e s s o r  n e e d s  t h e  d a t a  

i t e m  c a n  a c c e s s  t h e  l o c a t i o n  a n d  o b t a i n  t h e  v a l u e .  A m a j o r  

d r a w b a c k  i n  t h i s  m e t h o d  i s  t h a t  a l l  t h e  a c t i v e  p r o c e s s o r s  

w i l l  c o m p e t e ,  f i r s t  t o  g e t  m e m o r y  a c c e s s  t o  p l a c e  t h e i r  

d a t a  i t e m s  i n t o  t h e  m e m o r y  a n d  t h e n ,  o n c e  a g a i n ,  t o  g a i n  

a c c e s s  t o  o b t a i n  t h e  d a t a  i t e m  t h e y  h a v e  t o  u s e  d u r i n g  t h e  

n e x t  c o m p u t a t i o n  c y c l e .

S h a r e d  B u s . I n  t h i s  m e t h o d  a l l  t h e  p r o c e s s o r s  a r e  

c o n n e c t e d  t o  a b u s  s y s t e m .  T h e s e  c a n  b e  s i n g l e  o r  m u l t i p l e  

b u s e s .  A p r o c e s s o r  p l a c e s  i t s  d a t a  o n  t h e  b u s  w h i c h  i s  

a v a i l a b l e  t o  a l l  t h e  p r o c e s s o r s .  T h e  d e s t i n a t i o n  p r o c e s s o r

16
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c a n  g r a b  t h e  d a t a  w h i l e  t h e  r e s t  i g n o r e  i t .  T h e  m a j o r  

d r a w b a c k  t o  t h i s  m e t h o d  i s  t h e  c o m p e t i t i o n  f o r  t h e  b u s .  

D u r i n g  t h e  d a t a  t r a n s f e r  s t a g e  a l l  t h e  p r o c e s s o r s  w i l l  t r y  

t o  g e t  c o n t r o l  o f  t h e  b u s .

M e s s a g e  t r a n s f e r  t h r o u g h  a n  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k . 

I n  t h i s  m e t h o d ,  e a c h  p r o c e s s o r  i s  c o n n e c t e d  t o  a f i x e d  

n u m b e r  o f  o t h e r  p r o c e s s o r s  a n d  c a n  t r a n s f e r  d a t a  o n l y  t o  

t h e s e  p r o c e s s o r s .  On e  o f  t h e s e  p r o c e s s o r s  w i l l  g r a b  t h e  

d a t a  a n d  t r a n s f e r  i t  f u r t h e r  a l o n g  t h e  p a t h  t o  t h e  

d e s t i n a t i o n  p r o c e s s o r .  T h e  m a j o r  d r a w b a c k  i n  t h i s  m e t h o d  

i s  t h e  d a t a  p a t h  c o n f l i c t s  t h a t  c a n  o c c u r  a t  t h e  

p r o c e s s o r s .  T h i s  c o n f l i c t  o c c u r s  wh e n  a p r o c e s s o r  r e c e i v e s  

d a t a  f r o m  t w o  o f  i t s  n e i g h b o r i n g  p r o c e s s o r s  a t  t h e  t i m e .

A c o m p a r i s o n  o f  t h e  t h r e e  m e t h o d s  w i l l  s h o w  wh y  I  

c h o s e  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  a s  t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  

m e t h o d  t o  u s e  i n  t h e  p r e v i o u s  a n d  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s .  

T o  m a k e  t h i s  c o m p a r i s o n ,  l e t  u s  a s s u m e  t h a t  t h e r e  a r e  a 

l a r g e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  n e t w o r k .  A l s o  l e t  u s  

a s s u m e  t h a t  o n e  h a l f  o f  t h e m  a r e  g o i n g  t o  s e n d  d a t a  t o  

o t h e r  p r o c e s s o r s .  By a l a r g e  n u m b e r  i s  m e a n t  a t  l e a s t  

s i x t y - f o u r  p r o c e s s o r s .

L e m m a  1 ; U n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  

' S h a r e d  B u s '  m e s s a g e  t r a n s f e r  i s  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  ' S t o r e  

a n d  R e t r i e v e ' .

P r o o f  : S a y  t h a t  cN o f  t h e  N p r o c e s s o r s  h a v e  t o

t r a n s f e r  d a t a  t o  o t h e r  p r o c e s s o r s .  ( c = 1 / 2 ) .  Of  t h e s e  cN
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p r o c e s s o r s ,  l e t  m p r o c e s s o r s  t r a n s f e r  d a t a  by s h a r e d  b u s ,  

w h i l e  ( c N - m)  p r o c e s s o r s  t r a n s f e r  by ' S t o r e  a n d  R e t r i e v e ' .

C a s e  1 . c N- m ^  m 

I n  t h e  f i r s t  m p e r i o d s ,  l e t  m d a t a  i t e m s  be t r a n s f e r r e d  by 

s h a r e d  b u s .  At  t h e  s a m e  t i m e ,  l e t  m o f  t h e  cN- m d a t a  i t e m s  

be  p l a c e d  i n  me mo r y  f o r  ' S t o r e  a n d  R e t r i e v e ' .  A f t e r  t h e s e  

m p e r i o d s ,  t h e r e  w i l l  be  cN- 2m d a t a  i t e m s  l e f t  o v e r ,  t o  be  

p l a c e d  i n  m e m o r y .  T h i s  c a n  be  d o n e  i n  c N - 2 m  p e r i o d s .  

N e x t ,  t h e  d a t a  i t e m s  p l a c e d  i n  me mo r y  c a n  be  r e t r i e v e d  i n  

cN-m p e r i o d s  s i n c e  t h a t  many  d a t a  i t e m s  h a v e  b e e n  p l a c e d  i n  

m e m o r y .  T h u s  t h e  t o t a l  t i m e  f o r  t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  s t a g e  

i s ;  T ( c N , m )  = m + [ c N - 2 m ]  + cN- m = 2 c N - 2 m = 2 ( c N - m ) .

C a s e  2 . cN- m < m 

T h i s  t i m e ,  i n  t h e  f i r s t  c N - m p e r i o d s  l e t  c N- m i t e m s  b e  

p l a c e d  i n  me mo r y  a n d  cN-m d a t a  i t e m s  be  b r o a d c a s t .  T h u s  i n  

t h e  n e x t  m - ( c N - m )  c y c l e s ,  t h e  r e m a i n i n g  d a t a  i t e m s  c a n  be  

b r o a d c a s t .  A t  t h e  s a m e  t i m e  m - ( c N - m )  d a t a  i t e m s  c a n  be  

r e a d  b a c k  f r o m  t h e  m e m o r y .  S t i l l ,  t h e r e  a r e  

c N - m- Cm- (  c N -  m ) ] d a t a  i t e m s  i n  m e m o r y  w h i c h  h a v e  t o  b e  

r e t r i e v e d .  T h e s e  c a n  b e  o b t a i n e d  i n  c N - m - [ m - ( c N - m ) ]  m o r e  

c y c l e s .  T h e  t o t a l  t i m e  n e c e s s a r y  i s  T ( c N , m) = cN- m + m- 

( c N- m)  + c N - m - [ m - ( c N - m ) 3 .  T ( c N ,  m) = 2 c N- 2 m = 2 ( c N - m ) .

E i t h e r  w a y  t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  i s  d o n e  t h e  t i m e  

r e q u i r e d  i s  t h e  s a m e .  Now;

T ( c N, m+ 1  ) - T ( c N , m )  = 2 c N - 2 ( m+1 ) - (  2 c N - 2 m )

T ( c N , m+ 1 ) - T ( c N , m) = - 2
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T h e  n e g a t i v e  r e s u l t  s h o w s  t h a t  i n c r e a s i n g  t h e  n u m b e r  

o f  t r a n s f e r s  by  s h a r e d  b u s ,  w i l l  d e c r e a s e  t h e  n u m b e r  o f  

p e r i o d s  i n  a m e s s a g e  t r a n s f e r  s t a g e .  T h e r e f o r e  ' S h a r e d  

B u s '  i s  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  ' S t o r e  a n d  R e t r i e v e ' .  

S i m i l a r l y ,  w i t h  t h e  s a m e  c o n d i t i o n s ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  

n o  a d v a n t a g e  i s  g a i n e d  by ' S h a r e d  B u s '  m e s s a g e  t r a n s f e r  a s  

c o m p a r e d  t o  ' M e s s a g e  T r a n s f e r  t h r o u g h  a n  i n t e r c o n n e c t i o n  

n e t w o r k ' .

I n  p e r f o r m i n g  a t r a n s f e r  t h r o u g h  a n e t w o r k ,  t h e  

a n a l y s i s  i s  n o t  s o  s i m p l e .  One  o f  t h e  f a c t o r s  t h a t  p l a y s  

a n  i m p o r t a n t  p a r t  i s  t h e  d i s t a n c e  a d a t a  i t e m  h a s  t o  t r a v e l  

t h r o u g h .  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  a d i s t a n c e  f u n c t i o n  f o r  

e a c h  n e t w o r k .

D e f i n i t i o n  1 : T h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  ( o r  n o d e s )

t h r o u g h  w h i c h  a d a t a  i t e m  h a s  t o  g o  t o  r e a c h  i t s  

d e s t i n a t i o n  i s  t h e  d i s t a n c e  t h e  d a t a  i t e m  h a s  t o  t r a v e l .  

Some  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  d i s t a n c e  f u n c t i o n  a r e :

( 1 )  d ( i , j )  < d ( i , k )  + d ( k , j )

( 2 )  d ( i , j )  > 0

( 3 )  d ( i , i )  = 0

( 4 )  d ( i  , f ( i )  ) = 1

H e r e  f ( i )  r e p r e s e n t s  t h e  l o g i c a l l y  a d j a c e n t  p r o c e s s o r  

t o  p r o c e s s o r  i  i n  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  t h a t  i s  b e i n g  

s t u d i e d .  W i t h  t h e s e  p r o p e r t i e s ,  we  c a n  c o m p u t e  t h e  

d i s t a n c e  f u n c t i o n  i n  g e n e r a l  f o r  s o m e  i n t e r c o n n e c t i o n  

s t r u c t u r e s . ‘
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T h e  R i n g  n e t w o r k . d p f l . j )  -  m l n ( | i - j | ,  N - | l - j | )  a n d  

max d p ( 1 , J ) -  N / 2 .

T h e  G r i d  n e t w o r k . L e t  m -  m i n  N - | l - j | )  t h e n ,

d Q ( 1 , j  ) -  + 0 . 14 9 ] + I m-  / F  + 0 . ^ 9 ]  I a n d  ma x  d g
Æ"

( i , j )-  /Î7.

T h e  S h u f f l e - E x c h a n g e  n e t w o r k . L e t  m = l o g 2 ( N )  

d s g C l . j )  -  m + t h e  n u m b e r  o f  b i t s  i n  w h i c h  i  d i f f e r s  f r o m  j  

a n d  ma x  d g g C i . j )  = 2m.

T h e  T r e e  n e t w o r k . A t r e e  n e t w o r k  i s  b u i l t  b y  

c o n n e c t i n g  t h e  K r o o t s  o f  K l e v e l  i - 1  t r e e s  t o  o n e  common  

r o o t .  T h i s  g i v e s  a l e v e l  i  t r e e  n e t w o r k .  A l e v e l  0 t r e e  

n e t w o r k  i s  o n e  r o o t  by  i t s e l f .  I n  a n y  t r e e  w h i c h  i s  l e v e l  

1 o r  m o r e ,  e a c h  n o d e  h a s  1 f a t h e r ,  K - 1  b r o t h e r s  a n d  X s o n s .  

A n o d e  c a n  c o m m u n i c a t e  d i r e c t l y  w i t h  i t s  f a t h e r  o r  a l l  o f  

i t s  K s o n s .  T h e  f o l l o w i n g  f i g u r e  s h o w s  a 2 l e v e l  t r e e  w i t h  

t h r e e  s o n s  p e r  f a t h e r .

G e n e r a t i o n  2

G e n e r a t i o n  1

G e n e r a t i o n  0

T h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  a  t r e e  i s  g i v e n  by
. i+ 1

N •= I  K = # s o n s
x=o

i  = // o f  g e n e r a t i o n s
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I n  t h i s  n e t w o r k  a m e s s a g e  c a n  b e  t r a n s f e r r e d  i n  o n e  s t e p  

g o i n g  f r o m  s o n  t o  f a t h e r  C ( J ^ ^ ) N ]  + [ x / K ]

T h e n  g o i n g  f r o m  f a t h e r  t o  s o n  K* x  -  ( K - 1  ) *  X +

{ - 1 , 0 ,  1 , 2 , ..................K - 2 } .  T h u s  i n  o n e  s t e p  t h e  t r e e  n e t w o r k

c a n  t r a n s f e r  d a t a  a max d i s t a n c e  o f  ( )N p r o c e s s o r s .

S o :  D - p ( i , j )  = 2 * n u m b e r  o f  l e v e l s  i n  t h e  t r e e  -  l e v e l

p r o c e s s o r  i  + l e v e l  o f  p r o c e s s o r  j .

A n d :  ma x  d-p ( i , j  ) ■= 2* n u m b e r  o f  l e v e l s  i n  t h e  t r e e  -1  o r

2 * [ ^ / f 7 ]  .

F r o m  t h e  d i s t a n c e  f u n c t i o n s  we s e e  t h a t  t h e  r i n g  

c o n n e c t e d  n e t w o r k  w i l l  t a k e  t h e  l o n g e s t  t o  t r a n s f e r  d a t a  

f r o m  p r o c e s s o r  i  t o  j  . T h u s ,  i f  a r i n g  c o n n e c t e d  n e t w o r k  

i s  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  ' S h a r e d  B u s ' , t h e n  a l l  t h e  o t h e r  

n e t w o r k s  w i l l  b e  m o r e  e f f i c i e n t .  ( I t  c a n  b e  s h o w n  t h r o u g h  

e x h a u s t i v e  s e a r c h  t h a t  t h e  r i n g  c o n n e c t e d  n e t w o r k  h a s  t h e  

l a r g e s t  ma x  d i s t a n c e  f u n c t i o n  o f  a l l  t h e  o t h e r  n e t w o r k s  

u s e d  t o  t r a n s f e r  d a t a ) .

L e mma  2 : U n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  d e s c r i b e d  e a r l i e r ,

m e s s a g e  t r a n s f e r  t h r o u g h  t h e  n e t w o r k  i s  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  

s h a r e d  b u s  t r a n s f e r s .

P r o o f  : S a y  t h a t c N  o f  t h e  N p r o c e s s o r s  h a v e  t o

t r a n s f e r  d a t a  ( c  = 1 / 2 ) .  O f  t h e s e  cN l e t  m p r o c e s s o r s  

t r a n s f e r  d a t a  b y  m e s s a g e  t r a n s f e r ,  w h i l e  c N - m  t r a n s f e r  

t h r o u g h  a s h a r e d  b u s .  I t  w i l l  t a k e  a t  m o s t ,  N / 2  p e r i o d s  t o  

t r a n s f e r  d a t a  b y  m e s s a g e  t r a n s f e r  i r r e s p e c t i v e  o f  w h a t  m 

i s ,  a s  l o n g  a s  ( c  < 1 / 2 ) .  I n  t h i s  way t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r



c a n  b o  a c c o m p l i s h e d  i n  N / 2  p e r i o d s .  T h u s ,  N / 2  i s  a l o w e r  

b o u n d  on t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  s t a g e .  Now,  s u p p o s e  c > 1 / 2 .  

E v e n  f o r  c > 1 / 2 ,  a l l  t h e  d a t a  i t e m s  c a n  b e  t r a n s f e r r e d  i n

N / 2  p e r i o d s  t h r o u g h  m e s s a g e  t r a n s f e r .  I f  b r o a d c a s t i n g  a l l  

t h e  i t e m s  i s  t r i e d ,  t h e n ,  cN p e r i o d s  w i l l  b e  r e q u i r e d .  

S i n c e  c > 1 / 2  m o r e  t h a n  N / 2  p e r i o d s  w i l l  b e  n e c e s s a r y .

T h i s  s h o w s  t h a t  r i n g  n e t w o r k  a n d  b r o a d c a s t i n g  r e q u i r e  t h e  

s a m e  n u m b e r  o f  p e r i o d s  w h e n  c = 1 / 2  a n d  t h e  r i n g  n e t w o r k  

w i n s  o u t  w h e n  c > 1 / 2 .  G e n e r a l i z i n g  t h i s  r e s u l t ,  we c a n

s a y  t h a t  t h e  b r e a k e v e n  p o i n t  b e t w e e n  a n e t w o r k  a n d  m e s s a g e  

b r o a d c a s t  o c c u r s  wh e n  t h e  n u m b e r  o f  i t e m s  t o  b e  t r a n s f e r r e d  

e q u a l s  t h e  ma x  d i s t a n c e  o n  t h e  n e t w o r k .  S i n c e  t h e  max  

d i s t a n c e  i n  a l l  t h e  n e t w o r k s  t h a t  c a n  b e  u s e d  i n  

m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m s  i s  d e f i n i t e l y  l e s s  t h a n  N / 2 ,  t h e  

m e s s a g e  t r a n s f e r  s h o u l d  o c c u r  t h r o u g h  t h e  n e t w o r k  a n d  n o t  

by b r o a d c a s t .  T h i s  i s  b e c a u s e  o f  o u r  a s s u m p t i o n  t h a t  c = 

1 / 2 .

Now t h a t  we k n o w  t h a t  m e s s a g e  t r a n s f e r  t h r o u g h  t h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e  i s  b e t t e r  t h a n  a n y  o t h e r  m e a n s  o f  

t r a n s f e r r i n g  d a t a  i n  a h i g h l y  p a r a l l e l  c o m p u t e r  c o n s i s t i n g  

o f  m a n y  r e l a t i v e l y  s t a n d a r d  m i c r o p r o c e s s o r s ,  we w a n t  t o  

e x a m i n e  t h e  f a c t o r s  t h a t  a f f e c t  t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  

o p e r a t i o n  i n  a m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m s .  C o s t  i s  a f a c t o r .  

T h i s  c o s t  f a c t o r  i s  t h e  c o s t  o f  c o m m u n i c a t i o n  w h i c h  i s  p a r t  

o f  t h e  e x e c u t i o n  c o s t .  T h e r e f o r e ,  a  c h o i c e  o f  a p p r o p r i a t e  

a r c h i t e c t u r e  t o  t r a n s f e r  m e s s a g e s  i s  i m p o r t a n t ,  s i n c e



d i f f e r e n t  a r c h i t e c t u r e s  w i l l  h a v e  d i f f e r e n t  c o m m u n i c a t i o n  

c o s t s .  S o m e  o f  t h e  f a c t o r s  t h a t  a f f e c t  t h e  c o m m u n i c a t i o n  

c o s t  a r e :

( 1 )  T h e  i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e

( 2 )  T h e  d i s t a n c e  f r o m  p r o c e s s o r  i  t o  J on  t h e

i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e

( 3 )  T h e  n u m b e r  o f  l i n k  c o n t e n t i o n s  e n c o u n t e r e d

( ) T h e  m o v e m e n t  o f  d a t a  r e q u i r e d  by  t h e  a l g o r i t h m .

T h e  I n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e . I n  t h i s  e f f o r t  I  w i l l  

e x a m i n e  f o u r  i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e s .

( a )  T h e  t wo  way r i n g :  T h i s  s t r u c t u r e  i s  d e f i n e d  a s :

R ( X ) = ( Xjf 1 ) mod N

( b )  T h e  t wo  way g r i d  n e t w o r k  i s  d e f i n e d  a s :

Gi ( x )  = (x + 1)  mod N a n d  G n ( x )  = (x_+n) mod N w h e r e

n = / n

( c )  T h e  t wo  way  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  i s  d e f i n e d

a s  ; S ( x ) = 2 ( X) mod N

I Pm- 2»    ^1 » ^ 0 )  ~ ^m-1 • P m - 2 '

  Pi  » P q

( d )  T h e  t wo  way  t r e e  n e t w o r k  a s  i t  h a s  b e e n  

d e s c r i b e d .

T h e s e  a r e  t h e  n e t w o r k s  t h a t  w i l l  b e  e x a m i n e d .  T h e s e  

a r e  t h e  c o m m o n  n e t w o r k s  a n d  a n y  o t h e r  n e t w o r k  o f  i n t e r e s t  

c a n  b e  a n a l y z e d  t h e  s a m e  way  a s  t h e s e .

2 .  T h e  d i s t a n c e  f r o m  p r o c e s s o r  1 t o  j  o n  t h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e . I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  we
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d e f i n e d  t h e  d i s t a n c e  f u n c t i o n  f o r  e a c h  o f  t h e s e  f o u r  

n e t w o r k s  o b t a i n e d  a n d  t h e  ma x  d i s t a n c e  i n  t h e  n e t w o r k .  

T h i s  d i s t a n c e  r e p r e s e n t s  t h e  t i m e  i t  w o u l d  t a k e  t o  move  

d a t a  f r o m  p r o c e s s o r  i  t o  j  o n  t h e  n e t w o r k .  T h i s  max  

d i s t a n c e ,  w h i c h  i s  t h e  t i m e  f o r  t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  c y c l e ,  

g i v e s  t h e  l o w e r  b o u n d  o f  a r a n d o m  m o v e  on  t h e  p a r t i c u l a r  

n e t w o r k .  T h i s  i s  n o t  t h e  e x a c t  t i m e  b e c a u s e  ( a )  A l l  t h e  

m o v e s  i n  a l m o s t  a l l  a l g o r i t h m s  h a v e  s o m e  s y m m e t r y  a n d  a r e  

n o t  r a n d o m .  The  e f f e c t  o f  t h i s  i s  t o  r e d u c e  t h e  n u m b e r  o f  

p e r i o d s  n e c e s s a r y  i n  a  m e s s a g e  t r a n s f e r  s t a g e .  ( b )  O f t e n  

t w o  o r  m o r e  d a t a  i t e m s  w i l l  h a v e  t o  c o m p e t e  f o r  a d a t a  p a t h  

o r  n o d e .  T h e  e f f e c t  o f  t h e s e  l i n k  c o n t e n t i o n s  i s  t o  

i n c r e a s e  t h e  n u m b e r  o f  p e r i o d s  i n  a m e s s a g e  t r a n s f e r  s t a g e .

3 .  T h e  n u m b e r  o f  l i n k  c o n t e n t i o n s  . T h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  t h a t  we a r e  e x a m i n i n g  h a s  t w o - w a y  

l i n k s  a n d  i n  e a c h  o f  t h e  n e t w o r k s  a l l  t h e  p r o c e s s i n g  

e l e m e n t s  a r e  c o n n e c t e d  t o  a t  l e a s t  t w o  o t h e r  p r o c e s s o r s .  

I t  i s  v e r y  p o s s i b l e  t h a t  s o me  p r o c e s s o r s  may r e c e i v e  a d a t a  

i t e m  f r o m  t h e i r  t w o  o r  m o r e  n e i g h b o r i n g  p r o c e s s o r s  i n  o n e  

p e r i o d .  W h e n e v e r  t h i s  o c c u r s  y o u  h a v e  a l i n k  c o n t e n t i o n  

a n d  o n e  o f  t h e  d a t a  i t e m s  w i l l  b e  d e l a y e d .  T h e  n u m b e r  o f  

l i n k  c o n t e n t i o n s  i s  d i f f i c u l t  t o  e v a l u a t e  s i n c e  t h e y  d e p e n d  

o n :  ( a )  T h e  m o v e  i n  t h e  a l g o r i t h m .  A l g o r i t h m s  f o r

d i f f e r e n t  a p p l i c a t i o n s  r e q u i r e  d i f f e r e n t  m o v e m e n t  o f  d a t a  

t o  e x e c u t e .  B e c a u s e  t h e s e  m o v e s  a r e  n o t  k n o w n  b e f o r e  

e x e c u t i n g  t h e  a l g o r i t h m ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e s e
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i n  m a t h o m a t i c a l  f o r m .  ( b )  How t h o s e  c o n f l i c t s  a r e  

r e s o l v e d .  A t  d e s i g n  t i m e ,  t h e  d e s i g n  e n g i n e e r  h a s  a f e w  

o p t i o n s  t h a t  c a n  b e  u s e d  t o  r e s o l v e  c o n f l i c t s .  D e p e n d i n g  

o n  t h e  a p p r o a c h  t a k e n  b y  t h e  e n g i n e e r ,  t h e  p e r i o d s  

n e c e s s a r y  f o r  t h e  m e s s a g e  t r a n s f e r  s t a g e  w i l l  v a r y .  Th e  

m o s t  c o m m o n  a p p r o a c h  i s  t o  l e t  o n e  o f  t h e  c o n f l i c t i n g  d a t a  

i t e m s  w a i t  i t s  t u r n .  I n  t h i s  w a y ,  t h e  n u m b e r  o f  p e r i o d s  

w i l l  b e  i n c r e a s e d  b y  t h e  m a x i m u m  n u m b e r  o f  d a t a  p a t h  

c o n f l i c t s  a n y  o n e  d a t a  i t e m  w i l l  e n c o u n t e r .

4 .  T h e  m o v e m e n t  o f  d a t a  r e q u i r e d  by t h e  a l g o r i t h m . 

A l l  a l g o r i t h m s  f o r  m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m s  r e q u i r e  t h a t  

s o me  m o v e m e n t  o f  d a t a  i t e m s  t a k e  p l a c e .  D o i n g  t h i s  i n  s u c h  

a wa y  t h a t  m o s t  o f  t h e  m o v e s  a r e  t o  p r o c e s s o r s  t h a t  a r e  

c l o s e  by w i l l  r e d u c e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  I n  s o me  e x a m p l e s ,  

i t  h a s  b e e n  s h o w n  t h a t  i n d e x i n g  p r o c e s s o r s  i n  a d i f f e r e n t  

w a y  c a n  s a v e  o n  c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  

p r o b l e m  o f  s o r t i n g  o n  I l l i a c - I V  ( g r i d  c o n n e c t i o n s )  i s  

e x a m i n e d  b y  C.  T h o m p s o n  a n d  H.  K u n g  [ 9 ] .  An o ( N  L o g 2 N) 

s o r t i n g  a l g o r i t h m  b a s e d  o n  B a t c h e r ' s  b i t o n i c  s o r t  was  t h e  

b e s t  k n o w n  a l g o r i t h m  p r i o r  t o  t h i s  w o r k .  T h e  a l g o r i t h m  by 

T h o m p s o n  a n d  Ku n g  d e c r e a s e s  t h e  e x e c u t i o n  t i m e  t o  o ( N ) .  An 

i m p o r t a n t  a s p e c t  o f  t h e  o ( N )  a l g o r i t h m  i s  t h a t  t h e  i n d e x i n g  

o f  p r o c e s s o r s  i s  d i f f e r e n t  t h a n  t h a t  u s e d  p r e v i o u s l y  a n d  

r e q u i r e s  l e s s  d a t a  m o v e m e n t  d u r i n g  t h e  s o r t ,  ( s e e  F i g u r e  

3 ) .  I n  e a c h  a l g o r i t h m  t h e  i - t ^  s m a l l e s t  d a t a  i t e m  m u s t  be
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m o v e d  t o  p r o c e s s o r  n u m b e r  1 ,  w h e r e  i i s  d e f i n e d  by t h e  

i n d e x i n g  s c h e m e .

F r o m  t h e  a b o v e  f a c t o r s  we l e a r n  t h a t  t h e  d i s t a n c e  

f r o m  p r o c e s s o r s  1 t o  j  i s  a f i x e d  q u a n t i t y  w h i c h  c a n n o t  b e  

c h a n g e d  o n c e  t h e  m u l t i p r o c e s s i n g  s y s t e m  i s  b u i l t .  T h e  

m o v e m e n t  o f  d a t a  r e q u i r e d  b y  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  a n  

a n a l y s i s  o f  i n d i v i d u a l  a l g o r i t h m s .  T h e  s u b j e c t  o f  l i n k  

c o n t e n t i o n s  h a s  n o t  b e e n  s t u d i e d  p r e v i o u s l y  b y  a n y o n e .  

T h i s  i s  b e c a u s e  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  e x a c t  

m e s s a g e  c o n f l i c t  w i t h o u t  t r a c i n g  t h e  e x e c u t i o n  o f  t h e  

a l g o r i t h m .  A d e l a y  a t  o n e  l i n k  i m p a c t s  t h e  d e l a y  a t  o t h e r  

l i n k s .  T h i s  i n  t u r n  i m p a c t s  t h e  d e l a y  a t  o t h e r  l i n k s .  T h e  

p a t t e r n  o f  t h e s e  d e l a y s  c a n n o t  b e  d e t e r m i n e d  w i t h o u t  

a n a l y z i n g  t h e  c o m m u n i c a t i o n  n e t w o r k  a s  a w h o l e .  T h i s  i s  a 

v e r y  c o m p l e x  p r o b l e m  i f  o n e  i s  c o n s i d e r i n g  e a c h  i n d i v i d u a l  

m e s s a g e .

On e  a p p r o a c h  t a k e n  i s  t o  c o m p u t e  t h e  a v e r a g e  d e l a y  

b a s e d  on t h e  n u m b e r  o f  l i n k s  a n d  t h e  t r a f f i c  i n  t h e  n e t w o r k  

o r  b a s e d  o n  s i m u l a t o n .  S i m u l a t i o n  may b e  t h e  m o s t  a c c u r a t e  

a p p r o a c h  b u t  d o e s  n o t  f i t  w i t h  a n  a n a l y t i c  s t r u c t u r e  o f  t h e  

m o d e l .

Th e  a p p r o a c h  t h a t  I  p r o p o s e  i s  b a s e d  o n  t h e  f a c t  t h a t  

a l g o r i t h m s  t h a t  s p e c i a l i z e  i n  s o l v i n g  l a r g e ,  

c o m p u t a t i o n a l l y  i n t e n s i v e  p r o b l e m s  t e n d  t o  b e  p h a s e d .  

E x e c u t i o n  o f  e a c h  p h a s e  r e q u i r e s  r e p e a t e d  u s e  o f  t h e  s a m e  

m o v e  o n  t h e  n e t w o r k  a n u m b e r  o f  t i m e s .  T h e  a n a l y s i s  o f  a
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c e r t a i n  t y p e  o f  a m o v e  o n  a n e t w o r k  c a n  b e  c a r r i e d  o u t .  

T h e  l i n k  c o n t e n t i o n s  f o r  t h i s  t y p e  o f  a m o v e  c a n  b e  

d e t e r m i  n e d .

I n  f a c t ,  d u r i n g  t h e  d e s i g n  p r o c e s s  t h e  c o n c e r n  f o r  

c o m m u n i c a t i o n  c o s t s  b r i n g s  u p  a n  i m p o r t a n t  p o i n t .  T h e  

c h o i c e  o f  a n  a p p r o p r i a t e  a r c h i t e c t u r e  f o r  a n  

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  i s  v e r y  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  t h e  

m o v e s  n e c e s s a r y  i n  t h e  a l g o r i t h m .  S i m i l a r l y  t h e  c h o i c e  o f  

a m o v e  i n  a n  a l g o r i t h m  i s  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  t h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k s  a v a i l a b l e .  M o v i n g  d a t a  w i t h o u t  

d a t a  p a t h  c o n f l i c t s  i s  o n e  g o a l  d e s i g n e r s  t r y  t o  a c h i e v e .  

E v e n  m o r e  i m p o r t a n t  t h a n  t h i s  i s  b e i n g  a b l e  t o  mo v e  d a t a  t o  

i t s  f i n a l  d e s t i n a t i o n  i n  o n e  m o v e  i f  p o s s i b l e .  I f  b o t h  

t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d ,  t h e n  a p e r f e c t  m a t c h  

b e t w e e n  a l g o r i t h m s  a n d  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  h a s  b e e n  

f o u n d .

H o w e v e r ,  a s  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  a l g o r i t h m s  r u n  i n  

p h a s e s  a n d  t h e  m o v e s  r e q u i r e d  by  d i f f e r e n t  p h a s e s  a r e  n o t  

i d e n t i c a l .  T h u s ,  a p e r f e c t  m a t c h  i s  a l m o s t  i m p o s s i b l e .  I f  

t h a t  i s  s o ,  h o w c l o s e  t o  a p e r f e c t  m a t c h  c a n  a n  a l g o r i t h m  

c o m e  o n  a  n e t w o r k ?  S o m e  m e a s u r e s  t h a t  s h o w  h o w g o o d  a 

m a t c h  i s  p o s s i b l e  a r e  n e c e s s a r y .  T h e  n e x t  c h a p t e r  e x p l o r e s  

t h i s  i d e a .



CHAPTER iJ 

PERFORMANCE MEASURES

As  we s a w  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e  d e s i g n e r ’ s 

g o a l  i s  t o  c o n s t r u c t  a n  a l g o r i t h m  t h a t  w o u l d  e x e c u t e  m o v e s  

o n  t h e  n e t w o r k  w h i c h  a r e  c o n f l i c t  f r e e  a n d  w h i c h  r e q u i r e  

o n l y  o n e  p e r i o d  t o  c o m p l e t e .  I f  t h e s e  g o a l s  a r e  a c h i e v e d ,  

t h e n  t h i s  i s  t h e  b e s t  m a t c h  b e t w e e n  t h e  a l g o r i t h m  a n d  t h e  

n e t w o r k  a n d  no  i m p r o v e m e n t  i s  p o s s i b l e .  I n  m o s t  a l g o r i t h m s  

t h e s e  g o a l s  a r e  n o t  a c h i e v e d  b e c a u s e  o f  a c o u p l e  o f  

r e a s o n s .  F i r s t ,  t h e  a l g o r i t h m  r u n s  i n  p h a s e s .  E a c h  p h a s e  

r e q u i r e s  a  d i f f e r e n t  m o v e .  S i n c e  t h e  n e t w o r k  i s  f i x e d ,  i t  

m a y  n o t  b e  a b l e  t o  e x e c u t e  e a c h  m o v e  a c c o r d i n g  t o  t h e  

d e s i g n  g o a l s .  S e c o n d ,  t h e  a l g o r i t h m  m u s t  b e  e x e c u t e d  o n  a 

n e t w o r k  t h a t  i s  a v a i l a b l e .  T h i s  may n o t  b e  t h e  n e t w o r k  f o r  

w h i c h  t h e  a l g o r i t h m  i s  d e s i g n e d .  I n  t h e  l i t e r a t u r e ,  a f e w  

a u t h o r s  h a v e  c o m p a r e d  a s p e c i f i c  a l g o r i t h m  w i t h  a  s p e c i f i c  

n e t w o r k ,  b u t  a m e a n s  o f  c o m p a r i n g  a m a t c h  w i t h  a n  a l g o r i t h m  

i n  g e n e r a l  s t i l l  n e e d s  t o  b e  f o u n d .

As  a  f i r s t  s t e p  i n  s u c h  a n  a n a l y s i s ,  a l o o k  a t  t h e  

v a r i o u s  m o v e s  m a d e  by  t h e  a l g o r i t h m  i s  a p p r o p r i a t e .  By t h e  

v e r y  n a t u r e  o f  t h e  s y s t e m ,  t h e  d a t a  t r a n s f e r s  r e q u i r e d  by

29
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an  a l g o r i t h m  I n  a SIMD m a c h i n e  t a k e  p l a c e  a c c o r d i n g  t o  s ome  

l a w .  T h e  c o n t r o l l e r  w i l l  i s s u e  a n  i n s t r u c t i o n  t o  e a c h  

p r o c e s s o r  t o  m o v e  t h e  d a t a .  T h i s  i n s t r u c t i o n  i s  t h e  s a me  

f o r  e a c h  p r o c e s s o r .  H e n c e ,  t h e  m o v e s  m a d e  b y  t h e  

p r o c e s s o r s  a r e  n o t  r a n d o m .  T h e  m a c h i n e  o n  w h i c h  t h e  

a l g o r i t h m s  h a v e  t o  r u n  a l s o  h a s  l i m i t e d  i n t e r c o n n e c t i o n  

n e t w o r k s .  T h e s e  i n t e r c o n n e c t i o n s  a r e  n o t  r a n d o m ,  b u t  

f o l l o w  a l o g i c a l  p a t t e r n  t o  o b t a i n  m o s t  b e n e f i t  f r o m  

m o d u l a r  c o n s t r u c t i o n .  I n  t h e  i n t e r e s t  o f  e f f i c i e n c y  a l l  

t h e  a l g o r i t h m s  a r e  w r i t t e n  s o  t h a t  t h e  m o v e s  c o n f o r m  w i t h  

t h e  h a r d w a r e  l i n k s  on  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k s .

T h e  f a c t  t h a t  t h e  m o v e s  i n  a n  a l g o r i t h m  a n d  t h e  

h a r d w a r e  l i n k s  i n  a n  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  m a t c h  e a c h  

o t h e r ,  m e a n s  t h a t  t h e  a n a l y s i s  o f  a n  a l g o r i t h m  c a n  b e  

a c c o m p l i s h e d  b y  c o m p a r i n g  how o n e  i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  

w i l l  s i m u l a t e  a n o t h e r  o n e .  Many p e r i o d s  a r e  n e c e s s a r y  t o  

s i m u l a t e  o n e  mo v e  o f  o n e  n e t w o r k  on  a n o t h e r  n e t w o r k .

I  w i l l  u s e  t h e s e  s p e c i f i c  s i m u l a t i o n s  f o r  s e v e r a l  

r e a s o n s .  E a c h  o f  t h e  n e t w o r k s  we w i l l  d i s c u s s  h a s  b e e n  

p r o p o s e d  i n  s o me  f o r m  i n  t h e  l i t e r a t u r e  a n d  h a s  b e e n  s h o wn  

t o  b e  u s e f u l .  T h e r e  i s  v e r y  l i t t l e  i n  t h e  l i t e r a t u r e  

d i r e c t l y  c o m p a r i n g  t h e  s i m u l a t o n  a b i l i t i e s  o f  t h e s e  

n e t w o r k s  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  a n a l y z i n g  a l g o r i t h m s .  By u s i n g  

t h e s e  s i m u l a t i o n s ,  t h e  s y s t e m  d e s i g n e r  a n d / o r  t h e  a l g o r i t h m  

d e s i g n e r  m a y  d e t e r m i n e  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  o f  t h e
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a l g o r i t h m  a n d  t h e r e f o r e  be  a b l e  t o  c o m p a r e  t wo  a l g o r i t h m s  

o n  e x e c u t i o n  t i m e  r a t h e r  t h a n  c o m p u t a t i o n  t i m e .  S i n c e  

t h e s e  n e t w o r k s  h a v e  b e e n  s h o w n  t o  b e  u s e f u l ,  I t  I s  v e r y  

l i k e l y  t h a t  a n y  n e t w o r k  I m p l e m e n t e d  may h a v e  t o  I m p l e m e n t  

o n e  o f  t h e  o t h e r  n e t w o r k s .

An a l t e r n a t i v e  t o  t h i s  w o u l d  b e  a d y n a m i c a l l y  r e -  

c o n f i g u r a b l e  n e t w o r k ,  i f  s u c h  a n e t w o r k  i s  a v a i l a b l e  t o  

e x e c u t e  t h e  a l g o r i t h m .  E v e n  t h e n ,  t h e  a b i l i t y  o f  t h e  

n e t w o r k  t o  s i m u l a t e  o t h e r  i n t e r c o n n e c t i o n s  i s  v e r y  

i m p o r t a n t  t o  S I MD m a c h i n e  a r c h i t e c t s .  F i r s t ,  t o  r e ­

c o n f i g u r e  t h e  n e t w o r k  t h e  m a c h i n e  w i l l  h a v e  t o  s p e n d  a f e w 

p e r i o d s  a n d  t h e n  e x e c u t e  t h e  a l g o r i t h m .  S e c o n d ,  t h e  n u m b e r  

o f  c o n n e c t i o n s  t h a t  c a n  b e  i m p l e m e n t e d  i n  t h e  h a r d w a r e  i s  

l i m i t e d  b y  c o s t  a n d  h a r d w a r e  c o m p l e x i t y .  T h e r e f o r e ,  t o  

d e c i d e  o n  w h i c h  n e t w o r k  t o  i m p l e m e n t ,  t h e  s y s t e m  d e s i g n e r  

m u s t  c o n s i d e r  t h e  t i m e  i t  w i l l  t a k e  t h e  n e t w o r k  t o  s i m u l a t e  

o t h e r  i n t e r c o n n e c t i o n s  w h i c h  ma y  b e  n e e d e d  t o  p e r f o r m  

v a r i o u s  c o m p u t a t i o n a l  t a s k s .

As t h i s  a n a l y s i s  o f  how o n e  n - e t w o r k  s i m u l a t e s  a n o t h e r  

i s  c a r r i e d  o u t ,  I  w i l l  e v a l u a t e  t h e  f o l l o w i n g  m e a s u r e s  o f  

p e r f o r m a n c e  f o r  t h e  n e t w o r k s  p r e s e n t e d  h e r e .  T h e s e  

p e r f o r m a n c e  m e a s u r e s  a r e  m o d e l  i n d e p e n d e n t  a n d  h e n c e ,  w i l l  

h a v e  t o  b e  a d j u s t e d  s o  t h a t  t h e  p a r t i c u l a r  e f f e c t s  o f  t h e  

m o d e l  a t  h a n d  a r e  i n c l u d e d  i n  a f i n a l  a n a l y s i s .  T h i s  i s  a 

v e r y  s i m p l e  s t e p  a s  w i l l  b e  s h o wn  by  e x a m p l e s  a t  t h e  e n d  o f  

t h i s  p r e s e n t a t i o n .



T h e  t e c h n i q u e  t h a t  I  am p r e s e n t i n g  c a n  be  a p p l i e d  t o  

I n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k s  n o t  s p e c i f i c a l l y  m e n t i o n e d  i n  t h i s  

p a p e r .  T h e  m o d e l  I n d e p e n d e n t  n a t u r e  o f  t h e  r e s u l t s  i s  

s i g n i f i c a n t  b e c a u s e  I t  m e a n s  t h a t  t h e  l o w e r  b o u n d s  

d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e s e  t e c h n i q u e s  w i l l  b e  v a l i d  w i t h  

r e s p e c t  t o  p r o g r a m m i n g  r e a l  SIMD m a c h i n e s  t o  p e r f o r m  t h e s e  

s i m u l a t i o n s .

T h e  p e r f o r m a n c e  m e a s u r e s  t h a t  I  w i l l  d e t e r m i n e  f o r  

t h e  n e t w o r k s  a r e :

( 1 )  D i a m e t e r . T h e  d i a m e t e r  I s  t h e  max  d i s t a n c e  

f u n c t i o n  t h a t  a d a t a  i t e m  h a s  t o  t r a v e l  i n  g o i n g  f r o m  

p r o c e s s o r  1 t o  p r o c e s s o r  j ,  f o r  a l l  1 a n d  j  o n  t h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  t h a t  i s  b e i n g  a n a l y z e d .

( 2 )  B a n d w i d t h . T h e  b a n d w i d t h  i s  t h e  n u m b e r  o f  d a t a  

t r a n s f e r s  p o s s i b l e  w i t h o u t  a n y  c o n f l i c t s  i n  o n e  m e s s a g e  

t r a n s f e r  s t a g e .  T h i s  m e a s u r e  i s  n o t  e n t i r e l y  m o d e l  

i n d e p e n d e n t ,  b u t  c a n  b e  a d j u s t e d  t o  w h a t e v e r  m o d e l  

c h a r a c t e r i s t i c  i s  a v a i l a b l e .

( 3 )  M e a n  D i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s . T h i s  i s  t h e  

s u m  o f  d i s t a n c e s  f r o m  i  t o  j , f o r  a n y  i  a n d  a l l  j , d i v i d e d  

b y  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  n e t w o r k .  ( T h i s  m e a s u r e  

i s  f o r  t h e  n e t w o r k  t h a t  i s  a v a i l a b l e ,  n o t  t h e  o n e  b e i n g  

s i m u l a t e d ) .

( i t )  M e s s a g e  T r a f f i c . T h e  m e s s a g e  t r a f f i c  i s  t h e  

r a t i o  o f  t h e  b a n d w i d t h  a n d  t h e  s y s t e m  d i a m e t e r .  T h i s
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p a r a m e t e r  g i v e s  t h e  n u m b e r  o f  d a t a  i t e m s  t h a t  c a n  b e

t r a n s f e r r e d  i n  o n e  c l o c k  p e r i o d .

I w i l l  f i r s t  d e t e r m i n e  t h e s e  m e a s u r e s  t o  s i m u l a t e  o n e

m o v e  o f  a n e t w o r k  on  a n o t h e r  n e t w o r k .  T h e n  I  w i l l  u s e

t h e s e  r e s u l t s  t o  c o m p a r e  t h e  e x e c u t i o n  o f  a n  a l g o r i t h m  on

t h e  v a r i o u s  n e t w o r k s  a n a l y z e d .

S i m u l a t i o n s  . S a y  t h a t  y o u  h a v e  a r i n g  n e t w o r k .  As

we h a v e  s e e n  e a r l i e r ,  t h e  r i n g  n e t w o r k  i s  d e f i n e d  a s ,

R ( X) = ( x + J )  mod N

On t h i s  n e t w o r k  we w i s h  t o  s i m u l a t e  t h e  m o v e  o f  a g r i d

n e t w o r k .  I n  t h e  g r i d  n e t w o r k ,  t h e  d a t a  i n  o n e  p e r i o d  c a n

b e  m o v e d  a  d i s t a n c e  o f  +_ "  w h e r e  n = / n . T h e  r i n g

n e t w o r k  c a n  s i m u l a t e  t h i s  mo v e  i n  a  s t r a i g h t f o r w a r d  way  i n

n = / n s t e p s .  T h u s

D i a m e t e r  Dp = / N

T o  d e t e r m i n e  t h e  b a n d w i d t h ,  f i r s t  n o t i c e  t h a t  e v e r y

p r o c e s s o r  on  t h e  g r i d  n e t w o r k  w i l l  mo v e  i t s  d a t a  a  d i s t a n c e

o f  / N  i n  o n e  s t e p .  S i n c e  a l l  t h e  d a t a  i t e m s  a r e  m o v i n g

t o  a n  a d d r e s s  x + n ,  t h i s  c a n  b e  e x a c t l y  d u p l i c a t e d  b y  t h e

r i n g  n e t w o r k  w i t h o u t  a n y  d a t a p a t h  c o n f l i c t s .  S o ,

B a n d w i d t h  Bp = N

T h e  m e a n  d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  o n  a t w o  w a y  r i n g

n e t w o r k  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  f i n d i n g  t h e  d i s t a n c e  f r o m  a n y

o n e  p r o c e s s o r  t o  a l l  t h e  o t h e r  p r o c e s s o r s .  T h i s  i s  a  v e r y

s t r a i g h t f o r w a r d  c a l c u l a t i o n  a s  f o l l o w s ;
n / 2 - 1

Mean  D i s t a n c e  MDp = ( 0  + 2 Zi  + N / 2 )  * 1 / N
i = l
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F o r  l a r g e  N t h i s  i s  ( 0  + ( N / 2 - 1 )  ( N / 2 - 1  + 1 ) + i

= ( Ü +-K.) » 1 = J L  
4 2 2 N 4

So  MDp = ( N / 4 )  a n d  t h e

M e s s a g e  T r a f f i c  MTp = Bp + Dp = N/  / Ï Ï  = / N 

S i m i l a r  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d  t o  s i m u l a t e  a mo v e  o f  t h e  

s h u f f l e  n e t w o r k  o n  t h e  r i n g  n e t w o r k .  On t h e  s h u f f l e

n e t w o r k ,  t h e  d a t a  i n  o n e  p e r i o d  c a n  be  mo v e d  a d i s t a n c e  o f

( 2 * n )  mod  N,  w h e r e  n i s  t h e  p r o c e s s o r ' s  a d d r e s s .  T h i s  i s  

e q u a l  t o  a ma x i mu m d i s t a n c e  o f  N / 2 .  I t  w i l l  t a k e  t h e  r i n g  

n e t w o r k  a t  l e a s t  N / 2  s t e p s  t o  s i m u l a t e  t h i s  m o v e .  T h u s ,

D i a m e t e r  = Dp = N/ 2  

To  s i m u l a t e  a m o v e  o f  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k ,  t h e  

p r o c e s s o r s  n u m b e r e d  1 t h r o u g h  [ N / 2 ]  w i l l  h a v e  t o  mo v e  t h e i r  

d a t a  f o r w a r d  by  1 ,  w h i l e  t h e  p r o c e s s o r s  n u m b e r e d  [ N / 2 ]  

t h r o u g h  N-1 w i l l  move  t h e i r  d a t a  b a c k w a r d  by 1.  Th e  n u m b e r  

o f  d a t a  i t e m s  t h a t  c a n  b e  t r a n s f e r r e d  w i t h o u t  a n y  c o n f l i c t s  

c a n  b e  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s :

D a t a  f r o m  p r o c e s s o r  [ N / 2 ]  mo v e s  t o  t h e  r i g h t .  I n  n s t e p s ,  

t h i s  d a t a  w i l l  h a v e  r e a c h e d  p r o c e s s o r  n u m b e r e d  [ N / 2 ]  + n . 

D a t a  f r o m  p r o c e s s o r s  N - 1 ,  N - 2 ,  e t c .  m o v e s  l e f t .  I n  n 

s t e p s ,  d a t a  f r o m  p r o c e s s o r  N - n  w i l l  h a v e  t o  p r o c e s s o r  N - 2 n .  

T h i s  c a n  o c c u r  w i t h o u t  c o n f l i c t  i f  [ N / 2 ]  + n a n d  N - 2 n  

d i f f e r  a t  l e a s t  1.  S o ,

T N / 2 ]  + n + 1 = N - 2 n

o r

3n = N -  [ N / 2 ] .  - 1



o r  3n -  [ N / 2 ]  -1 -  [ N / 2 ]

o r  n » [ N / 6 ]

T h i s  s h o w s  t h a t  f r o m  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  t h e  p r o c e s s o r s  o n l y  

N / 6  o f  t h e s e  c a n  b e  a l l o w e d  t o  m o v e  i f  t h e r e  i s  t o  b e  no 

c o n f l i c t .  T h u s  o f  N / 2  p r o c e s s o r s  N / 3  o f  t h e s e  w i l l  h a v e  

c o n f l i c t .  Of  a l l  t h e  N p r o c e s s o r s ,  o n l y  2 N / 3  p r o c e s s o r s  

c a n  b e  mo v e d  w i t h o u t  c o n f l i c t ,  o r  

B a n d w i d t h  = Br  = 2 N / 3
S 1052^ N 

An e x a c t  e x p r e s s i o n  i s  B o  ■= N-Z —̂ —
1=1 4^

T h i s  c a n  b e  o b t a i n e d  by f i t t i n g  t h e  n u m b e r  o f  c o n f l i c t s  t o
S S

a g e o m e t r i c  s e r i e s .  T h u s  t h e  m e s s a g e  t r a f f i c  MTr = Br +

D r  = 2 N / 3  *  2 / N  = 4 / 3 .

N e x t ,  we s i m u l a t e  a m o v e  o f  t h e  t r e e  n e t w o r k  o n  t h e  r i n g  

n e t w o r k .  A m o v e  o n  t h e  t r e e  n e t w o r k  c a n  mo v e  t h e  d a t a  a 

ma x  d i s t a n c e  o f  [ ( K - 1 ) N / K ] .  On t h e  r i n g  n e t w o r k  t h i s  c a n  

b e  s i m u l a t e d  i n  [ ( K - 1 ) N / K ]  s t e p s ,  s i n c e  t h e  r i n g  n e t w o r k  

c a n  mo v e  t h e  d a t a  a max o f  o n e  p r o c e s s o r  a t  a t i m e .  S o ,

D i a m e t e r  = D r  = [ ( ^ - 1 ) N ]K
T h e  b a n d w i d t h  t h a t  we h a v e  d e t e r m i n e d  t o  s i m u l a t e  t h e  o t h e r  

n e t w o r k s  h a s  b e e n  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  n e t w o r k  

b e i n g  s i m u l a t e d  i s  a b l e  t o  move  d a t a ,  w i t h o u t  c o n f l i c t  a n d  

i n  o n e  t i m e  p e r i o d ,  f r o m  e a c h  o n e  o f  i t s  p r o c e s s o r s  t o  i t s  

l o g i c a l l y  a d j a c e n t  p r o c e s s o r .  Th e  t r e e  c a n n o t  m a t c h  t h i s .  

On t h e  t r e e  n e t w o r k ,  i f  we a s k  e a c h  o f  t h e  K s o n s  t o  

t r a n s f e r  d a t a  t o  i t s  f a t h e r ,  t h e n  we h a v e  a s i t u a t i o n  w h e r e  

d a t a  p a t h  c o n f l i c t s  c a n  o c c u r .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  we
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w e r e  t o  t r a n s f e r  d a t a  f r o m  f a t h e r  t o  s o n ,  t h e n  c o n f l i c t  

f r e e  d a t a  t r a n s f e r s  c a n  o c c u r .  I n  t h i s  c a s e  t h e  d a t a  b e i n g  

s e n t  t o  t h e  s o n s  i s  n o t  f r o m  d i f f e r e n t  p r o c e s s o r s .  T h u s ,  

i f  we r e s t r i c t  t h e  n e t w o r k  t o  c o n f l i c t  f r e e  a n d  o n e  t o  o n e  

t r a n s f e r s ,  t h e n  o n l y  N/ K i t e m s  c a n  b e  t r a n s f e r r e d  o n  a 

t r e e  .

O f  t h e s e  [ N / K ]  d a t a  i t e m s ,  t h e  r i n g  n e t w o r k  c a n  

t r a n s f e r  a l l  t h e  [ N / K ]  d a t a  i t e m s  w i t h o u t  c o n f l i c t .  T h i s  

o c c u r s  s i n c e  e i t h e r  a l l  t h e  d a t a  i t e m s  a r e  m o v i n g  t o  a 

h i g h e r  n u m b e r e d  p r o c e s s o r  ( g o i n g  f r o m  s o n  t o  f a t h e r  ) o r  

a l l  a r e  m o v i n g  t o  a l o w e r  p r o c e s s o r  ( g o i n g  f r o m  f a t h e r  t o  

s o n ) .  T h u s ,

B a n d w i d t h  = Bp = [ N / K ]

W i t h  t h e s e  v a l u e s  f o r  d i a m e t e r  a n d  b i n d w i d t h  o b t a i n e d ,  t h e  

m e s s a g e  t r a f f i c  p a r a m e t e r  c a n  b e  c a l c u l a t e d  a s ,

MTr = Bp+Dp = [ N / K ] + [ ( K - 1 ) N / K ]  = 1 / K- 1  

T h i s  t i m e  l e t  u s  t r y  w i t h  a g r i d  n e t w o r k .  As we h a v e  s e e n  

e a r l i e r ,  t h e  g r i d  n e t w o r k  h a s  b e e n  d e f i n e d  a s :

G-l ( X ) = ( x+_1 ) mod N

( X) = ( x + ^ )  mod N n = / N

On t h i s  n e t w o r k  we w i s h  t o  f i r s t  s i m u l a t e  t h e  m o v e  o f  a

r i n g  n e t w o r k .  I n  t h e  r i n g  n e t w o r k ,  d a t a  i n  o n e  p e r i o d  c a n

b e  m o v e d  a d i s t a n c e  o f  +_ 1 s t e p .  S i n c e  t h e  g r i d  n e t w o r k  

i t s e l f  a l s o  h a s  t h i s  c a p a c i t y ,  i t  c a n  s i m u l a t e  t h i s  mo v e  

d i r e c t l y  i n  o n e  s t e p .  T h u s ,

D i a m e t e r  = Dq = i
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T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  b a n d w i d t h  i s  a v e r y  s t r a i g h t f o r w a r d

p r o c e s s .  T h i s  i s  s o ,  b e c a u s e  t h e  t wo  way r i n g  n e t w o r k  i s  a

s u b s e t  o f  t h e  t w o  wa y  g r i d  n e t w o r k .  T h u s  a l l  t h e  d a t a

i t e m s  t h a t  h a v e  t o  b e  mo v e d  on t h e  r i n g  c a n  b e  mo v e d  on t h e

g r i d  a l s o .  T h u s ,

B a n d w i d t h  Bq = N

T h e  m e a n  d i s t a n c e  o n  t h e  g r i d  n e t w o r k  c a n  b e  o b t a i n e d  a s

f o l l o w s .  F i r s t ,  we  m u s t  o b t a i n  t h e  d i s t a n c e  t o  e a c h

p r o c e s s o r  i n  t h e  r o w  o f  t h e  g i v e n  p r o c e s s o r .  T h i s  w i l l  b e ,
n /2 - 1

Row ( x )  = 2 Z i  + n / 2  f o r  n e v e n  n = / N 
i - 1

n / 2
= 2 . Z i  f o r  n o d d

i - 1
a n d  t h e n  t h e  me a n  d i s t a n c e  i s  g i v e n  by

MDn = TO- [ 2 ^ z ^  \ row ( x ) + n * i )  + Row ( x )  ( n / 2  + 1 ) ]
i = l

f o r  n e v e n
[ n / 2 ]

= -1 [ 2  *Z.  (Row ( x )  + n * i )  + Row ( x ) ]  f o r  n o d d  
N 1- 1

T h e  m e s s a g e  t r a f f i c  f o r  t h i s  s i m u l a t i o n  w i l l  b e

M T q = B g  + D g  = N T 1

S i m i l a r l y  we w i l l  o b t a i n  r e s u l t s  t o  s i m u l a t e  a mo v e  o f  t h e  

s h u f f l e  n e t w o r k  o n  t h e  g r i d  n e t w o r k .  On o n e  mo v e  o f  t h e  

s h u f f l e  n e t w o r k ,  d a t a  c a n  b e  mo v e d  a  d i s t a n c e  o f  ( 2 * x )  mod 

N,  w h e r e  x i s  t h e  p r o c e s s o r  a d d r e s s .  T h i s  i s  a ma x i mu m 

d i s t a n c e  o f  N / 2 .  On t h e  g r i d  n e t w o r k  t h e  d a t a  c a n  b e  mo v e d  

a  d i s t a n c e  o f  n o r  1 .  A c o m b i n a t i o n  o f  b o t h  t h e  m o v e s  may 

b e  n e c e s s a r y .  As  a n  e x a m p l e ,  mo v e  a  d a t a  i t e m  f r o m  r o w t o  

r o w  u n t i l  i t  r e a c h e s  t h e  c o r r e c t  r o w .  T h i s  r e q u i r e s  m o v e s
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b y  n .  N e x t  m o v e  w i t h i n  t h e  r o w  u n t i l  i t  r e a c h e s  t h e

c o r r e c t  p r o c e s s o r .  T h i s  r e q u i r e s  m o v e s  by 1.

F r o m  t h i s  i t  i s  v e r y  c l e a r  t h a t  a ma x  o f  n / 2  m o v e s  

f r o m  r o w  t o  r o w  a n d  a ma x  o f  n / 2  m o v e s  i n  t h e  r o w  a r e  

n e c e s s a r y .  T h u s ,

D i a m e t e r  = D Q = - ^  + - ^ = n  = / tT

D e t e r m i n i n g  b y  b a n d w i d t h  i s  a l m o s t  i m p o s s i b l e ,  s i n c e

s i m u l a t i n g  a  m o v e  o n  t h e  g r i d  w i l l  d e p e n d  o n  t h e  m e t h o d

e m p l o y e d  by t h e  i n s t a l l a t i o n ,  ( a n d  t h e r e  a r e  ma n y  d i f f e r e n t  

p o s s i b i l i t i e s ) .  H o w e v e r ,  o n c e  t h e  s i m u l a t i o n  m e t h o d  i s  

e s t a b l i s h e d  t h e  b a n d w i d t h  c a n  be  d e t e r m i n e d .  I f  we c h o o s e  

t h e  s t r a t e g y  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e n  we c a n  d e t e r m i n e  t h e  

b a n d w i d t h .  T h e  m o v e s  m e n t i o n e d  e a r l i e r  r e s e m b l e  e x a c t l y  

t h e  m o v e s  o f  t h e  r i n g  n e t w o r k  w i t h  e a c h  c o l u m n  a s  a 

d i f f e r e n t  r i n g .  T h u s ,  t h e  n u m b e r  o f  c o n f l i c t  f r e e  m o v e s  

w i l l  a g a i n  b e  a p p r o x i m a t e l y  2 N / 3 .  So  

B a n d w i d t h  Bq = 2 N / 3  

S o ,  t h e  m e s s a g e  t r a f f i c  i s

MTg^= B§ * D§ = 2 / 3  N -Î- / N = 2 / 3  *

N e x t  we s i m u l a t e  a m o v e  o f  t h e  t r e e  n e t w o r k  o n  t h e  g r i d  

n e t w o r k .  A m o v e  o n  t h e  t r e e  n e t w o r k  w i l l  mo v e  t h e  d a t a  a 

d i s t a n c e  o f  [ ( K - 1 ) N / K ] .  S i n c e  t h e  g r i d  n e t w o r k  i s  c a p a b l e  

o f  m o v i n g  t h e  i n f o r m a t i o n  a d i s t a n c e  w h e r e  / N i s

y i + 1  T 1 / 2
Æ  = K l / 2

S o ,  t h e  d i a m e t e r  i s  a s  f o l l o w s .
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* ^ 7 7 ,

. « 1 / 2  "

To  d e t e r m i n e  t h e  b a n d w i d t h ,  an  a r g u m e n t  s i m i l a r  t o  t h e  o n e

Tg i v e n  i n  d e t e r m i n i n g  Bpj c a n  b e  f o l l o w e d .  D o i n g  t h i s  we 

f i n d  t h a t  a t  t h e  m o s t  [ N / K ]  p r o c e s s o r s  w i l l  be  t r y i n g  t o  

m o v e  t h e i r  d a t a .  I f  we r e s t r i c t  t h e  m o v e m e n t  o f  t h e  d a t a  

o n  t h e  g r i d  s o  t h a t  i f  t h e  d e s t i n a t i o n  p r o c e s s o r  i s  a t  

l e a s t  N a w a y ,  t h e n  t h e  d a t a  m o v e s  up t h e  c o l u m n  b y  / N a n d  

t h e n  m o v e s  by  1 a l o n g  t h e  r o w .  W i t h  t h i s  p l a n  t h e  d a t a  c a n  

b e  mo v e d  w i t h  no  d a t a p a t h  c o n f l i c t s .

T h e  B a n d w i d t h  Bq = [ N / K ]

W i t h  t wo  p a r a m e t e r s  k n o wn  t h e  m e s s a g e  t r a f f i c  p a r a m e t e r  c a n  

b e  c a l c u l a t e d  a s  f o l l o w s :
i / 2

M e s s a g e  T r a f f i c  MTn = Br  i- Dr  = N *
^ ^ ^ (K- l )N

M e s s a g e  T r a f f i c  -------  = K ( i " 2 ) / 2
K-1

T h i s  t i m e  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k .  

T h i s  n e t w o r k  i s  d e f i n e d  a s

S ( P m — 1 »  ^ m ~ 2 >  • • • P i t  P 0 )  -  P m  — 2  • • •  P l  P 0  P m - 1  ;

E ( P m - i » P m - 2 >  • • • P i  P o ) =  P m - 2  P m - 1  • • • >  P 1 P q

On t h i s  n e t w o r k ,  we w i s h  t o  f i r s t  s i m u l a t e  t h e  move  o f  t h e  

r i n g  n e t w o r k .  I n  t h e  r i n g  n e t w o r k ,  d a t a  c a n  b e  mo v e d  f r o m  

p r o c e s s o r  a d d r e s s  x t o  ( x  + 1 )  mod N.  S u c h  a m o v e  c a n

a l t e r  a l l  t h e  b i t s  i n  p r o c e s s o r  a d d r e s s  x .  To  s i m u l a t e  

t h i s  m o v e  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  w i l l  a l t e r n a t e l y  

e x e c u t e  s h u f f l e s  a n d  e x c h a n g e s  u n t i l  a l l  t h e  n e c e s s a r y  b i t s



o f  t h e  p r o c e s s o r  a d d r e s s  h a v e  b e e n  a l t e r e d .  To a d d r e s s  N 

p r o c e s s o r s  l o g 2 N b i t s  a r e  n e c e s s a r y  s o  t h a t  t h e  d i a m e t e r  

w i l l  be
R

D i a m e t e r  » Dgg = 2* I 0 B2 N 

When t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  i s  t r y i n g  t o  s i m u l a t e  t h e  

R i n g  n e t w o r k  i t  h a s  t o  m o v e  d a t a  i t e m s  a d i s t a n c e  o f  1 

p r o c e s s o r  a w a y .  T h i s  w i l l  n o t  c a u s e  a n y  c o n f l i c t s  d u r i n g  

t h e  s h u f f l e  m o v e .  D u r i n g  t h e  e x c h a n g e  p h a s e ,  b e c a u s e  t h e  

m o v e  i s  t h e  s a m e  f o r  e v e r y  p r o c e s s o r ,  t h e  b i t s  a f f e c t e d  

o c c u r  i n  p a i r s  a n d  t h e  e x c h a n g e  m o v e  a l w a y s  h a s  a n  e v e n  

n u m b e r  o f  i t e m s  t o  b e  mo v e d  a n d  p l a c e d  i n  an  e v e n  n u m b e r  o f  

p r o c e s s o r s .  T h u s ,  b o t h  t h e  s h u f f l e  a n d  t h e  e x c h a n g e  m o v e s  

c a n  b e  c a r r i e d  o u t  w i t h o u t  a n y  d a t a  p a t h  c o n f l i c t s .  S o ,  

t h e  b a n d w i  d t h  i s ,
R

B a n d w i d t h  = Bgg = N 

T h e  m e a n  d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  o n  a s h u f f l e  e x c h a n g e  

n e t w o r k  c a n  b e  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s .  I f  t h e  s h u f f l e  a n d  t h e  

e x c h a n g e  a r e  p e r f o r m e d  a l t e r n a t e l y ,  a l l  t h e  p r o c e s s o r s  c a n  

b e  r e a c h e d  u l t i m a t e l y .  When s t a r t i n g  f r o m  p r o c e s s o r  x i n  a 

s h u f f l e  m o v e ,  o n l y  p r o c e s s o r  ( 2 x )  mod N c a n  b e  r e a c h e d .  On 

t h e  n e x t  e x c h a n g e  move  t wo  o t h e r  p r o c e s s o r s  c a n  be  r e a c h e d .  

T h e  n e x t  s h u f f l e  m o v e  c a n  s t a r t  f r o m  a n y  o n e  o f  t h e  t h r e e  

p r o c e s s o r s  r e a c h e d  a n d  i n  t h i s  way  c a n  r e a c h  t h r e e  o t h e r s .  

On t h e  e x c h a n g e  m o v e  s t a r t i n g  f r o m  a n y  o f  t h e s e  t h r e e  

p r o c e s s o r s ,  t h r e e  m o r e  c a n  b e  r e a c h e d  a n d
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c o n t i n u e  on  t h i s  w a y .  T h e r e f o r e ,  t h e  me a n  d i s t a n c e  b e t w e e n

p r o c e s s o r s  i s ,

MD = 1 * 1 + ? » ?  + * ? + 5 * 6  + 6 * 6  + 7 * 1 2  + 8 * 1 2 . . .
N

w h i c h  i s  e q u a l  t o
loggN

Z
MD + 4 + n=?  ( ( H» n - S  ) )

N
T h i s  e x p r e s s i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  l o g 2 N.

T h e  m e s s a g e  t r a f f i c  o n  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k ,  wh e n

i t  i s  t r y i n g  t o  s i m u l a t e  t h e  r i n g  n e t w o r k ,  i s
R R R

M e s s a g e  T r a f f i c  = MTgg = Egg  + Dgg = N / ( 2 1 o g 2 N )

S i m i l a r  r e s u l t s  c a n  be  o b t a i n e d  f o r  t h e  g r i d  n e t w o r k .  I n

f a c t  t h e r e  i s  a b s o l u t e l y  no  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  r e s u l t s

o b t a i n e d  f o r  t h e  r i n g  a n d  t h e  r e s u l t s  t h a t  c a n  be  o b t a i n e d

f o r  t h e  g r i d .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k .

On t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k ,  a n y  d a t a  i t e m  c a n  b e  mo v e d

f r o m  a n y  p r o c e s s o r  t o  a n y  o t h e r  p r o c e s s o r  i n  a f i x e d  t i m e

o f  ( 2 1 o g 2 N ) . T h u s ,  t h e  d i a m e t e r  o f  a n y  m o v e  b e i n g

s i m u l a t e d  by a s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  i s  ( 2 1 o g 2 N ) .
Any

D i a m e t e r  = Dgg = 2 l o g g  N 

Whe n  l o o k i n g  a t  t h e  b a n d w i d t h ,  we f i n d  t h a t  a n y  l a w  w h i c h  

m o v e s  d a t a  i t e m s  f r o m  p r o c e s s o r  x t o  ( x  + a )  mod N f o r  a l l  

a c a n  b e  s i m u l a t e d  by t h e  s h u f f l e  n e t w o r k  a n y  c o n f l i c t s .  

T h u s , B a n d wi  d t  h :
Any (x->-x+a)

B a n d w i d t h  = Egg
Any (x^x+a)

a n d  h e n c e  M e s s a g e  T r a f f i c  = MTgg = n / ( 2 log^N)

I n  s i m u l a t i n g  t h e  t r e e  n e t w o r k  o n  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  

n e t w o r k ,  we h a v e  o n l y  t o  f i n d  t h e  b a n d w i d t h  s i n c e  t h e
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d i a m e t e r  i s  k n o w n .  F o r  t h i s ,  a n  a r g u m e n t  s i m i l a r  t o  t h e
T

o n e  g i v e n  i n  d e t e r m i n i n g  Br c a n  b e  f o l l o w e d  t o  f i n d  t h a t  a t

t h e  m o s t  [ N / K ]  p r o c e s s o r s  w i l l  b e  t r y i n g  t o  m o v e  t h e i r

d a t a .  I f  t h e  d a t a  i s  t o  mo v e  f r o m  f a t h e r  t o  s o n ,  t h e n  t h e

d a t a  f o l l o w s  t h e  l a w  x - - >  x + a mod  N a n d  a  i s  n e g a t i v e

a n d  d o e s  n o t  h a v e  t o  b e  t h e  s a m e  f o r  e a c h  f a t h e r .  T h e n ,

s i n c e  e a c h  f a t h e r  i s  m o v i n g  d a t a  t o  o n l y  o n e  o f  a g r o u p  o f

s o n s  n o  d a t a  p a t h  c o n f l i c t s  a r e  f o u n d .  T h u s  t h e  b a n d w i d t h

e q u a l s  t h e  n u m b e r  o f  d a t a  i t e m s  m o v i n g .
T

B a n d w i d t h  = Bgg = [ N / K ]

H e n c e ,  t h e  m e s s a g e  t r a f f i c  i s
I T T  [N/K]

M e s s a g e  T r a f f i c  = MTgg = BsE + Dgg = 21^  N
N ^

= 2K l ogg  N

F i n a l l y ,  we  c a n  o b t a i n  s i m i l a r  r e s u l t s  o n  t h e  t r e e

n e t w o r k .  To  s i m u l a t e  a  mo v e  o f  t h e  r i n g  n e t w o r k ,  t h e  t r e e

n e t w o r k  h a s  t o  m o v e  d a t a  f r o m  p r o c e s s o r  n t o  p r o c e s s o r

n + 1 .  To  d o  t h i s ,  t h e  t r e e  n e t w o r k  w i l l  h a v e  t o  mo v e  a t

l e a s t  o n e  d a t a  i t e m  f r o m  o n e  o f  i t s  l e a v e s  t h r o u g h  t h e  r o o t

a n d  b a c k  t o  t h e  l e a f  o n  t h e  o t h e r  s i d e  o f  t h e  t r e e .  T h i s

w i l l  r e q u i r e  2 i  + 1 s t e p s .  H e n c e  t h e  d i a m e t e r  i s
R

D i a m e t e r  = D-p = 2 i  + 1

I f  we r e s t r i c t  t h e  t r e e  n e t w o r k  s o  t h a t  o n e  s o n  s e n d s

i n f o r m a t i o n  t o  h i s  f a t h e r  o r  t h e  f a t h e r  s e n d s  i n f o r m a t i o n  

t o  o n e  o f  h i s  s o n s  a t  a t i m e ,  t h e n  we c a n  mo v e  [ N / K ]  d a t a  

i t e m s  w i t h o u t  a n y  c o n f l i c t s .  T h u s ,  t h e  b a n d w i d t h  t o  

s i m u l a t e  a r i n g  o n  t h e  t r e e  h a s  a n  u p p e r  b o u n d  a t  [ N / K ] .
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H o w e v e r ,  o n  t r e e s  o f  l e v e l  t h r e e  o r  m o r e ,  a d d i t i o n a l

c o n f l i c t s  a r e  p r e s e n t .  I f  t h e  t r e e  s i z e  i s  i n c r e a s e d  by  1

l e v e l  t h e n  t h e  n u m b e r  o f  c o n f l i c t s  a r e  d o u b l e d .  ( S e e

a p p e n d i x  f o r  d i s c u s s i o n ) .  T h e r e f o r e ,

B a n d w i d t h  = B-p = [ N / K ]  ~ — i o

M e s s a g e  T r a f f i c  = MTj  = + D? ^  + 2 l o g %N

7N
32 l » g  gN l a r s e  N.

Wh e n  we s i m u l a t e  t h e  m o v e  o f  t h e  g r i d  n e t w o r k  on  t h e  t r e e  

n e t w o r k  we h a v e  t w o  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  m o v e s  t o  s i m u l a t e .  

M o v i n g  d a t a  f r o m  p r o c e s s o r  x t o  ( x ^ l )  mod N i s  e x a c t l y  t h e  

s a m e  a s  d e s c r i b e d  a b o v e .  T h e  o t h e r  mo v e  r e q u i r e s  m o v i n g  

d a t a  a d i s t a n c e  o f  / N  a w a y .  T h i s  t y p e  o f  mo v e  p r o d u c e s  

/ "n c o n f l i c t s .  To  r e s o l v e  a l l  t h e s e  c o n f l i c t s  we n e e d  / N  

d a t a  t r a n s f e r  c y c l e s .  So  i n  o n e  d a t a  t r a n s f e r  c y c l e  / n / k 

i t e m s  c a n  b e  m a d e  t o  r e a c h  t h e i r  d e s t i n a t i o n .  ( S e e  

A p p e n d i x  f o r  d i s c u s s i o n ) .  T h e r e f o r e :

B a n d w i d t h  = B-^ = / Ï T / k 

D i a m e t e r  Dj  = ( 2 K l o g j ( N )

M e s s a g e  T r a f f i c  = MT^ = Bj  = ( /TT) /  ( 2K1 ogj^N )

Wh e n  we s i m u l a t e  t h e  m o v e  o f  t h e  s h u f f l e  n e t w o r k  on  t h e  

t r e e  n e t w o r k  we h a v e  t o  m o v e  d a t a  f r o m  p r o c e s s o r  x t o  

p r o c e s s o r  2 x . T h i s  m e a n s  t h a t  a t  l e a s t  o n e  d a t a  i t e m  w i l l  

h a v e  t o  m o v e  f r o m  a  l e a f  t h r o u g h  t h e  r o o t  a n d  d o w n  t o  

a n o t h e r  l e a f .  T h i s ,  a s  we h a v e  s e e n  e a r l i e r ,  w o u l d  t a k e  

2 i  - 1  s t e p s .  As  t h e  n u m b e r  o f  l e v e l s  o n  t h e  t r e e  i n c r e a s e ,  

t h e  n u m b e r  o f  d a t a  p a t h  c o n f l i c t s  a l s o  i n c r e a s e .  Of  t h e
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N/ K d a t a  i t e m s  t h a t  we t r y  t o  move  e a c h  t i m e  o n l y  ( 3 N / 4 K )

a r e  a b l e  t o  r e a c h  t h e i r  f i n a l  d e s t i n a t i o n  w i t h o u t

c o n f l i c t s .  ( S e e  A p p e n d i x  f o r  d i s c u s s i o n ) .  T h e r e f o r e :
SE

D i a m e t e r  = D? = 2 i - 1  = 21og]<N 
S E

B a n d w i d t h  = B? = ( 3 N / 8 )
SE SE SE 

M e s s a g e  T r a f f i c  = MT'p = B? + D? = ( 3 N / l 6 l o g i ( N )



TABLE 2

\ O F /
RING GRID SHUFFLE EXCHANGE TREE

D i a m e t e r 1 N/ 2 ( K - D N / K ]

RING B a n d w i d t h N N 2 N/ 3 [ N/ Kl

M e s s a g e  
T r a f  f  i c N /~N 4 / 3 I / K - 1

D i a m e t e r 1 1 /~N

GRID B a n d w i d t h N N 2 N/ 3
i - 1 K N/K

M e s s a g e
T r a f f i c N N 2 / 3 /N ^ ( i / 2 ) - l

D i a m e t e r Z^I OggN Z^ l OggN 1 2 i - l ^  ( 2 I 0 R2N)

S . E . B a n d w i d t h N N N
i — 1 

K - N/ K
M e s s a g e
T r a f f i c N / 2 1 o g 2 N N / 2 1 o g 2 N N = K ^ / ( 2 i - l ) ^ N / Z K l o g ^ N

D i a m e t e r 2 1 o g ^ N 2 1 og^ N 21og%N 1

TREE B a n d w i d t h 7 N / 1 6 / ~N/ K 3 N/ 8 N/K

M e s s a g e
T r a f f i c 7 N / 3 2 1 o g ^ N / l / 2 K l o g j ^ N 3 N / I 6 1 o g  N N/ K

PERFORMANCE MEASURES



CHAPTER 5 

USING THE PERFORMANCE MEASURES

Now t h a t  we h a v e  t h e s e  m e a s u r e s  i t  i s  a p p r o p r i a t e  t o  

s e e  h o w  t h e y  w i l l  h e l p  i n  m a t c h i n g  a n  a l g o r i t h m  t o  a 

n e t w o r k .  To  do t h i s  I  p r o p o s e  t o  e x a m i n e  t h r e e  a l g o r i t h m s .  

One  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  w i l l  r e q u i r e  m o v e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  

l a w s  o f  o n e  o f  t h e s e  n e t w o r k s .  A n o t h e r  w i l l  r e q u i r e  m o v e s  

w h i c h  d o  n o t  m a t c h  a n y  o f  t h e  n e t w o r k s  t h a t  we  h a v e  

c o v e r e d ,  a n d  t h e  t h i r d  o n e  w i l l  r e q u i r e  d a t a  d e p e n d e n t  

m o v e s .

T h e  f i r s t  a l g o r i t h m  t h a t  I  c h o s e  i s  t h a t  o f  a d d i n g  

a l l  t h e  e n t r i e s  o f  a v e c t o r .

T h i s  a l g o r i t h m  d o e s  n o t  m a t c h  a n y  o f  t h e  n e t w o r k s  

d i s c u s s e d .  T h e  a l g o r i t h m ,  a s  d i s c u s s e d  e a r l i e r ,  c a n  be  

w r i t t e n  a s  f o l l o w s :

( 1 )  L e t  C = 1

( 2 )  Add t h e  d a t a  e l e m e n t s  p r e s e n t  i n  e a c h  p r o c e s s o r

( 3 )  Move  d a t a  f r o m  p r o c e s s o r  ( 2 i + C )  t o  p r o c e s s o r  21V

( i) ) I f  C ^  N / 2  STOP

( 5 )  C = 2*C

( 6 )  Go t o  s t e p  2
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We w i l l  d e t e r m i n e  t h e  t i m e  t a k e n  t o  r u n  t h i s  

a l g o r i t h m  on  e a c h  t h e  n e t w o r k s  w h e n  we h a v e  N p r o c e s s o r s  

a n d  2N d a t a  i t e m s .  A l l  t h e  d a t a  i t e m s  h a v e  b e e n  p l a c e d  i n  

t h e  N p r o c e s s o r s  p r e v i o u s l y  a n d  we a r e  r e a d y  t o  e x e c u t e  t h e  

a l g o r  i t h m .

I f  t h e  a l g o r i t h m  i s  t o  b e  r u n  o n  a r i n g  n e t w o r k ;

( 1 )  T h e  f i r s t  s t e p  w i l l  t a k e  o n l y  1 s t e p ,  s i n c e  i t  i s  

n o t  p a r t  o f  t h e  l o o p .

( 2 )  E a c h  t i m e  t h e  l o o p  i s  e x e c u t e d ,  s t e p  2 i s  

e x e c u t e d  o n c e  o n  e a c h  p r o c e s s o r .  S i n c e  h a l f  o f  t h e  

e l e m e n t s  a r e  a d d e d  e a c h  t i m e  t h e  l o o p  e x e c u t e s ,  t h e  l o o p  

w i l l  h a v e  t o  e x e c u t e  l o g 2 N t i m e s .  T h u s ,  s t e p  2 w i l l  be  

e x e c u t e d  l o g 2 N t i m e s .

( 3 )  T h i s  i s  t h e  d a t a  c o m m u n i c a t i o n  s t e p .  B e c a u s e  i t  

i s  p a r t  o f  t h e  l o o p ,  i t  w i l l  b e  e x e c u t e d  ( l o g 2 N)  t i m e s .  

H o w e v e r ,  e a c h  t i m e  t h i s  i s  e x e c u t e d ,  d a t a  w i l l  h a v e  t o  move

a d i s t a n c e  o f  (1 , 2 , 4  C s t e p s ) .  T h u s  c o m m u n i c a t i o n  t i m e

f o r  t h i s  a l g o r i t h m  i s :

log„N

( 1) ) ( 5 )  T h e s e  t wo  s t e p s  a r e  c o m p u t a t i o n .  E a c h  t a k e s  o n e

s t e p .  S i n c e  t h e y  a r e  p a r t  o f  t h e  l o o p ,  t h e y  w i l l  b e  

e x e c u t e d  ( l o g 2 N) t i m e s  e a c h .

T h u s ,  t h e  t o t a l  t i m e  t o  e x e c u t e  t h e  a l g o r i t h m  o n  t h e  r i n g  

n e t w o r k  i s  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  p l u s  c o m p u t a t i o n  t i m e ,  w h e r e :
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1062%
C o m m u n i c a t i o n  t i m e  = Z 2^ a n d  C o m p u t a t i o n  t i m e  = 1 +

1=0
4 * l o g 2 % .

To  r u n  t h e  a l g o r i t h m  on a g r i d  n e t w o r k ,  we w i l l  h a v e  

t o  o n c e  a g a i n  e x e c u t e  t h e  l o o p  l o g 2 N t i m e s .  N e x t ,  s t e p s  

( 2 ,  4 a n d  5 )  w i l l  b e  e x e c u t e d  l o g g  N t i m e s  e a c h .  S t e p  3,

w h i c h  i s  a c o m m u n i c a t i o n  s t e p ,  w i l l  a l s o  be  e x e c u t e d  l o g g  N 

L i m e s .  E a c h  t i m e  t h e  c o m m u n i c a t i o n  s t e p  i s  e x e c u t e d ,  t h e  

d a t a  c a n  b e  mo v e d  e i t h e r  N o r t h - S o u t h  o r  E a s t - W e s t .  As l o n g  

a s  C < / N t h e  c o m m u n i c a t i o n  w i l l  h a v e  t o  t a k e  p l a c e

a c c o r d i n g  t o  t h e  l a w  x  > x 1 . A f t e r  C h a s  b e c o m e  2

/ N  t h e  c o m m u n i c a t i o n  w i l l  b e  a c c o r d i n g  t o  t h e  l a w  x — >

X 2  " '  I n  t h i s  w a y ,  t h e  f i r s t  h a l f  o f  t h e  l o o p  w i l l  be  

e x e c u t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  f i r s t  l a w  a n d  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  

t h e  l o o p  w i l l  b e  e x e c u t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  s e c o n d  l a w .  

T h u s ,  t h e  n u m b e r  o f  m o v e s  n e c e s s a r y  f o r  t h i s  s t e p  i s :

1/2(1062%)
2 [  Z 2 Î ]

1=0
a n d  t h e  t i m e  f o r  t h e  w h o l e  a l g o r i t h m  i s  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  

p l u s  c o m p u t a t i o n  t i m e ,  w h e r e

1/2(1062%)
C o m m u n i c a t i o n  t i m e  = 2 [ Z  2 ^ ] a n d  C o m p u t a t i o n  t i m e  =

i =0
1 + 4 l o g g  N.

T o  r u n  t h e  a l g o r i t h m  a s  we h a v e  d e f i n e d  i t  o n  t h e  t r e e  

n e t w o r k  we w o u l d  n e e d  t o  e x e c u t e  t h e  l o o p  l o g g  N t i m e s .  

S t e p s  ( 2 ,  4 ,  5 ,  a n d  6 )  w i l l  b e  e x e c u t e d  l o g g  n . S t e p  3,

w h i c h  i s  a c o m m u n i c a t i o n  s t e p ,  w i l l  a l s o  b e  e x e c u t e d  l o g g  N
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t i m e s .  On t h i s  n e t w o r k ,  e a c h  t i m e  t h e  c o m m u n i c a t i o n  s t e p  

e x e c u t e s ,  d a t a  h a s  t o  b e  m o v e d  f r o m  t h e  l e f t  h a l f  o f  t h e  

t r e e  t o  t h e  r i g h t  h a l f .  E a c h  move  i s  s i m i l a r  t o  t h e  move  

o f  t h e  g r i d  n e t w o r k  a n d  r e q u i r e s  2 * i  s t e p s  w h e r e  i  i s  t h e  

n u m b e r  o f  l e v e l s  o f  t h e  t r e e  n e t w o r k .  As  we h a v e  s e e n  

e a r l i e r ,  w h e n  t h e  t r e e  i s  s i m u l a t i n g  a g r i d  n e t w o r d ,  o n l y  

/ N / 2  d a t a  i t e m s  c a n  b e  m o v e d  a t  a t i m e .  E a c h  

c o m m u n i c a t i o n  s t e p  w i l l  r e q u i r e  2 * i * ( 2 / N )  s t e p s  t o  

e x e c u t e .

T h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  c a n  f i n i s h  e a c h  

c o m m u n i c a t i o n  s t e p  i n  2 1 o g 2  N p e r i o d s .  T h e  c o m m u n i c a t i o n  

t i m e  f o r  t h e  w h o l e  a l g o r i t h m  i s  2 * l o g 2 N * l o g 2 N .

C o m p a r i n g  t h e  t i m e s  on a l l  f o u r  n e t w o r k s ,  ( s e e  T a b l e  

3B) we s e e  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  on  a l l  t h e  n e t w o r k s  i s  

t h e  s a m e .  T h e  d i f f e r e n c e  i s  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  Th e  

r i n g  n e t w o r k  i s  t h e  s l o w e s t .  T h e  g r i d  a n d  t h e  s h u f f l e  

e x c h a n g e  n e t w o r k  c o m p e t e  f o r  t h e  f a s t e s t  n e t w o r k .  As l o n g  

a s  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  n e t w o r k  i s  l e s s  t h a n  

1 5 K ,  t h e  g r i d  n e t w o r k  i s  f a s t e r .  When t h e r e  a r e  m o r e  t h a n  

16K p r o c e s s o r s ,  t h e n  t h e  s h u f f l e  n e t w o r k  b e c o m e s  f a s t e r .  

T h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  f o r  t h e  a l g o r i t h m  a s  i t  i s  

w r i t t e n .  I f  we a r e  p e r m i t t e d  t o  c h a n g e  t h e  a l g o r i t h m  s o  

t h a t  t h e  t r a n s f e r  o f  d a t a  i s  f r o m  e a c h  s o n  t o  h i s  f a t h e r  

( a s s u m i n g  t w o  s o n s  p e r  f a t h e r ) ,  t h e n  e a c h  c o m m u n i c a t i o n  

s t e p  o n  t h e  t r e e  n e t w o r k  w o u l d  n e e d  t w o  t i m e  p e r i o d s .  T h i s
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w o u l d  m a k e  t h e  t o t a l  comm u n i c a H o n  t i m e  2 * l o g 2  N w h i c h  i s  

f a s t e r  t h a n  on a n y  o t h e r  n e t w o r k .

N e t w o r k  1 C o m p u t a t i o n C o m m u n i c a t i o n

R i n g 1 +  ̂ l o g 2  N
log„N 

Z 2^ 
i=0

S . E . 1 + l o g 2  N 2* ( l o g 2  N) 2

G r i d  ! 1 + l o g 2 N
I

l / a i o g ^ N

2*  Z 2^
1=0

1

T r e e  1 +  ̂ l o g ?  N i f / N  l o g p  N

TABLE 3A

As  a s e c o n d  a l g o r i t h m  t o  a n a l y z e ,  I  w i l l  o b t a i n  a 

p r o d u c t  o f  t w o  m a t r i c e s .  We w i l l  a s s u m e  t h a t  b o t h  t h e  

m a t r i c e s  a r e  s q u a r e .  We a r e  u s i n g  s q u a r e  m a t r i c e s  b e c a u s e  

m o d i f i c a t i o n  i s  s i m p l e  a n d  i t  i s  e a s i e r  t o  o b t a i n  t h e  

t r a n s p o s i t i o n  o f  a  s q u a r e  m a t r i x  o n  a s h u f f l e  n e t w o r k .  We 

w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  t w o  m a t r i c e s  c o n f o r m  w i t h  e a c h  o t h e r .  

We w i l l  s t a r t  w i t h  t h e  t w o  m a t r i c e s  a s  s h o w n  i n  T a b l e  4 .  

A l s o  a s s u m e  t h a t  e a c h  p r o c e s s o r  h a s  a t  l e a s t  t w o  f r e e  

r e g i s t e r s  t h a t  c a n  b e  u s e d  by t h e  a l g o r i t h m .

T h e  a l g o r i t h m  i s ;

( 1 )  T r a n s p o s e  t h e  s e c o n d  m a t r i x .

( 2 )  L e t  C = 0 .

L o o p  ( 3 )  M u l t i p l y  t h e  t w o  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i c e s  

i n  p l a c e .

( i t )  Add a l l  t h e  e l e m e n t s  o f  r o w i  a n d  s t o r e  t h e
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' / / o f RING NETWORK GRID NETWORK C o m p u t a t i o n
I p r o c e s s  
1 comr.Ui.

commu. /  
com pu/

CCTTimU • /
t o t a l  / commu. commu. /  

compu/
commu. /  
t o t a l  /

T i me

;  2 ^ 2 ^ 1 . 8 2 4 0 . 6 4 6 14 0 . 8 2 4 0 . 4 5 2 17

i  2 ' 127 5 . 0 8 0 . 8 3 6 30 1 . 2 0 . 5 4 5 25

i 2 « 51 1 1 5 . 4 8 5 0 . 9 3 9 62 1 . 8 8 . 6 5 3 33

2 ^ ° 2 0 4 7 4 9 . 9 3 0 . 9 8 0 1 2 6 3 . 0 7 . 7 5 4 41

2 ^ 2 8 1 9 1 1 6 7 . 1 6 0 .  994 254 5 . 1 8 . 838 49

3 2 7 6 7 5 7 4 . 8 6 0 . 9 9 8 5 1 0 8 . 9 5 . 8 9 9 57

2 ^ 6 1 3 1 0 7 1 2 0 1 6 . 4 8 0 . 9 9 9 1 0 2 2 1 5 . 7 2 . 9 4 0 65

2 ^« 5 2 4 2 8 7 7 1 8 2 . 0 1 1 . 0 0 0 2 0 4 6 28 . 0 3 . 9 6 6 73

SHUFFLE EXCtHANGE TREE

2 ^ 32 1 . 8 8 0 . 6 5 3 64 3 . 7 7 . 790 17

2 ^ 72 2 . 8 8 0 . 7 4 2 1 9 2 7 . 6 8 0 . 8 8 5 25

2 « 128 3 . 8 8 0 . 7 9 5 51 2 1 5 . 5 2 0 . 9 3 9 33

2 IO 200 4 . 8 8 0 . 8 3 0 1 2 8 0 3 1 . 2 2 0 . 9 6 9 41

2 ^ 2 2 8 8 5 . 88 0 . 8 5 5 3 0 7 2 62 . 69 0 . 9 8 4 49

2 ^ ^ 392 6 . 8 8 0 . 8 7 3 7 1 6 8 1 2 5 . 7 5 0 . 9 9 2 57

2 I 6 512 7 . 8 8 0 . 8 8 7 1 6 3 8 4 2 5 2 . 0 6 0 . 9 9 6 65

2 I 8 64 8 8 . 8 8 0 . 8 9 9 3 6 8 6 4 5 0 4 . 9 9 0 . 9 9 8 73

TABLE 3B
Compar isons  o f  v a r i o u s  n e tw o r k s  t o  add a v e c t o r  f o r  d i f f e r e n t  numbers of  

p r o c e s s o r s  i n  a n e tw o r k .
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11
15

10
141312

I I

10 11
151412 13

1110
14 1512

IV

11
15

10
141312

11
15

10
141312

S t a r t  a l g o r  i t h m  w i t h  

t h e  t wo  m a t r i c e s  i n  

t h i s  p o s i t i o n .

A f t e r  t r a n s p o s i t i o n  t h e  

m a t r i c e s  a r e  i n  t h i s  

p o s i t i o n .  M u l t i p l y  a n d  

a d d .  U n d e r l i n e d  p o s i t i o n s  

h a v e  f i n a l  r e s u l t .

M u l t i p l y  a n d  a d d .  U n d e r l i n e d  

p o s i t i o n s  h a v e  f i n a l  r e s u l t .

M u l t i p l y  a n d  a d d .  U n d e r l i n e d  

p o s i t i o n s  h a v e  f i n a l  r e s u l t .

M a t r i x  p r o d u c t  o b t a i n e d  

i n  p r o p e r  p o s i t i o n .

TABLE 4

A lg o r i t h m  s e t u p  t o  m u l t i p l y  two m a t r i c e s .



r e s u l t  i n  a p r o c e s s o r  t h a t  i s  i n  ( C+ 1 )  

c o l u m n  mod /N ' .

( 5 )  Move  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  t r a n s p o s e d  m a t r i x  

t o  p r o c e s s o r  a d d r e s s  ( x  + ZFT).

( 6 )  C = C + 1.

( 7 )  I f  C < / N go t o  s t e p  ? ,  o t h e r w i s e  s t o p .

T h i s  a l g o r i t h m  h a s  a l l  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  t h a t  we

w o u l d  e x p e c t  t o  f i n d  i n  a n  a l g o r i t h m .  I t  r u n s  i n  p h a s e s .  

P h a s e  o n e  r e q u i r e s  y o u  t o  t r a n s p o s e  a m a t r i x .  P h a s e  t wo  

r e q u i r e s  m u l t i p l i c a t i o n  o f  t wo  m a t r i c e s .  B o t h  t h e  p h a s e s  

o b e y  d i f f e r e n t  l a w s  f o r  c o m m u n i c a t i o n .  The  c o m m u n i c a t i o n  

l a w s  f o l l o w e d  b y  b o t h  t h e  p h a s e s  o f  t h e  a l g o r i t h m  a r e  

e x a c t l y  t h e  s a m e  a s  t h e  l a w s  o f  t w o  o f  t h e  n e t w o r k s  t h a t  we 

h a v e  a n a l y z e d .  T h u s ,  we w i l l  b e  a b l e  t o  u t i l i z e  t h e  

p e r f o r m a n c e  m e a s u r e s  t h a t  we h a v e  d e v e l o p e d .

R u n n i n g  t h e  a l g o r i t h m  on  t h e  r i n g  n e t w o r k ;

( 1 )  T h e  f i r s t  s t e p ,  w h i c h  r e q u i r e s  t r a n s p o s i n g  t h e  

s e c o n d  m a t r i x ,  c a n  be  d o n e  o n  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  

w i t h o u t  a n y  c o n f l i c t  i n  a mi n i mu m o f  m s h u f f l e s .  T h u s ,  f o r  

t h i s  s t e p  t h e  r i n g  n e t w o r k  h a s  t o  s i m u l a t e  t h e  s h u f f l e  

n e t w o r  k .

( 2 )  S t e p  t h r e e  i s  a  p r o c e s s  o f  a d d i n g  t h e  c o n t e n t s  o f  

/ n c o n s e q u e n t i v e  p r o c e s s o r s .  T h i s  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  

p r e v i o u s  a l g o r i t h m  a n a l y z e d .

( 3 )  T h e  n e x t  s t e p  i s  t h a t  o f  m o v i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  

t h e  t r a n s p o s e d  m a t r i x  by a  d i s t a n c e  o f  / N . T h i s  s t e p  c a n
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b e  a c c o m p l i s h e d  by t h e  g r i d  n e t w o r k  i n  o n e  s t e p .  H e r e  we 

a r e  s i m u l a t i n g  t h e  g r i d  n e t w o r k .

( 4 )  T h e  l o o p  h a s  t o  be  e x e c u t e d  / ÏT t i m e s .

T i m e  t o  r u n  t h e  a l g o r i t h m  o n  a r i n g  n e t w o r k  c a n  be 

c a l c u l a t e d  a s  f o l l o w s :

( 1 )  To  s i m u l a t e  a mo v e  o f  t h e  s h u f f l e  n e t w o r k ,  t h e

r i n g  n e t w o r k  n e e d s  N / 2  s t e p s .  S i n c e  e a c h  t i m e  a s h u f f l e

h a s  t o  b e  e x e c u t e d ,  t h e  r i n g  n e t w o r k  c a n  m o v e  2 N/ 3  

e l e m e n t s ,  t h e  r i n g  n e t w o r k  w i l l  n e e d :

m* N / 2 *  f N / ( 2 N / 3 1  o r  m*N s t e p s .

( 2 ) ( 3 )  S t e p  t w o  a n d  t h r e e  o n  t h e  r i n g  w i l l  r e q u i r e  o n e  

s t e p  e a c h .

( 4 )  S t e p  f o u r  on  t h e  r i n g  w i l l  r e q u i r e

l / Z l o g ^ N

[ 4  l o g ( / N ) + r  2 ^ ] s t e p s . 
i  = 0

( 5 )  T h i s  s t e p  i s  a s i m u l a t i o n  o f  t h e  g r i d  n e t w o r k  on 

t h e  r i n g  n e t w o r k .  S i n c e  t h e  Dr = / N  a n d  t h e  b a n d w i d t h  i s  

N,  t h i s  mo v e  c a n  b e  a c c o m p l i s h e d  i n  \/N s t e p s .

( 6 ) ( 7 )  T h e s e  t wo  s t e p s  c a n  b e  d o n e  i n  o n e  s t e p .

C o m p u t a t i o n  t i m e  = 1 + (1 + 4 1 o g 2 / n  + 2 )  * / Ï Ï

l / 2 1 o g 2  N

C o m m u n i c a t i o n  t i m e  = ( l o g p  N) * N + [ £ 2^ +
_ i =0

/ N ]*  / N

R u n n i n g  t h i s  a l g o r i t h m  o n  a s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k ,  

t h e  f i r s t  s t e p  b e i n g  a s h u f f l e  s t e p , t h i s  o n e  mo v e  c a n  be 

e x e c u t e d  i n  m s t e p s  ( S t o n e  ( 4 ) ) .  T h e  n e x t  c o m m u n i c a t i o n
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s t e p  i s  t h e  s a m e  a s  t h a t  on  t h e  p r e v i o u s  a l g o r i t h m .  The  

f i n a l  c o m m u n i c a t i o n  s t e p  w i l l  n e e d  2m s t e p s  s i n c e  t h e  

d i a m e t e r  o f  t h e  g r i d  n e t w o r k  o n  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  

n e t w o r k  i s  2m a n d  t h e  b a n d w i d t h  i s  N.  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  

f o i l o w i  n g :

C o m p u t a t i o n  t i m e  = 1 + (1 + ^ 1 o g g  /N  + 2 )  * / n  

C o m m u n i c a t i o n  t i m e  = 1 o g 2 N + [ 2 * ( l o g 2  N) 2  +

2 l o g g  / N ]  * / N

T h e  n e x t  s t e p  i s  t o  r u n  t h i s  a l g o r i t h m  on t h e  g r i d  

n e t w o r k .  To  do t h i s ,  we n e e d  t o  s i m u l a t e  t h e  s h u f f l e  move  

f i r s t .  As  s e e n  p r e v i o u s l y ,  t h e  d i a m e t e r  o f  a s h u f f l e  

n e t w o r k  o n  a g r i d  i s  Æ  a n d  t h e  b a n d w i d t h  i s  ^ . The  m 

s h u f f l e  m o v e s  w i l l  n e e d ,

m* / N * r w / ( 2 N / 3 ) l  = 2m / n s t e p s .

T h e  n e x t  c o m m u n i c a t i o n  m o v e  i s  s i m i l a r  t o  t h e  

a l g o r i t h m  a l r e a d y  e x a m i n e d .  T h e  t i m e  i s  a c c o r d i n g  t o  t h a t  

p r e v i o u s l y  o b t a i n e d .  T h e  n e x t  c o m m u n i c a t i o n  s t e p  i s  t o  

s h i f t  d a t a  / N  d i s t a n c e  a w a y .  T h i s  c a n  b e  d o n e  o n  t h e  

g r i d  n e t w o r k  i n  o n e  s t e p .  H e n c e ,  t h e  t i m e  t o  e x e c u t e  t h e  

a l g o r i t h m  on t h e  g r i d  n e t w o r k  c a n  be  w r i t t e n  a s .

C o m p u t a t i o n  t i m e  = 1 + (1 + 4 1 o g g  / N + 2)  * / N

1 / 4  l o g g N

C o m m u n i c a t i o n  t i m e  = 2 ( 1 o g g  N ) / W  + ( 2  + 2  2^ +

1)  * / Ï Ï
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F i n a l l y  w h e n  r u n n i n g  t h i s  a l g o r i t h m  on  t h e  t r e e

n e t w o r k ,  t h e  s h u f f l e  move  w i l l  r e q u i r e  

+ l ê i o E g N -  N ) 2

T h e  n e x t  c o m m u n i c a t i o n  m o v e  i s  s i m i l a r  t o  t h e  

a l g o r i t h m  a l r e a d y  e x a m i n e d  a n d  t h e  t i m e s  f o r  s t e p  f o u r  a r e  

a l r e a d y  k n o w n .  S t e p  f i v e  r e q u i r e s  s i m u l a t i n g  t h e  move  o f  

t h e  g r i d  n e t w o r k .  T h u s  t i m e  r e q u i r e d  t o  e x e c u t e  s t e p  f i v e  

i  s
_ Æ  _  __

/ N * [ Ni - ( 2 Kl o g ^ N ) ]= / F  * ( i J / F l o g 2  N) = ^ N l o g g N

T h u s  t h e  C o m p u t a t i o n  t i m e  i s  1 + (1 + 4 l o g g  / N + 2)  *

/ Ï Ï  a n d  t h e  C o m m u n i c a t i o n  t i m e  i s  ( l o g g  N ) ^ + 4 N1 o g g  N +

n w i o g g  N

O n c e  a g a i n ,  f o r  t h i s  a l g o r i t h m ,  we  o b t a i n  s i m i l a r  

r e s u l t s .  T h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  s t a y s  c o n s t a n t  a s  l o n g  a s  

t h e  a l g o r i t h m  i s  n o t  c h a n g e d .  T h e  e x e c u t i o n  t i m e s  f o l l o w

s i m i l a r  p a t t e r n s  a s  b e f o r e .  T h e  r i n g  n e t w o r k  i s  t h e

s l o w e s t  n e t w o r k  w h e n  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i s  l a r g e .

N o t i c e ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  t r e e  n e t w o r k  i s  t h e  s l o w e s t  t o  

b e g i n  w i t h .  T h i s  i s  s e e n  i n i t i a l l y  b e c a u s e ,  d u r i n g  t h e  

s t e p  o f  a d d i n g  t h e  p r o d u c t s  o f  e a c h  r o w ,  t h e  r i n g  n e t w o r k  

b e h a v e s  a s  i f  i t  i s  ma d e  up  o f  / N c h a i n s  / N  p r o c e s s o r s  

l o n g  a n d  t h i s  r e d u c e s  i t s  d i a m e t e r .  H o w e v e r ,  a s  t h e  n u m b e r  

o f  p r o c e s s o r s  g e t s  l a r g e r ,  e v e n  t h i s  h e l p  f r o m  t h e

a l g o r i t h m  i s  n o t  e n o u g h .  T h i s  s h o w s  t h a t  t h e  r i n g  n e t w o r k
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c a n  e x e c u t e  a l g o r i t h m s  f a s t e r  t h a n  t h e  t r e e ,  n e t w o r k .  

Communication t ime to  m u l t i p l y  two m a t r i c e s .

N e t w o r k  C o m p u t a t i o n C o m m u n i c a t i o n

1
R i n g  'l + ( 3 + ' 4 1 o g 2 / ¥ )

l / 2 1 o g g N
N l o g 2  N+C Z 2 i + / F ] Æ  

i  = 0

S . E .  |l + ( 3 + 4 l o g 2 / N )  * / ¥ l o g 2 N + ( 2 * ( l o g 2 N ^ + 2 1 o g 2 / N ) / N

G r i d  1+ ( 3 + ^ l o g 2 * ¥ )
l /A log -N

. 2 / N  l og N + (3 + Z 2 ) * Æ  
i=0

T r e e  1 + ( 3 + ^1 o g 2 / N ) » / ÎT - î ^ ( l o g 2  N) 2  + 8 N l o g 2  N

TABLE 5

A l s o  n o t i c e  t h a t  t h e  a d d i t i o n  o f  a l l  t h e  e l e m e n t s  o f  a r o w 

o n  t h e  r i n g  a n d  t h e  g r i d  n e t w o r k  r e q u i r e  t h e  s a m e  t i m e .  

T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  g r i d  c a n  u s e  o n l y  _+ 1 f u n c t i o n  f o r  t h i s  

a d d i t i o n .  T h i s  i s  how t h e  r i n g  n e t w o r k  i s  d e f i n e d .  H e n c e ,  

f o r  t h i s  s t e p  o f  t h e  a l g o r i t h m  i t  m a k e s  n o  d i f f e r e n c e  

w h e t h e r  t h e  r i n g  o r  t h e  g r i d  n e t w o r k  i s  u s e d .

As  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  b e c o m e s  l a r g e r ,  t h e  

s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  o n c e  a g a i n  b e c o m e s  t h e  m o s t  

e f f i c i e n t  n e t w o r k . T h i s  i s  n o t  t r u e  w h e n  t h e  n u m b e r  o f  

p r o c e s s o r s  i s  s m a l l .

T h e  t h i r d  a l g o r i t h m  t h a t  I  w i l l  a n a l y z e  i s  a s o r t i n g  

a l g o r i t h m .  T h i s  a l g o r i t h m  w a s  o r i g i n a l l y  i n t r o d u c e d  by  

B a t c h e r .  I t  s o r t s  by  m e r g i n g .  S i n c e  t h i s  i s  a s o r t i n g  

a l g o r i t h m ,  i t  w i l l  t e s t  o u r  n e t w o r k s  t o  t h e i r  f u l l e s t .  A 

s o r t i n g  a l g o r i t h m  m u s t  b e  a b l e  t o  mo v e  d a t a  a n y w h e r e  i n  t h e  

n e t w o r k .  T h e  f i n a l  g o a l  o f  t h i s  a l g o r i t h m  i s  t h e  s a m e  a s
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r.o

# o f RING NETWORK GRID NETWORK Computat ion
p r o c e s s e s

comm*
comm./  
comp.

comm./ 
t o t a l commu.

comm./  
comp.

comm./  
t o t a l

t ime

2^ 108 2 .400 .706 72 1.600 0.615 45

2^ 568 4 .694 .824 240 1.983 0.665 121

2« 2800 9.180 .902 800 2.623 0.724 305

2^° 13280 18.019 .947 2752 3. 734 0 .789 737

2^2 61376 35.498 .973 9856 5 .700 0.851 1729

2^^ 278400 70.144 .989 36608 9.223 0.902 3969

2 - 1244928 138 .927 .993 139776 15.584 0.940 8961

2^« 5504512 275 .652 .996 543744 27 .229 0.965 19969

SHUFl ■LE EXCHAI !GE TREE

2^ 164 3.644 .785 597 13.267 0 .9 3 0 45

2^ 678 5.603 _R4q 3264 26.975 0.964 121

2« 2312 7 .580 .883 16725 54.836 0 .982 305

2^° 7050 9 .566 .905 82453 111.877 0 .991 737

2^2 19980 11.556 .920 393984 227 .868 0 .996 1729

2^^ 53774 13.549 .9311 836053 462.598 0 .998 3969

2^^ 139280 15 .543 .9408 389973 936.276 0.999 8961

2^« 350226 17 .538 .946 3775064 1890.453 1.000 19969

TABLE 6
Compar isons  o f  v a r i o u s  n e tw o r k s  t o  m u l t i p l y  two m a t r i c e s  f o r  d i f f e r e n t  numbers 

o f  p r o c e s s o r s  i n  a n e tw o r k .
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t h a t  o f  a n y  o t h e r  s o r t i n g  a l g o r i t h m :  a r r a n g e  t h e  d a t a  i n

s u c h  a wa y  t h a t  t h e  s m a l l e s t  k e y  i s  l o c a t e d  i n  p r o c e s s o r  

n u m b e r e d  0 a n d  s o  o n .  To do t h i s ,  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  a 

c o m p a r e  a n d  e x c h a n g e  s t e p .  T h i s  s t e p  i s  e x e c u t e d  a s  

f o i l o w s  ,

F i r s t ,  m o v e  t h e  d a t a  t o  b e  c o m p a r e d  f r o m  a h i g h e r  

n u m b e r e d  p r o c e s s o r  t o  a l o w e r  n u m b e r e d  p r o c e s s o r .  T h e n  

e x e c u t e  t h e  c o m p a r e  s t e p  i n  t h e  l o w e r  n u m b e r e d  p r o c e s s o r .  

L e a v e  t h e  s m a l l e .  v a l u e d  d a t a  t h e r e  a n d  m o v e  t h e  h i g h e r  

v a l u e d  d a t a  b a c k  t o  t h e  h i g h e r  n u m b e r e d  p r o c e s s o r .  T h e s e  

m o v e s  f r o m  h i g h  n u m b e r e d  p r o c e s s o r  a n d  b a c k  t o  t h e  h i g h e r  

n u m b e r  p r o c e s s o r  ma k e  up  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e s .

T h e  d i s t a n c e  t h e  d a t a  h a s  t o  b e  m o v e d  f o r  e a c h  

c o m p a r i s o n  i s  n o t  a f i x e d  v a l u e .  I t  i s  d e p e n d e n t  o n  t h e  

i n d e x  v a l u e  o f  t h e  o u t e r  a n d  t h e  i n n e r  l o o p s .  T h e r e  i s  

a l s o  a  t h i r d  c o n s t a n t  t h a t  i s  u s e d  a s  a m a s k  t o  i n h i b i t  

s o m e  o f  t h e  p r o c e s s o r s  f r o m  s e n d i n g  o u t  t h e i r  d a t a .  I n  

g e n e r a l  we c a n  s a y  t h a t  f o r  e v e r y  e x e c u t i o n  o f  t h e  i n n e r  

l o o p ,  N / 2  d a t a  i t e m s  h a v e  t o  t r a v e l  f r o m  a h i g h e r  n u m b e r e d  

p r o c e s s o r  t o  a l o w e r  n u m b e r e d  p r o c e s s o r  a n d  t h e  s a m e  n u m b e r  

o f  d a t a  i t e m s  h a v e  t o  r e t u r n .  T h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  

r e q u i r e d  f o r  d a t a  i t e m s  t o  r e a c h  t h e  d e s i g n a t e d  p r o c e s s o r  

f o r  c o m p a r i s o n  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  t i m e  r e q u i r e d  t o  r e t u r n  

a f t e r  t h e  c o m p a r i s o n s  a r e  m a d e .  T h e  a l g o r i t h m :

( 1 )  S e t  t  = [ l o g 2 N] - 1  a n d  p =
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( 2 )  S e t  q » 2 1  , r  » 0 ,  d » p

( 3 )  F o r  a i l  i s u c h  t h a t  o < 1 < N- d  a n d  (1 a n d  p )  - 

r ,  s t e p  f o u i " .

( i l )  Move d a t a  i t e m  f r o m  p r o c e s s o r  ( i  + d + 1) t o  

p r o c e s s o r  ( i  + 1 )

( 5 )  C o m p a r e  t h e  t wo  d a t a  i t e m s  i n  p r o c e s s o r s .

( 6 )  R e t u r n  t h e  h i g h  v a l u e d  d a t a  t o  p r o c e s s o r

( i  + d + 1 ) .

( 7 )  I f  q = p ,  t h e n  go t o  9 .

( 8 )  S e t  d <—  q - p  t h e n  q = q / 2  r  = p ,  go t o  4

( 9 )  S e t  p = r p / 2 1

( 1 0 )  I f  p > 2 g o  t o  2

( 1 1 )  S t o p .

I n  t h i s  a l g o r i t h m  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t a k e s  p l a c e  i n  

s t e p  4 a n d  s t e p  6 .  T h e  c o m p a r i s o n  i n  s t e p  5 a n d  t h e  

c a l c u l a t i o n s  i n  t h e  r e s t  o f  t h e  s t e p s  a r e  b o o k - k e e p i n g .  

T h e  b o o k - k e e p i n g  a n d  t h e  c o m p a r i s o n  t i m e s  a r e  i n d e p e n d e n t  

o f  t h e  n e t w o r k :  t h e y  r e q u i r e  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  p e r i o d s  on

a l l  t h e  n e t w o r k s .  We w i l l  a n a l y z e  s t e p  4 f o r  e a c h  n e t w o r k .  

T h i s  w i l l  g i v e  u s  t h e  i n f o r m a t i o n  we a r e  l o o k i n g  f o r .

T h e  r i n g  n e t w o r k . S i n c e  i n  o n e  p e r i o d  t h i s  n e t w o r k  

c a n  m o v e  t h e  d a t a  a d i s t a n c e  o f  1 u n i t ,  t h e  n u m b e r  o f  

p e r i o d s  r e q u i r e d  f o r  s t e p  4 on t h i s  n e t w o r k  i s

[ l o g ^ N ] - 1  

n i l  [ j o ' " - ' - : -  

T h i s  c a n  b e  w r i t t e n  i n  a f o r m  e a s i e r  t o  c a l c u l a t e .



6 3

[ I o n  2 ^ 1 - 1  n ( 2 ^ ' - l  ) N X 

n=Fl 2 "   ̂ + 2 "   ̂ '

T h u s ,  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  on  t h e  r i n g  n e t w o r k  i s  t w i c e  

t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n .  T h e  c o m p u ta t i o n  t i m e ,  w h i c h  i s  t h e  

s a m e  f o r  a l l  n e t w o r k s ,  i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  

e x p r e s s i  o n .

S t e p  1 — > 1

S t e p  2 — > 1

S t e p  3 — > 3* [ l o g 2 N + 1]

S t e p  5 ” > 1* C l o g 2 N] [ l o g 2 N + 1 ]  * 1 / 2

S t e p  7 ,  8 - - >  4* C l o g 2 N ] [ l o g 2 N + 1 ]  * 1 / 2

S t e p  9 ,  10 — >2 *  C l o g 2 N + 1]

T o t a l  c o m p u t a t i o n  t i m e  on  a l l  n e t w o r k s  i s ,

2 + [ l o g 2  N + 1 ]  [ 3  + 1 / 2 l 0 g 2  N + 2 * l o g 2  N + 2 ]

2 + [ l o g 2  N + 1 ]  [ 5  + 2 . 5  1 o g 2  N]

On t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  e a c h  t i m e  s t e p  4 i s  

e x e c u t e d ,  i r r e s p e c t i v e  o f  t h e  d i s t a n c e  t h e  d a t a  h a s  t o  

m o v e ,  we w i l l  n e e d  2 [ 1 o g 2 N] c o m m u n i c a t i o n  s t e p s .  S t e p  4 

i s  e x e c u t e d  [ 1 o g 2 N] * [ 1 o g 2 N + 1 ]  t i m e s .

T h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  o n  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  

n e t w o r k  i s  g i v e n  by t w i c e  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n .

2 [ l o g 2  N] * [ 1 0 g 2  N] * [ l o g 2  N + 1 ]

2 [ 1 o g 2  N] 2  * [ l o g 2  N + 1 ]

E x e c u t i n g  t h e  s a m e  a l g o r i t h m  on t h e  g r i d  n e t w o r k ,  we n e e d  

t o  l o o k  a t  t h e  d i s t a n c e  t h e  i t e m s  h a v e  t o  b e  m o v e d .  Some
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o f  t h e s e  m o v e s  c a n  b e  ma d e  by  m o v i n g  t h e  d a t a  a d i s t a n c e  o f  

e a c h  t i m e ,  w h i l e  t h e  o t h e r s  r  e q u i i' e a mo v e  o f  a d i s t a n c e  

o f  o n e .  T h e  d i s t a n c e  t h e  v a r i o u s  d a t a  i t e m s  h a v e  t o  move  

w a s  s e e n  e a r l i e r .  I n  t h a t  e x p r e s s i o n ,  a s  l o n g  a s  2 " / ^  i s  

l e s s  t h a n  /  N t h e  m o v e s  c a n  b e  m a d e  a l o n g  / n” d i s t a n c e s .  

F o r  a l l  v a l u e s  o f  g r e a t e r  t h a n  / n", t h e  m o v e s  h a v e  t o

b e  m a d e  b y  m o v i n g  t h e  d a t a  i t e m s  o n e  u n i t  a w a y ,  e a c h  t i m e .  

T h u s ,  t h e  t i m e  t o  e x e c u t e  t h e  c o m m u n i c a t i o n  s t e p  c a n  be  

w r i t t e n  a s ,

log-v'^T
Z ^ ( [ z i ( 2 J - I ) / F / 2 i ] + / n / 2 ^ )  +

1=1 j =0

logN-1 logN-1
Z [ Z ( 2 - i - J . )  N / 2 Î ]  +

i = l o g  /N+1 j  = i - l o g  Æ+1

logN-1  i - l o g  Æ
I  r-  C( Z ( 2 J - 1 ) N / 2 i )  + N / 2 I ] .

i = l + l o g  Æ  j= 0

I n  t h i s  e x p r e s s i o n ,  t h e  f i r s t  t wo  t e r m s  a c c o u n t  f o r  a l l  t h e  

m o v e s  t h a t  c a n  b e  ma d e  by  m o v i n g  t h e  d a t a  i t e m s  a d i s t a n c e  

o n  / ¥  o n  e a c h  m o v e .  T h e  r e m a i n i n g  m o v e s ,  w h i c h  h a v e  t o  

m a d e  b y  m o v i n g  t h e  d a t a  a d i s t a n c e  o f  1 e a c h  t i m e ,  a r e  

a c c o u n t e d  f o r  i n  t h e  t h i r d  t e r m .  T h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  

a c c o u n t s  f o r  t h e  t i m e  r e q u i r e d  t o  e x e c u t e  s t e p  M i n  t h e  

a l g o r i t h m .  S t e p  6 h a s  a  s i m i l a r  e x p r e s s i o n .  T h u s ,  t h e  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e  t o  e x e c u t e  t h e  e n t i r e  a l g o r i t h m  i s  t w i c e  

t h a t  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n .
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P e r f o r m i n g  a s i m i l a r  a n a l y s i s  o n  t h e  l a s t  n e t w o r k  

t h a t  I  am u s i n g ,  we f i n d  e a c h  c o m m u n i c a t i o n  s t e p  r e q u i r e s  

d a t a  t o  b e  m o v e d  a c r o s s  t h e  r o o t  o f  t h e  t r e e .  D a t a  w i l l  

move  f r o m  t h e  l e f t  h a l f  t o  t h e  r i g h t  h a l f  d u r i n g  s t e p  6 a n d  

f r o m  t h e  r i g h t  h a l f  t o  t h e  l e f t  h a l f  d u r i n g  s t e p  4 .  T h e r e  

i s  a v e r y  g o o d  p o s s i b i l i t y  o f  d a t a  p a t h  c o n f l i c t s  o c c u r r i n g  

h e r e .  A l s o ,  t h e  m o v e s  a r e  n o t  a c c o r d i n g  t o  a n y  f i x e d  

p a t t e r n  t h a t  c a n  b e  a n a l y z e d  o n  t h e  t r e e  n e t w o r k .  Some 

m o v e s  c a n  b e  ma d e  i n  i  + 1 s t e p s ,  w h i l e  o t h e r s  r e q u i r e  2 i  + 

1 s t e p s .  To  c o m p l e t e  t h i s  a n a l y s i s ,  I  w i l l  c h o o s e  t h e  

a v e r a g e  v a l u e  o f  s t e p s  r e q u i r e d  f o r  e a c h  m o v e .  T h e  a v e r a g e  

v a l u e  o f  s t e p s  t h a t  e a c h  m o v e  w i l l  t a k e  i s  ( 3 i ) / 2  + 1 

s t e p s .  N e x t ,  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  d a t a  p a t h  c o n f l i c t s ,  we 

n e e d  t o  m u l t i p l y  b y  N / 2  b e c a u s e  o n l y  N / 2  p r o c e s s o r s  a r e  

s e n d i n g  o u t  t h e  d a t a .  We t h e n  d i v i d e  i t  b y  t h e  b a n d w i d t h ,  

w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  N / 5 .  E a c h  c o m m u n i c a t i o n  s t e p  w i l l  

r e q u i r e  [ 5 / 2 1  * [ ( 3 i ) / 2 +  1 ]  s t e p s .

S i n c e  s t e p  4 i s  e x e c u t e d  ( 1 / 2 ) l o g 2  N * ( l o g 2 N + 1 )  

t i m e s ,  s t e p  4 a n d  s t e p  6 e a c h  w i l l  r e q u i r e ,

3 * [ ( 3 / 2 ) l o g 2  N + 1 ]  * ( 1 / 2 ) l o g 2  N * [ l o g 2 N + 1 ]  t i m e  t o  

e x e c u t e .
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N e t w o r k  C o m m u n i c a t i o n  t i m e

R i n g
[ l o g g N - l ]  i

I  [ ( I ( 2 J - 1 ) N / 2 l ) + N / 2 I ]  
i = 1 j  =0

S h u f f l e [ l o g p  N] 2  * [ l o g 2 N + 1 ]

T r e e ( 3 / 2 ) * ( [ ( 3 / 2 ) l o g 2  N + 1 3 )  * l o g 2 N * [ l o g p  N + 1 3

Gr i  d
l o g . / N  i

Z ( [ Z ( 2 J - 1 ) / N / 2 i ]  + / N / 2 Î )  + 
i  = l  j  =0

[ l o g ^ N - l ]  ^

Z ( [  Z _  ( 2 J - I ) / F / 2 i ]  + 
i  = [ l o g ^  /N+1] j  = i - l o g / N + l

i - l o g / N  
r Z ( 2 J - 1 1 N / 2 Î  + N / 2 i ] )

j = o
TABLE 7

T h e  c o m p u ta t i o n  t i m e  o n  a l l  n e t w o r k s  i s ,

5 * l o g 2  N * [1 + 1 / 2  + ( 1 / 2 ) ( l 0 g 2  N + 1 ) 3  + 2 

F r o m  t h e  t h r e e  a l g o r i t h m s  a n a l y z e d ,  a f e w  p a t t e r n s  

s e e m t o  e m e r g e .  A c a r e f u l  s t u d y  s h o w s  t h a t :

( 1 )  C o m m u n i c a t i o n  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  r e q u i r e s  t h e  

l e a s t  a m o u n t  o f  t i m e  i f  t h e  mo v e  r e q u i r e d  by  t h e  a l g o r i t h m  

e x a c t l y  m a t c h e s  t h e  m o v e  t h a t  c a n  b e  e x e c u t e d  b y  t h e  

n e t w o r k  i n  o n e  s t e p .  T h e  r e a s o n i n g  i s  o b v i o u s .  

U n f o r t u n a t e l y ,  d u r i n g  t h e  l i f e  o f  a  n e t w o r k ,  i t  w i l l  be  

a s k e d  t o  s i m u l a t e  m o v e s  n o t  n a t i v e  t o  i t .  Some d e g r a d a t i o n  

i s  t o  b e  e x p e c t e d  o n  a l m o s t  a l l  a l g o r i t h m s .

( 2 )  C o m m u n i c a t i o n  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  b e g i n s  t o  

d e g r a d e  w h e n  t h e  n e t w o r k  h a s  t o  s i m u l a t e  a  m o v e  t h a t  i s  

f o r e i g n  t o  i t .  T h e  a m o u n t  o f  d e g r a d a t i o n  v a r i e s  f r o m
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II of SHUFFLE EXCHANGE TREE Computat ion
p r o c e s s o r s

Comm. comm./  comp. EgPR,/ comm. comm./  comp. E g g s /
Time

2^ 80 0 .9 7 5 0.494 469 5 .7 20 0.851 82

2^ 256 1.658 0.624 2112 13.895 0 .9 3 3 152

2« 576 2 .3 80 0.704 7509 31.030 0 .9 6 9 242

2^° 1100 3.125 0 .7 5 8 23573 66 .969 0 .9 8 5 352

2^2 1872 3.884 0 .795 68352 141 .809 0 .9 9 3 482

2^^ 2940 4 .652 0 .8 2 3 187413 269.54 0 0 .9 9 7 632

2^^ 4352 5.426 0. 844 492885 614.570 0 .9 9 8 802

2^» 6156 6.206 0 .861 1255104 1265.276 0 .9 9 9 992

GRID RING

2^ 19 0 .232 0.188 68 0 .8 2 9 0 .4 5 3 82

2^ 76 0 .5 0 0 0 .333 516 3. 395 0 .7 7 2 152

2« 237 0 .9 7 9 0. 495 3076 12 .711 0 .9 2 7 242

2^° 654 1 .8 5 8 0. 650 16388 4 6 .557 0 .9 7 9 352

2^2 1679 3.483 0 .7 7 7 81924 169.967 0 .9 9 4 482

2^^ 4112 6 .506 0. 867 393220 66 2 .184 0 .9 9 8 632

2^^ 9745 12.151 0.924 1064964 1327.885 0 .9 9 9 802

2^« 22546 22.728 0 .9 5 8 2056756 2526.972 1 .0 0 0 992

TABLE 8

Communication t im e  f o r  t h e  S o r t i n g  A lg o r i t h m
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n e t w o r k  t o  n e t w o r k  a n d  i t  i s  a f u n c t i o n  o f  ( a )  t h e  n e t w o r k  

i t s e l f ,  ( b )  t h e  n u m b e r  o f  t i m e s  t h e  s i m u l a t i o n  h a s  t o  be  

p e r f o r m e d ,  a n d  ( c )  t h e  d i a m e t e r  a n d  t h e  b a n d w i d t h  o f  t h e  

mo v e  b e i n g  s i m u l a t e d .

F r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  a l g o r i t h m s ,  we c a n  s e e  t h a t  

t h  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  d e p e n d s  o n  t h e  d i a m e t e r  a n d  t h e  

b a n d w i d t h .  I f  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  mo v e  b e i n g  s i m u l a t e d  i s  

s m a l l ,  t h e n  t h e  m e s s a g e  c a n  r e a c h  i t s  d e s t i n a t i o n  i n  f e w e r  

s t e p s .  T h e  d i a m e t e r  o n  a n e t w o r k  c a n  b e  r e d u c e d  by 

i n c r e a s i n g  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  a n y  o n e  p r o c e s s o r  i s  

c o n n e c t e d  t o ,  o r  by s w i t c h i n g  t h e  i n t e r c o n n e c t i n g  s t r u c t u r e  

o n  t h e  p r o c e s s o r s  s o  t h a t  i t  m a t c h e s  t h e  mo v e  r e q u i r e d  by 

t h e  a l g o r i t h m .  I n c r e a s i n g  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  a n y  o n e  

p r o c e s s o r  i s  c o n n e c t e d  t o  h a s  s o me  l i m i t a t i o n s .  F i r s t ,  i t  

i s  v e r y  e x p e n s i v e  a n d  n e x t ,  t h e r e  a r e  p h y s i c a l  l i m i t a t i o n s .  

E a c h  p r o c e s s o r  h a s  a f i x e d  n u m b e r  o f  I / O  p o r t s  a v a i l a b l e .  

S w i t c h i n g  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e  s o  t h a t  t h e  n e t w o r k  

m a t c h e s  t h e  m o v e  o n  t h e  a l g o r i t h m  i s  b e i n g  e x a m i n e d  by  

r e s e a r c h e r s .  A m a c h i n e  c a p a b l e  o f  t h i s  w i l l  r e q u i r e  

s p e c i a l  h a r d w a r e .  E v e n  w i t h  s w i t c h i n g  h a r d w a r e ,  t h e  

n e t w o r k  w i l l  h a v e  i t s  l i m i t a t i o n s  a s  t o  how ma n y  d i f f e r e n t  

i n t e r c o n n e c t i o n s  a r e  p o s s i b l e .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  t i m e  u s e d  

t o  s w i t c h  h a r d w a r e  f r o m  o n e  t y p e  o f  n e t w o r k  t o  a n o t h e r  a n d  

t h e n  b a c k  w i l l  h a v e  t o  be  a c c o u n t e d  f o r  a n d  i n c l u d e d  i n  t h e  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  T h i s  t i m e  w i l l  h a v e  t o  i n c l u d e  t h e  

t i m e  r e q u i r e d  f o r  a n y  c h a n g e s  n e c e s s a r y  i n  t h e  p r o c e s s o r
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me mo r y  f o r  v a r i o u s  t a b l e s .  T h u s ,  t h e  e n g i n e e r  w i l l  h a v e  t o  

d e c i d e  i f  s w i t c h i n g  t h e  n e t w o r k  i s  t i m e  s a v i n g ,  o r  t i m e  

c o n s u m i n g .  A n o t h e r  f a c t o r  t h a t  w i l l  be  a f f e c t e d  i s  t h e  

b a n d w i d t h .  On a n y  m o v e ,  a l a r g e  b a n d w i d t h  i s  d e s i r e d  s i n c e  

t h i s  w o u l d  i n d i c a t e  t h a t  ma n y  d a t a  i t e m s  w i l l  r e a c h  t h e i r  

f i n a l  d e s t i n a t i o n s  w i t h o u t  c o n f l i c t s .  I n c r e a s i n g  t h e  

b a n d w i d t h  c a n  b e  d o n e  t h e  s a m e  w a y  t h a t  t h e  d i a m e t e r  i s  

r e d u c e d .  H o w e v e r ,  e x t r a  c a r e  s h o u l d  be  e x e r c i s e d  b e c a u s e  

i n c r e a s i n g  t h e  n u m b e r  o f  i n t e r c o n n e c t i o n s  c o u l d  a l s o  

d e c r e a s e  t h e  b a n d w i d t h  b y  i n t r o d u c i n g  e x t r a  d a t a  p a t h  

c o n f l i c t s .

T h e  e f f e c t  o f  t h e  d i a m e t e r  a n d  t h e  b a n d w i d t h  c a n  be  

s t u d i e d  s i m u l t a n e o u s l y  b y  t h e  u s e  o f  t h e  m e s s a g e  t r a f f i c  

p a r a m e t e r .  T h i s  p a r a m e t e r  wa s  e a r l i e r  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  

o f  t h e  b a n d w i d t h  t o  t h e  d i a m e t e r .  T h u s ,  e i t h e r  i n c r e a s i n g  

t h e  b a n d w i d t h  o r  d e c r e a s i n g  t h e  d i a m e t e r  w i l l  i n c r e a s e  t h e  

m e s s a g e  t r a f f i c  p a r a m e t e r .  A l a r g e  m e s s a g e  t r a f f i c  

p a r a m e t e r  i s  d e s i r e d .  T h e  l i m i t s  o n  t h e  m e s s a g e  t r a f f i c  

p a r a m e t e r  a r e  f r o m  N t o  1 / N .  The  m e s s a g e  t r a f f i c  p a r a m e t e r  

o f  N i n d i c a t e s  t h a t  a l l  t h e  N p r o c e s s o r s  c a n  t r a n s f e r  d a t a  

i n  o n e  s t e p  a n d  a n  e x a c t  m a t c h  b e t w e e n  t h e  n e t w o r k  a n d  t h e  

mo v e  r e q u i r e d  by  t h e  a l g o r i t h m  i s  a c h i e v e d .

( 3 )  A s  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  i n c r e a s e s ,  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  

f o r  e a c h  m e s s a g e  t r a f f i c  s t a g e  i s  a l s o  i n c r e a s e d .  T h e s e  

t w o  i n c r e a s e s  do  n o t  h a v e  a l i n e a r  r e l a t i o n s h i p .  T h i s  c a n
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b e  s e e n  by c o m p a r i n g  t h e  e x e c u t i o n  t i m e s  o f  t h e  a l g o r i t h m s  

a n a l y z e d .  F o r  v a l u e s  o f  N t h a t  a r c  s m a l l ,  we s e e  t h a t  t h e  

g r i d  n e t w o r k  t a k e s  l e s s  t i m e  t o  e x e c u t e  t h a n  t h e  s h u f f l e  

e x c h a n g e .  As  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  n e t w o r k  

i n c r e a s e  t h e  g r i d  n e t w o r k  r e q u i r e s  m o r e  t i m e  t o  f i n i s h  

e x e c u t i o n .  A t  s o m e  p o i n t  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  

b e c o m e s  b e t t e r  t h a n  t h e  g r i d  n e t w o r k .  A s i m i l a r  r e s u l t  c a n  

b e  s e e n  b e t w e e n  t h e  t r e e  n e t w o r k  a n d  t h r e e  r i n g  n e t w o r k .  

T h i s  e f f e c t  c a n  b e  s u m m a r i z e d  a s  f o l l o w s .

( 4 )  A n e t w o r k  w i t h  a s m a l l e r  a v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n  

p r o c e s s o r s  w i l l  b e  t h e  m o r e  e f f i c i e n t  n e t w o r k  o f  t h e  t wo  a s  

t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  n e t w o r k  b e c o m e s  v e r y  l a r g e .

F o r  t h e  f o u r  n e t w o r k s  a n a l y z e d  t h e  a v e r a g e  d i s t a n c e s  

b e t w e e n  p r o c e s s o r s  a r e ;

R i n g 0 ( N / 2 )

T r e e 0 ( N l / 2 )

Gr i  d 0 ( N l / 2 )

S . E . 0 ( l o g 2  N)

A v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  on v a r i o u s  n e t w o r k s

TABLE 9

L o o k i n g  a t  t h e  t h r e e  a l g o r i t h m s  a n a l y z e d ,  we s e e  t h a t  f o r  a 

l a r g e  v a l u e  o f  N,  t h e  r i n g  n e t w o r k  n e e d s  t h e  m o s t  t i m e  a n d  

t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  n e e d s  t h e  l e a s t  t i m e .  The  

g r i d  n e t w o r k  a n d  t h e  t r e e  n e t w o r k  f a l l  i n  b e t w e e n  t h e  r i n g  

a n d  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  a s  T a b l e  9 i n d i c a t e s .  The  

a v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  p r o c e s s o r s  i s  a p a r a m e t e r  t h a t
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13 a i m l l a r  t o  t h e  n e t w o r k  d i a m e t e r .  T h i s  p a r a m e t e r  c a n  be  

a l t e r e d  J u s t  a s  t h e  n e t w o r k  d i a m e t e r  I s  a l t e r e d .  I f  t h e  

n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  e a c h  p r o c e s s o r  i s  c o n n e c t e d  t o  i s  

i n c r e a s e d ,  t h e n  b o t h  t h e  n e t w o r k  d i a m e t e r  a n d  t h e  a v e r a g e  

d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  i s  r e d u c e d .

T h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  e a c h  p r o c e s s o r  i n  a g r i d  

n e t w o r k  i s  c o n n e c t e d  t o  i s  ^ ( 1 - 1 / / nT) a n d  e a c h  p r o c e s s o r  

i n  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  i s  c o n n e c t e d  t o  3 ~ 2 / N .  

Ev e n  t h o u g h  e a c h  p r o c e s s o r  i n  t h e  g r i d  n e t w o r k  i s  c o n n e c t e d  

t o  m o r e  p r o c e s s o r s  t h a n  e a c h  p r o c e s s o r  i n  t h e  s h u f f l e  

e x c h a n g e  n e t w o r k ,  t h e  a v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  

on  a s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  i s  l e s s  t h a n  t h a t  on t h e  g r i d  

n e t w o r k .  T h i s  s h o w s  t h a t  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  g e o m e t r y  i s  a 

f a c t o r  i n  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  I n d i s c r i m i n a t e l y  a d d i n g  

i n t e r c o n n e c t i o n s  t o  r e d u c e  t h e  d i a m e t e r  i n  h o p e  o f  r e d u c i n g  

c o m m u n i c a t i o n  t i m e  i s  n o t  t h e  a n s w e r .

I f  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i s  n o t  a r b i t r a r i l y  l a r g e ,  

t h e n  a d i f f e r e n t  e f f e c t  i s  n o t i c e d  f r o m  t h e  g r a p h s  s h o w n .  

I n  t h e  r e g i o n  f r o m  a b o u t  2® -  2  ̂ ^ p r o c e s s o r s  i n  t h e

n e t w o r k ,  t h e  g r i d  n e t w o r k  i s  t h e  m o r e  e f f i c i e n t .  T h e n  

c o m e s  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  f o l l o w e d  by t h e  t r e e ,  a n d  t h e  

r i n g  i s  l a s t ,  b e i n g  t h e  s l o w e s t .  I n  t h i s  r e g i o n  t h e  

g e o m e t r y  o f  t h e  n e t w o r k  i s  n o t  t h e  d o m i n a t i n g  f a c t o r .  I n  

t h i s  r e g i o n ,  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  e a c h  p r o c e s s o r  i s  

c o n n e c t e d  t o  d o m i n a t e s  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e .  As  a 

r e s u l t ,  t h e  g r i d  n e t w o r k  i s  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  o f  t h e  f o u r .



CHAPTER 6

CONCLUSIONS

T h e  r a p i d  r e d u c t i o n  i n  t h e  c o s t  o f  m i c r o p r o c e s s o r s  

a n d  t h e  a d v a n c e s  i n  V L S I  t e c h n o l o g y  h a v e  ma d e  i t  f e a s i b l e  

f o r  u s  t o  h a v e  a c o m p u t e r  w i t h  2^® t o  2  ̂ ^ p r o c e s s i n g  

e l e m e n t s .  I n  o r d e r  t o  d e s i g n  s u c h  a s y s t e m ,  o n e  c a p a b l e  o f  

o p e r a t i n g  a s  a  S I M D  m a c h i n e ,  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  

i n t e r c o n n e c t i o n  n e t w o r k  i s  n e c e s s a r y .

T h e  a n a l y s i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  p a p e r  i s  i n t e n t i o n a l l y  

s y s t e m  i n d e p e n d e n t  a n d  h e n c e ,  ma y  be  g e n e r a l i z e d  a n d  u s e d  

t o  c o m p a r e  o t h e r  p o s s i b l e  n e t w o r k s .  T h e  d i r e c t i o n  t a k e n  i n  

t h i s  a r t i c l e  i s  f r o m  t h e  n e t w o r k  p o i n t  o f  v i e w .  Many o t h e r  

a u t h o r s  h a v e  d o n e  a n a l y s i s  a s  f a r  a s  c o m m u n i c a t i o n  t i m e  i s  

c o n c e r n e d .  T h e i r  m a j o r  t h r u s t  h a s  b e e n  a n a l y z i n g  d i f f e r e n t  

a l g o r i t h m s  a n d  m o f i f y i n g  o n e  o f  t h e m  s o  t h a t  i t  e x e c u t e s  

m o s t  e f f i c i e n t l y  on  a g i v e n  n e t w o r k .  T h a t  i s  t h e  t h r u s t  s o  

f a r  h a s  b e e n  f r o m  t h e  a l g o r i t h m  p o i n t  o f  v i e w .  Wh a t  t h i s  

a n a l y s i s  s h o w s  i s :

( 1 )  C o m m u n i c a t i o n  o f  d a t a  o n  a s i n g l e  i n s t r u c t i o n ,  

m u l t i p l e  d a t a  m a c h i n e  i s  a  v e r y  i m p o r t a n t  f a c t o r  w h i c h  m u s t
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b e  c o n s i d e r e d  w h e n  t h e  m a c h i n e  i s  b e i n g  d e s i g n e d  a n d  when 

a l g o r i t h i m s  a r e  b e i n g  e x e c u t e d  on i t .

( 2 )  T h e  n e t w o r k  s e l e c t e d  f o r  t h e  m a c h i n e  

i n t e r c o n n e c t i o n  s t r u c t u r e  w i l l  be  a s k e d  t o  s i m u l a t e  o t h e r  

n e t w o r k s  i n  i t s  l i f e t i m e .  How w e l l  t h i s  n e t w o r k  s i m u l a t e s  

o t h e r  n e t w o r k s  w i l l  d e t e r m i n e  how e f f i c i e n t  t h i s  m a c h i n e  i s  

u n d e r  d i f f e r e n t  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s .

( 3 )  I  h a v e  s h o w n  t h e  f a c t o r s  t h a t  a f f e c t  t h e  

s i m u l a t i o n s  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  t h a t  m e a s u r e  t h e  m a t c h  

b e t w e e n  t h e  a l g o r i t h m  a n d  t h e  n e t w o r k  o n  w h i c h  t h e  

a l g o r i t h m  h a s  t o  e x e c u t e .

( 4 )  No s i n g l e  n e t w o r k  c a n  b e  s h o w n  t o  b e  t h e  b e s t  

n e t w o r k  f o r  a  SIMD m a c h i n e  b u t  s o m e  n e t w o r k s  a r e  b e t t e r  

t h a n  o t h e r s .  ( a )  A s u p e r s e t  n e t w o r k  i s  a t  l e a s t  a s  

e f f i c i e n t  a s  t h e  s u b s e t  n e t w o r k ,  m o s t  o f  t h e  t i m e s  m o r e  

e f f i c i e n t .  ( b )  A n e t w o r k  w i t h  s m a l l e r  a v e r a g e  d i s t a n c e  

b e t w e e n  p r o c e s s o r s  i s  b e t t e r  t h a n  a n e t w o r k  w i t h  a l a r g e r  

a v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s  wh e n  t h e  n u m b e r  o f  d a t a  

i t e m s  t o  b e  m o v e d  d u r i n g  a c o m m u n i c a t i o n  s t e p  i s  l a r g e ,  

( c )  A n e t w o r k  w h i c h  h a s  e a c h  o f  i t s  p r o c e s s o r s  c o n n e c t e d  t o  

m o r e  p r o c e s s o r s  t h a n  a n o t h e r  w i l l  b e  t h e  m o r e  e f f i c i e n t  

n e t w o r k  w h e n  t h e  n u m b e r  o f  d a t a  i t e m s  i n v o l v e d  i n  a 

c o m m u n i c a t i o n  s t e p  i s  s m a l l .  The  a n a l y s i s  s h o w s  t h a t  e v e n  

u n d e r  t h e  l i m i t e d  c o n s t r a i n t  o f  t h e  l e a s t  e x e c u t i o n  t i m e ,  

t h e  v a r i o u s  n e t w o r k s  l e a d  o r  f a l l  b a c k  a s  t h e  n u m b e r  o f  

p r o c e s s o r s  i n  t h e  n e t w o r k  v a r i e s .
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( 5 )  I  h a v e  s h o w n  t h a t  i n  t h e  SIMD m a c h i n e ,  t h e  t i m e  

t o  e x e c u t e  t h e  a l g o r i t h m  d e p e n d s  o n :  ( a )  t h e  a v e r a g e  

d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o c e s s o r s ,  when  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  

i n  t h e  n e t w o r k  i s  l a r g e ,  a n d  ( b )  t h e  a v e r a g e  n u m b e r  o f  

p r o c e s s o r s  a g i v e n  p r o c e s s o r  i s  c o n n e c t e d  t o  w h e n  t h e  

n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  a n e t w o r k  i s  n o t  s o  l a r g e .

T h e  b r e a k  e v e n  p o i n t  b e t w e e n  t w o  n e t w o r k s  i n  n o t  

c l e a r l y  d e f i n e d .  I t  d e p e n d s  o n  t h e  n e t w o r k s  b e i n g  

c o n s i d e r e d  a n d  t h e  a l g o r i t h m  b e i n g  e x e c u t e d .  As  a r e s u l t  

o f  t h i s ,  s u p e r s e t  n e t w o r k s  a r e  b e i n g  c o n s i d e r e d  by  many  

d e s i g n e r s .

( 6 )  A n e t w o r k  t h a t  i s  t h e  s u p e r s e t  o f  a n o t h e r  n e t w o r k  

w i l l  r e q u i r e  l e s s  e x e c u t i o n  t i m e ,  i r r e s p e c t i v e  o f  how many  

p r o c e s s o r s  a r e  i n  t h e  n e t w o r k .  T h i s  c a n  b e  s e e n  b y  

c o m p a r i n g  t h e  r i n g  a n d  t h e  g r i d  n e t w o r k s .  Th e  r i n g  n e t w o r k  

i s  t h e  s u b s e t  o f  t h e  g r i d  n e t w o r k .  E a c h  p r o c e s s o r  i n  t h e  

s u p e r s e t  n e t w o r k  w i l l  a l w a y s  b e  c o n n e c t e d  t o  m o r e  

p r o c e s s o r s  a n d  h e n c e ,  w i l l  b e  m o r e  e f f i c i e n t  w h e n  t h e  

n u m b e r  o f  p r o c e s s o r  i s  n o t  l a r g e .  T h e  s u p e r s e t  n e t w o r k  

w i l l  a l s o  h a v e  a s m a l l e r  a v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n  

p r o c e s s o r s  a n d  t h e r e f o r e  w i l l  b e  m o r e  e f f i c i e n t  wh e n  t h e  

n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  a n e t w o r k  i s  l a r g e .

Th e  f o r m i n g  o f  a  s u p e r s e t  o f  a n e t w o r k  c a n  b e  c a r r i e d  

o u t  b y  i n c r e a s i n g  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  t h a t  a r e  

c o n n e c t e d  t o  a n y o n e  p r o c e s s o r .  T h i s  h a s  t h e  e f f e c t  o f  

r e d u c i n g  t h e  d i a m e t e r  a n d  t h e  a v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n
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p r o c e s s o r s .  T h i s  c o u l d  p o s s i b l y  I n c r e a s e  t h e  b a n d w i d t h .  

A l l  t h e s e  f a c t o r s  p o i n t  t o w a r d s  r e d u c i n g  t h e  e x e c u t i o n  t i m e  

o f  an  a l g o r i t h m  on  a s u p e r s e t  n e t w o r k .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  

f o r m i n g  o f  a s u p e r s e t  n e t w o r k  i n c r e a s e s  t h e  c o s t  o f  t h e  

n e t w o r k .

Wh e n  e x a m i n i n g  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k ,  we f i n d  

t h a t  t h i s  n e t w o r k  c a n  s i m u l a t e  a n y  m o v e ,  o f  a n y  a l g o r i t h m ,  

i n  a f i x e d  n u m b e r  o f  s t e p s .  T h i s  g i v e s  u s  t h e  u p p e r  b o u n d  

o n  t h e  e x e c u t i o n  t i m e  o f  a n  a l g o r i t h m .  A g i v e n  n e t w o r k  

s h o u l d  r e q u i r e  l e s s  t i m e ,  o t h e r w i s e  t h e  s h u f f l e  n e t w o r k  

s h o u l d  b e  u s e d .  T h e  s h u f f l e  n e t w o r k  f o r  s m a l l e r  v a l u e s  o f  

N i s  n o t  a s  e f f i c i e n t  a s  t h e  g r i d  n e t w o r k .  T h e  b r e a k  e v e n  

p o i n t  b e t w e e n  t h e s e  t w o  n e t w o r k s  i s  n o t  a f i x e d  v a l u e  o f  N.

I f  a s y s t e m s  a r c h i t e c t  i s  c o n c e r n e d  w i t h  m i n i m i z i n g  

h a r d w a r e  c o s t ,  b u t  i s  w i l l i n g  t o  u s e  Z l o g g  N m o v e s  f o r  a n y  

s i m u l a t i o n ,  t h e n  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  w o u l d  b e  a 

g o o d  c h o i c e .  I f  e x e c u t i o n  s p e e d  i s  t h e  a r c h i t e c t ' s  c h i e f  

c o n c e r n ,  t h e n  s o m e  s u p e r s e t  o f  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  

w o u l d  b e  a g o o d  c h o i c e .

A s u p e r s e t  o f  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  c a n  b e  

f o r m e d  b y  c o n n e c t i n g  e a c h  p r o c e s s o r  x t o  x * 2 ^  mod N,  w h e r e  

i  c a n  t a k e  o n  d i f f e r e n t  v a l u e s .  F o r  i  = 1 we o b t a i n  t h e  

s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k .  A h y b r i d  s u p e r s e t  n e t w o r k  c a n  be  

f o r m e d  b y  c o n n e c t i n g  t h e  p r o c e s s o r s  b o t h  a s  a g r i d ,  a n d  a s  

a s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k .
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J u d g i n g  f r o m  t h e  a l g o r i t h m s  a n a l y z e d  a n d  t h e  

c o n c l u s i o n s  d r a w n ,  s u c h  a h y b r i d  n e t w o r k  w o u l d  b e  a n  

e x c e l l e n t  c h o i c e .  As l o n g  a s  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  a 

n e t w o r k  i s  s m a l l ,  t h e n  t h e  g r i d  c o n n e c t i o n  w o u l d  p r o v i d e  

e x c e l l e n t  s p e e d  a n d  t h e  s h u f f l e  e x c h a n g e  n e t w o r k  w o u l d  

p r o v i d e  t h e  u p p e r  l i m i t  a s  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i n  t h e  

n e t w o r k  i n c r e a s e .  T h i s  t y p e  o f  h y b r i d  n e t w o r k  w o u l d  be  a 

v e r y  f l e x i b l e  n e t w o r k  a n d  h a v e  a g o o d  c o m p u t a t i o n a l  s p e e d .  

T h e  c o s t  o f  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n s  w o u l d  s t i l l  b e  a 

r e l a t i v e l y  s m a l l  p o r t i o n  o f  t h e  t o t a l  c o s t  o f  t h e  s y s t e m .

T h e  r e s u l t s  o f  t h i s  s t u d y  p r o v i d e  a  m e a n s  by  w h i c h  

a l g o r i t h m s  a n d  n e t w o r k s  f o r  SIMD m a c h i n e s  c a n  b e  c o m p a r e d .  

T h e  c o m p a r i s o n s  ma d e  w i l l  a i d  b o t h  t h e  s y s t e m  d e s i g n e r  a n d  

t h e  a l g o r i t h m  a u t h o r .  T h e  s y s t e m  e n g i n e e r  w i l l  b e  a b l e  t o  

c o m p a r e  b e t w e e n  v a r i o u s  n e t w o r k s  a n d  e v a l u a t e  t h e i r  

s i m u l a t i o n  a b i l i t i e s .  T h e  a l g o r i t h m  a u t h o r  w i l l  d e s i g n  h i s  

a l g o r i t h m s  s o  t h a t  d a t a  t r a n s f e r  c a n  b e  e a s i l y  

a c c o m p l i  s h e d .

C u r r e n t l y  m o r e  a n d  m o r e  s u p e r  c o m p u t e r s  b a s e d  o n  SIMD 

m a c h i n e s  a r e  b e i n g  p r o p o s e d .  T h e  s t u d y ,  s i m u l a t i o n  a n d  

c o n s t r u c t i o n  o f  d i f f e r e n t  d e s i g n s  w i l l  r e q u i r e  c o m p a r i s o n s  

b e t w e e n  t h e m .  T h i s  s t u d y  p r o v i d e s  o n e  m e a n s  t o  a c h i e v e  

t h i s .



OTHER RESEARCH D I R E C T I O N S

T h i s  a r t i c l e  h a s  s h o w n  t h a t  d i f f e r e n t  n e t w o r k s  a r e  

m o r e  e f f i c i e n t  u n d e r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s .  A l s o  a  s u p e r  

s e t  n e t w o r k  i s  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  a s u b s e t  n e t w o r k .  

F u t u r e  r e s e a r c h  c a n  b e  d o n e  t o  d e t e r m i n e  how t o  c o n s t r u c t  

t h e  s u p e r  s e t  n e t w o r k s .  Some p o s s i b l e  i d e a s  w o u l d  b e :

( 1 )  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  a f u l l y  c o n n e c t e d  n e t w o r k  i s  

t h e  m o s t  e f f i c i e n t  o f  a l l  n e t w o r k s .  T h e  c o s t  o f  f u l l y  

c o n n e c t i n g  a n e t w o r k  o f  2 ^ ^  t o  2 ^ ^  p r o c e s s e s  i s  p r o b a t i v e l y  

l a r g e .  E v e r y o n e  t o d a y  i s  r e s i g n e d  t o  a s u b s e t  o f  a f u l l y  

c o n n e c t e d  n e t w o r k .  A s u b s e t  o f  a f u l l y  c o n n e c t e d  n e t w o r k  

c o u l d  b e  n o d e s  o f  s a y  4 p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h  e a c h  n o d e  

c o n n e c t e d  t o  a n o t h e r  a n d  t h e  f o u r  p r o c e s s o r s  i n  t h e  n o d e  

b e i n g  f u l l y  c o n n e c t e d .  How s h o u l d  t h e  i n t e r c o n n e c t i o n s  

b e t w e e n  t h e  n o d e s  b e  m a d e ?  W i t h  t o d a y s  t e c h n o l o g y  i t  i s  

p o s s i b l e  t o  p l a c e  t h e s e  f o u r  f u l l y  c o n n e c t e d  p r o c e s s o r s  on 

a  s i n g l e  c h i p .  How t o  c o n n e c t  t h e s e  c h i p s ?  W h i c h  p i n s  

m u s t  b e  b r o u g h t  o u t  o f  t h e s e  c h i p s ?

( 2 )  I n  t h e  p a p e r  we  h a v e  s e e n  t h a t  a s u p e r  s e t  

n e t w o r k  i s  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  a  s u b s e t  n e t w o r k .  How 

s h o u l d  t h i s  s u p e r  s e t  n e t w o r k  b e  c o n s t r u c t e d ?  F o r  e x a m p l e ,

7 8
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t h e  S . E .  n e t w o r k  c a n  be  d e f i n e d  a s  x - >  i f  i n s t e a d  o f

t h i s  c o n n e c t i o n  a n e t  w i t h  x - >  x * 2 J  w i t h  j  h a v i n g  t wo  o r  

t h r e e  o r  p o s s i b l y  m o r e  v a l u e s  we w i l l  h a v e  a s u p e r  s e t  

n e t w o r k .  Of  a l l  t h e  p o s s i b l e  c h o i c e s  o f  j  s o me  w i l l  h a v e  a 

d e f i n i t e  a d v a n t a g e  o v e r  o t h e r s .  Wh i c h  v a l u e s  o f  j  p r o v i d e  

t h e  m o s t  s p e e d  up o f  c o m m u n i c a t i o n  t i m e ?

( 3 )  A n o t h e r  r e s e a r c h  d i r e c t i o n  w o u l d  b e  i n  t h e  

d i r e c t i o n  o f  r e - c o n f i g u r a b l e  n e t w o r k s .  W h i c h  n e t w o r k s  

s h o u l d  b e  u s e d ?  How d o e s  t h e  t i m e  t o  r e - c o n f i g u r e  a 

n e t w o r k  e f f e c t  t h e  c o m m u n i c a t i o n  t i m e ?  S i n c e  e a c h  

p r o c e s s o r  h a s  a l i m i t e d  n u m b e r  o f  p o r t s ,  a r e  t h e s e  p o r t s  

e f f e c t i v e l y  u t i l i z e d ?
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To  m o v e  t h e  d a t a  o n  a t r e e  n e t w o r k  f r o m  p r o c e s s o r  x 

t o  p r o c e s s o r  ( x  + A)  Mod N , we w i l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  

s c h e m e .  As we h a v e  s e e n  e a r l i e r ,  e a c h  t i m e  a mo v e  i s  m a d e ,  

we w i l l  move  N/ K d a t a  i t e m s  a t  a t i m e .  When t h e s e  N/ K d a t a  

t i m e s  h a v e  r e a c h e d  t h e i r  d e s t i n a t i o n ,  a n o t h e r  b a t c h  o f  N/ K 

i t e m s  w i l l  b e  s t a r t e d .  Th e  N/ K d a t a  i t e m s  t h a t  h a v e  t o  be  

m o v e d  w i l l  n o t  b e  s e l e c t e d  a t  r a n d o m .  To s e l e c t  N/ K d a t a  

i t e m s ,  we s e l e c t  a n y  o n e  o f  t h e  K s o n s  w h i c h  h a v e  a common 

f a t h e r .  C a l l  t h i s  s o n  x .  N e x t ,  we go o v e r  t o  a n  a d j a c e n t  

f a t h e r  a n d  s e l e c t  a s o n  t h a t  i s  n u m b e r e d  (K + x + 1)  mod K.  

T h i s  s o n  w i l l  b e  f r o m  a f a t h e r  w i t h  a h i g h e r  n u m b e r .  I f  we 

g o  t o  a f a t h e r  t h a t  h a s  a l o w e r  n u m b e r ,  t h e n ,  t h e  s o n  

s e l e c t e d  w i l l  b e  n u m b e r e d  ( X - K - 1 )  mod K.  T h i s  way  w hen  a 

s o n  i s  s e l e c t e d  f r o m  e a c h  f a t h e r ,  we w i l l  h a v e  s e l e c t e d  N/ K 

s o n s .  T h e s e  N / K  s o n s  w i l l  b e  a l l o w e d  t o  t r a n s f e r  d a t a .  

F o r  t h e  n e x t  N / K  d a t a  i t e m  m o v e s ,  t h e  f i r s t  s o n  we s e l e c t  

w i l l  b e  n u m b e r e d  ( x  + 1)  mod K a n d  t h e  r e s t  o f  t h e  s o n s  a s  

d e s c r i b e d  a b o v e .  F o r  s u c h  a s e l e c t i o n  s c h e m e ,  t h e  d a t a  

m o v e m e n t s  a n d  t h e  c o n f l i c t s  t h a t  o c c u r  f o l l o w  a p a t t e r n  a n d  

c a n  be  s t u d i e d .

80
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T o  s e e  h o w a n d  w h e r e  c o n f l i c t s  o c c u r ,  I  w i l l  e x a m i n e  

t w o  t r e e s .  O n e  o f  l e v e l  3 a n d  o n e  o f  l e v e l  w i l l  b e  

e x a m i n e d .  A l l  t h e  t r e e s  w i l l  h a v e  t w o  s o n s  p e r  f a t h e r ,  

s i n c e  i n  e a c h  o f  t h e  a l g o r i t h m s ,  I  h a v e  u s e d  t r e e  n e t w o r k s  

t h a t  h a v e  t w o  s o n s  p e r  f a t h e r .

When a = 1 , s i m u l a t e  t h e  r i n g  n e t w o r k .

L e v e l  3 t r e e

F r o m  t h i s  t r e e ,  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  s e l e c t i o n  s c h e m e  

d e s c r i b e d ,  w e  c a n  c h o o s e  e i t h e r  0 , 3 , 4 , 7 , 8 , 1 1 , 1 2 ,  o r  

1 , 2 , 5 , 6 , 9 , 1 0 , 1 3 , 1 4 ,  a s  a g r o u p  o f  s o n s  t o  t r a n s f e r  d a t a .  

T h u s  t h e  d a t a p a t h s  w i l l  b e ;

0 - 8 - 1  1 - 8 - 1 2 - 9 - 2

3 - 9 - 1 2 - 1 4 - 1 3 - 1 0 - 4  2 - 9 - 3

4 - 1 0 - 5  5 - 1 0 - 1 3 - 1 1 - 6

7 - 1 1 - 1 3 - 1 4 - 1 2 - 8  6 - 1 1 - 7

8 - 1 2 - 9  9 - 1 2 - 1 4 - 1 3 - 1 0

1 1 - 1 3 - 1 4 - 1 2  1 0 - 1 3 - 1 1

1 2 - 1 4 - 1 3  1 3 - 1 4



8 2

I n  t h e  f i r s t  g r o u p ,  i f  we b l o c k  d a t a  I t e m  n u m b e r  7 ,  a n d  i n  

t h e  s e c o n d  g r o u p ,  i f  we  b l o c k  d a t a  i t e m  n u m b e r  9 o r  1 ,

t h e n  a l l  t h e  o t h e r  d a t a  i t e m s  c a n  r e a c h  t h e i r  d e s t i n a t i o n s  

w i t h o u t  c o n f l i c t s .  We h a v e  o n e  c o n f l i c t  f o r  e a c h  g r o u p  o f  

N / 2  d a t a  i t e m s  f o r  a l e v e l  3 t r e e .

I n  a l e v e l  ^ t r e e ;

F r o m  t h i s  t r e e  t h e  f o l l o w i n g  g r o u p s  o f  p r o c e s s o r s  s e l e c t e d  

a n d  t h e  p a t h s  f o r  d a t a  a r e  s h o w n  b e l o w .

1 -  1 6  -  2  4 —17  -  2 

0 - 1 6 - 1  2 - 1 7 - 3

3 -  1 7 -  2 4  - 2 8  - 2 5  - 1 8  - 4  5 -  1 8  -  2 5  -  19 -  6

4 - 1 8 - 5  6 - 1 9 - 7

7 - 1 9  - 2 5  - 2 8  - 3 0  - 2 9  - 2 6  -2 0  - 8  9 -  2 0  -  2 6  -  21 -  10

8 - 2 0 - 9  1 0 - 2 1 - 1 1

11 -  21 -  2 6  -  2 9  - 2 7  - 2 2  - 1 2  1 3  -  2 2  -  2 7  -  2 3  -  14

1 2 -  2 2  - 1 3  1 4  -  2 3  -  15
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15 - 2 3  ■- 2 7 29 - 3 0  - 2 8  - 2 4  - 1 6 17 - 24 - 28 - 2 5  -  18

1 6 -  2lJ - 17 18 - 25  - 19

19 -  25 - 28 - 30 -  29 -  26  -  20 21 - 26  - 29 - 2 7 - 2 2

20  -  26 - 21 2 2  - 27 - 23

2 3  -  27 - 29 - 30 -  28  -  24 2 5  - 28  - 30 -  29 -  26

24 -  28 - 25 2 6  - 29  - 27

27 -  29 - 30 - 28 2 9  - 30

2 8  -  30 - 29 3 0  - 28  - 24 -  16 -  0

N o t i c e c a r e f u l l y  t h a t  t h e  c o n f l i c t i n g p r o c e s s o r  o n  t h e

l e v e l  3 t r e e wa s  t h e  l e a f  o n  t h e l e f t  m o s t  e n d o f t h e  t r e e .

I n  a l e v e l  t r e e ,  we c a n  f i n d  2 + 1 l e v e l  3 t r e e s  a s  s h o w n  

i n  t h e  f i g u r e  b e l o w .

I n  a  l e v e l  4̂ t r e e  we  h a v e  t h r e e  p r o c e s s o r s  w h i c h  h a v e  

c o n f l i c t s  i f  t h e y  s e n d  t h e i r  d a t a  i t e m s  o u t .  F ro m  t h i s ,  

t h e  f o l l o w i n g  h y p o t h e s i s  c a n  b e  m a d e .

F o r  a  t r e e  o f  l e v e l  i  t h e r e  w i l l  b e  ( 2 ^ “ 3 + i )  

c o n f l i c t s  i f  t h e  d a t a  i s  t o  b e  t r a n s f e r r e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  

l a w  X - - >  X + 1 .  T h i s  h y p o t h e s i s  c a n  b e  p r o v e d  v e r y  e a s i l y  

b y  u s i n g  i n d u c t i o n .  T h u s  i n  o n e  m e s s a g e  t r a n s f e r  s t a g e ,  we
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c a n  m o v e  a b o u t  7 N / 1 6  d a t a  i t e m s .  I f  t h e  d a t a  h a s  t o  be 

m o v e d  f r o m  x - - >  x + »/n , s i m u l a t e  a g r i d  n e t w o r k .  To do 

t h i s ,  we  w i l l  o n c e  a g a i n  d i v i d e  t h e  p r o c e s s o r s  i n t o  K 

g r o u p s  on  N / K  p r o c e s s o r s  e a c h .  O n l y  o n e  o f  t h e s e  g r o u p s  

w i l l  b e  a l l o w e d  t o  t r a n s f e r  d a t a  a t  a t i m e .  I c  i s  v e r y  

e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  b o t t l e n e c k  o c c u r s  a t  p r o c e s s o r s  a t  

l e v e l  i  a n d  i - 1 .  P e r f o r m a n c e  o f  t h e  m o v e s ,  a s  I  d i d  f o r  

t h e  r i n g  n e t w o r k  a b o v e ,  w i l l  s h o w  t h a t  a t  m o s t  / N d a t a  

i t e m s  a r r i v e  a t  t h e s e  n o d e s  s i m u l t a n e o u s l y .  B e c a u s e  o n l y  

o n e  o f  t h e m  c a n  go  t h r o u g h  a t  a t i m e ,  we w i l l  n e e d  / N 

c o m p l e t e  t r a n s f e r  s t a g e s  t o  s i m u l a t e  t h i s  move  o r  i n  o n e  

m o v e  ( N / K ) /  / n o r  / n / K  d a t a  i t e m s  c a n  b e  t r a n s f e r r e d  t o  

t h e i r  d e s t i n a t i o n  w i t h o u t  c o n f l i c t s .

D u r i n g  a s h u f f l e  e x c h a n g e  mo v e ,  t h e  t r e e  n e t w o r k  h a s  

t o  m o v e  d a t a  f r o m  p r o c e s s o r  x t o  p r o c e s s o r  2x mod N.  To 

p e r f o r m  t h i s  m o v e  o n  t h e  t r e e ,  we w i l l  o n c e  a g a i n  d i v i d e  

t h e  p r o c e s s o r s  i n t o  g r o u p s  o f  N/ K e a c h  w i t h  o n l y  o n e  g r o u p  

t r a n s f e r r i n g  d a t a  a t  a t i m e .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  a l l  t h e  

p r o c e s s o r s  w h o s e  n u m b e r  i s  g r e a t e r  t h a n  N / 2  w i l l  be  

t r a n s f e r r i n g  d a t a  t o  o n e  o f  t h e i r  s o n s .  (We a r e  a s s u m i n g  

t w o  s o n s  p e r  f a t h e r ) .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  a r e  n o  c o n f l i c t s  

f o r  t h e m .  Amo n g  t h e  p r o c e s s o r s  n u m b e r e d  0 t o  ( N / 2  -  1) 

t h e r e  a r e  c o n f l i c t s  p r e s e n t .  S i m u l a t i n g  t h e  m o v e s ,  a s  we 

d i d ,  f o r  t h e  x - - >  x + 1 m o v e ,  we f i n d  t h a t  t h e r e  a r e  t w o  

c o n f l i c t s  f o r  a t r e e  o f  l e v e l  3 -  W i t h  a n  i n c r e a s e  i n  e v e r y  

l e v e l  o f  t h e  t r e e ,  t h e  n u m b e r  o f  c o n f l i c t s  d o u b l e .  T h u s ,
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f o r  a t r e e  o f  l e v e l  t), we w i l l  h a v e  M o r  c o n f l i c t s  f o r

e v e r y  N / K  d a t a  i t e m s .  S i n c e  we a r e  u s i n g  K -  2 ,  t h i s  l e a d s  

t o  N / 2  m i n u s  2 ^ ~ ^ .  B e c a u s e  N •=2^*'^ , t h e n  N / 2 - N / 8  » 3 N / 8 .
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