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ABSTRACT

A l t h o u g h  t e c h n i q u e s  f o r  d e s i g n i n g  a  f r a c t u r e  t r e a t ­

m en t  a r e  a v a i l a b l e ,  t h e  i n t e n d e d  r e s u l t s  o f  t h e s e  t e c h n i q u e s  

a r e  o f t e n  n o t  a t t a i n e d .  The  e v a l u a t i o n  o f  f r a c t u r i n g  t r e a t ­

m e n t s  on  low p e r m e a b i l i t y  g a s  w e l l s  i s  r e q u i r e d  t o  b o t h  o p t i ­

m i z e  t h e  f r a c t u r i n g  d e s i g n  and fo rm  p r e d i c t i o n  c a l c u l a t i o n s  

o f  a  t r e a t m e n t s  e f f e c t .

T h i s  s t u d y  p r i m a r i l y  i n v e s t i g a t e s  t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  

h e i g h t  o n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s .

The  e f f e c t s  o f  l a y e r e d  m e d i a ,  t u r b u l a n c e ,  and  c l o s u r e  p r e s ­

s u r e  a r e  i n c l u d e d  i n  t h i s  w o rk .

C o n s i d e r  t h a t  a  w e l l ,  i n t e r c e p t e d  by a  v e r t i c a l  f r a c ­

t u r e ,  i s  i n  t h e  c e n t e r  o f  a s q u a r e d  d r a i n a g e  s y s t e m  w i t h  

c l o s e d  o u t e r  b o u n d a r y .  Any i n c r e a s e  i n  w e l l  p r o d u c t i v i t y  

w i l l  be  d e t e r m i n e d  by f r a c t u r e  p a r a m e t e r s ,  w h i c h  a r e ;  f r a c ­

t u r e  l e n g t h ,  h e i g h t ,  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y ,  a n d  l o c a t i o n  

o f  t h e  f r a c t u r e  i n  t h e  f o r m a t i o n .

On t h e  b a s i s  o f  t h e  a n a l y s i s  o f  f l u i d  f l o w  i n  p o r o u s  

m e d i a ,  t h e  p r o b l e m  s o l v i n g  t e c h n i q u e  u s e d  i n  t h i s  s t u d y  i s  

t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d .  A t h r e e - d i m e n s i o n a l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  

f u l l y  i m p l i c i t  m o d e l  was  w r i t t e n  f o r  t h i s .  I n  a d d i t i o n ,  

t h e  S p a r s e  M a t r i x  t e c h n i q u e  was u s e d  a s  a s o l v e r .  F u r t h e r m o r e ,

X I X



S l i c e s  S o u r c e  O v e r  R e l a x a t i o n  was  u s e d  a s  a n  i t e r a t i v e  m e th o d  

f o r  s o l v i n g  r o u t i n e s .

P r e s e n t e d  h e r e  a r e  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  o f  t h e  t h r e e -  

d i m e n s i o n a l  m o d e l  f o r  a  w e l l  i n t e r c e p t i n g  a  v e r t i c a l  f r a c t u r e  

w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y .  The  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h e  

g e n e r a l  fo rm  o f  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a b l e s .  Type  c u r v e s  c o n ­

s i d e r i n g  t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  o n  w e l l  p e r f o r m a n c e  

a r e  i n c l u d e d .  I n  a d d i t i o n ,  t y p e  c u r v e s  f o r  t u r b u l e n t  f l o w  

i n  t h e  f r a c t u r e  a r e  a l s o  o b t a i n e d .  F i n a l l y ,  o t h e r  i m p o r t a n t  

c o n t r i b u t i o n s  o f  t h i s  w o r k  a r e  t h e  d a t a  s h o w i n g  t h e  e f f e c t  

o f  l a y e r e d  f o r m a t i o n  on  f r a c t u r e d  w e l l  p e r f o r m a n c e .
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D e d i c a t e d  t o  my d a u g h t e r  H annah ,  my t w i n  s o n s  

Mohamed a n d  Ahmed, and  my w i f e  W afaa .
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NUMERICAL SIMULATION OF HETEROGENEOUS FRACTURED 

GAS RESERVOIR SYSTEMS WITH TURBULENCE 

AND CLOSURE STRESS EFFECTS

CHAPTER I 

INTRODUCTION

H y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  h a s  p r o v e n  t o  be  o n e  o f  t h e  

m o s t  e f f e c t i v e  m eans  c u r r e n t l y  a v a i l a b l e  f o r  i n c r e a s i n g  t h e  

p r o d u c t i v i t y  o f  damaged  w e l l s  o r  w e l l s  p r o d u c i n g  f rom  low 

p e r m e a b i l i t y  r e s e r v o i r s .  T h i s  p r o c e s s  h a s  b e e n  a p p l i e d  as  

a  w e l l  c o m p l e t i o n  t e c h n i q u e  f o r  a b o u t  t h i r t y  y e a r s .  I n  some 

c a s e s ,  t h i s  t e c h n i q u e  h a s  b e e n  u s e d  t o  i m p r o v e  t h e  i n j e c t i v i t y  

o f  w e l l s  i n  i n j e c t i o n  p r o c e s s e s .  M a s s i v e  h y d r a u l i c  f r a c t u r -  

i s  a  r e c e n t  a p p l i c a t i o n ,  d i f f e r i n g  f rom  h y d r a u l i c  f r a c t u r ­

i n g  i n  t h a t  much l a r g e r  q u a n t i t i e s  o f  f l u i d  and  p r o p p a n t  

a r e  pumped t o  c r e a t e  e x t e n s i v e  f r a c t u r e s  i n  t h e  r e s e r v o i r .  

E s s e n t i a l l y ,  t h e  h y d r a u l i c  f r a c t u r e  c a u s e s  a  h i g h  p e r m e a b i l i t y  

c o n d i u t  w i t h i n  t h e  f o r m a t i o n  t o  a l l o w  a  l a r g e  d r a i n a g e  a r e a  

a r o u n d  t h e  w e l l b o r e .  W i t h  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  m a s s i v e  hy­

d r a u l i c  f r a c t u r i n g  t e c h n i q u e s ,  i t  i s  now p o s s i b l e  t o  e x p l o i t  

e c o n o m i c a l l y  low p e r m e a b i l i t y  g a s  r e s e r v o i r s .

A p p l i c a t i o n  o f  m a s s i v e  h y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  t o  i n c r e a s e

-1-



p r o d u c t i o n  f r o m  low p e r m e a b i l i t y  f o r m a t i o n s  h a s  p r o v i d e d  

u n s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s ,  i n  many c a s e s .  I n  a d d i t i o n ,  p r e s s u r e  

a n a l y s i s  t e c h n i q u e s  o f t e n  i n d i c a t e  t h e  r e s u l t  o f  f r a c t u r i n g  

d i f f e r  f r o m  t h e  d e s i g n e d  p a r a m e t e r s .  C a l c u l a t e d  f r a c t u r e  

l e n g t h s  f r o m  a c t u a l  w e l l  p e r f o r m a n c e  a r e  much s h o r t e r  t h a n  

t h e  d e s i g n e d  f r a c t u r e  l e n g t h s .  I n  m o s t  c a s e s ,  t h e  a s s u m p ­

t i o n  was made  t h a t  t h e  p e r m e a b i l i t y  o f  t h e  f r a c t u r e  i s  i n ­

f i n i t e  a n d  t h e  f r a c t u r e  h e i g h t  e q u a l s  t h e  f o r m a t i o n  h e i g h t .  

I n i t i a l l y ,  t h e s e  a s s u m p t i o n s  s ee m e d  t o  b e  r e a l i s t i c ,  b u t  

i n  t i m e ,  t h e  a n a l y s i s  o f  p r e s s u r e  d a t a  i n c l u d i n g  t h e s e  a s s u m p ­

t i o n s  p r o d u c e d  u n r e a s o n a b l e  r e s u l t s .  R e c e n t l y ,  s o l u t i o n s  

h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  w h i c h  d e v e l o p  t e c h n i q u e s  f o r  a n a l y z i n g  

f r a c t u r e d  s y s t e m s  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t i e s .

T h e  m a i n  p u r p o s e  o f  t h i s  s t u d y  i s  t o  d e t e r m i n e  f r a c ­

t u r e  p e r f o r m a n c e  u s i n g  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  t e c h n i q u e s .  A l s o ,  

t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  o n  t h e  p r o d u c t i v i t y  i n c r e a s e  

i s  t o  b e  c l o s e l y  e x a m i n e d .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  e f f e c t s  o f  n o n -  

D a r c y  f l o w  w i t h i n  t h e  f r a c t u r e  i s  t o  b e  c o n s i d e r e d .  F u r t h e r ­

m o r e ,  e f f e c t s  o f  c l o s u r e  p r e s s u r e  f o r  a  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  

f r a c t u r e  a r e  c o n s i d e r e d .  T h e  p h a s e s  o f  t h e  s t u d y  i n  t h i s  

d i s s e r t a t i o n  a r e  o u t l i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g :

1 . 1  F r a c t u r e  G e o m e t r y

S e c t i o n  IV p r o v i d e s  a  b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  v e r ­

t i c a l  f r a c t u r e  s y s t e m .  F r a c t u r e  f o r m i n g  and  p r o p p i n g  i s  r e v i e w e d



i n  t h i s  s e c t i o n .  F r a c t u r e  a r e a  i s  d e f i n e d  a s  t h e  p r o d u c t  

o f  f r a c t u r e  l e n g t h  and f r a c t u r e  h e i g h t .  I t  was a l w a y s  a s ­

sumed t h a t  f r a c t u r e  h e i g h t  e q u a l s  f o r m a t i o n  h e i g h t .  I n  t h i s  

w o r k ,  s u c h  an a s s u m p t i o n  i s  n o t  m ad e .  T h u s ,  f r a c t u r e  g e o m e t r y  

i s  d e t e r m i n e d  by f r a c t u r e  l e n g t h ,  h e i g h t ,  and  w i d t h .  F r a c ­

t u r e  h e i g h t  i s  l i m i t e d  by t h e  u p p e r  and  l o w e r  b o u n d a r y  o f  

f r a c t u r e d  f o r m a t i o n .  F r a c t u r e  w i d t h  a s  w e l l  a s  f r a c t u r e  

l e n g t h  d e p e n d  on  f o r m a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  and  t r e a t i n g  p a r a ­

m e t e r s .  F i n a l l y ,  a  v e r y  i m p o r t a n t  f a c t o r  w h i c h  e f f e c t s  t h e  

f r a c t u r e  s y s t e m  i s  f r a c t u e  c o n d u c t i v i t y .  The e f f e c t i v e n e s s  

o f  a  c e r t a i n  f r a c t u r e  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  a c t u a l  f r a c t u r e  

f l o w  c a p a c i t y .

1 . 2  T h e o r e t i c a l  C o n s i d e r a t i o n s

S e c t i o n  V d e a l s  w i t h  t h e  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  

o f  t h e  p r o b l e m .  The  r e a l  g a s  p o t e n t i a l  i s  u s e d  i n s t e a d  o f  

p r e s s u r e  i n  d e v e l o p i n g  t h e  g o v e r n i n g  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  f o r  t h e  s y s t e m .  In  a d d i t i o n ,  t h e  t u r b u l e n t  e f f e c t  

o f  n o n - D a r c y  f l o w  i s  c o n s i d e r e d  f o r  t h e  f r a c t u r e d  c e l l s  o n l y .  

The  f l o w  i n  t h e  f o r m a t i o n  o b e y s  D a r c y ' s  l a w .  F i n a l l y ,  t h e  

c h a n g e  o f  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  w i t h  t i m e  and d i s t a n c e  i s  

i n c l u d e d  i n  t h i s  s t u d y .

1 . 3  N u m e r i c a l  Model S t u d i e s

A f i n i t e  d i f f e r e n c e  f u l l y  i m p l i c i t  n u m e r i c a l  c o m p u te r  

p r o g r a m  i s  w r i t t e n .  The f i n i t e  d i f f e r e n c e  m ode l  i s  t h r e e -  

d i m e n s i o n a l  o n e  p h a s e  s i m u l a t o r .  The  s p a r s e  m a t r i x  t e c h n i q u e



i s  u s e d  t o  o b t a i n  a  d i r e c t  s o l u t i o n .  F u r t h e r ,  t h e  S l i c e s  

S u c c e s s i v e  O v e r  R e l a x a t i o n  i s  a l s o  u s e d  a s  an  i t e r a t i v e  s o l u ­

t i o n  s c h e m e  i n  t h i s  m o d e l .  S e c t i o n  VI i n c l u d e s  t h e  f i n i t e  

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ,  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s , a n d  m e t h o d s  o f  

s o l u t i o n .  T h e  v a l i d i t y  o f  t h e  m o d e l  i s  a l s o  c h e c k e d  i n  t h i s  

s e c t i o n .

1 . 4  O b j e c t i v e s

T h e  o b j e c t i v e s  o f  t h i s  w o r k  i n c l u d e  t h e  f o l l o w i n g :

1 .  D e v e l o p  a  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s i m u l a t o r  t o  m o d e l  

v e r t i c a l  f r a c t u r e d  w e l l s  i n  l a y e r e d  f o r m a t i o n s .

2 .  D e t e r m i n a t i o n  o f  w e l l  p r o d u c t i v i t y  f o r  v e r t i c a l l y  

f r a c t u r e d  w e l l s  i n  h e t e r o g e n o u s  r e s e r v o i r s .

3 .  E f f e c t  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  o n  w e l l  p e r f o r m a n c e  

f o r  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s  w i t h  f i n i t e  c o n ­

d u c t i v i t y  f r a c t u r e .

4 .  E f f e c t  o f  n o n - D a r c y  f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e  o n  v ; e l l  

p e r f o r m a n c e  f o r  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s .



CHAPTER I I  

PREVIOUS WORK

To o b t a i n  c o m m e r c i a l  p r o d u c t i o n  o f  h y d r o c a r b o n  f l u i d s  

f rom  low  p e r m e a b l e  r e s e r v o i r s ,  m o s t  o f  t h e s e  f o r m a t i o n s  m u s t  

b e  h y d r a u l i c a l l y  f r a c t u r e d .  One o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  p r o ­

c e s s e s  d e v e l o p e d  i n  t h e  p e t r o l e u m  i n d u s t r y  i s  h y d r a u l i c  f r a c ­

t u r i n g .  The  i m p o r t a n c e  o f  t h i s  p r o c e s s  i s  i n d i c a t e d  by t h e  

i n c r e a s i n g  n e e d  f o r  more ,  e n e r g y  s o u r c e s  e v e r y  d a y .  E v e r  

s i n c e  h y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  was  f i r s t  p r e s e n t e d  t o  t h e  p e t r o l e u m  

i n d u s t r y , ^  i t  h a s  b e e n  known t h a t  t h i s  p r o c e s s  w i l l  i n c r e a s e  

t h e  p r o d u c t i v i t y  o f  a  s t i m u l a t e d  w e l l .  H y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  

h a s  b e e n  t h e  s u b j e c t  o f  many s t u d i e s .  S e v e r a l  m e t h o d s ,  a n a l y t ­

i c a l ,  e x p e r i m e n t a l  and  n u m e r i c a l  a n a l y s i s ,  h a v e  b e e n  u s e d  

t o  i n v e s t i g a t e  t h i s  p r o c e s s .

2 . 1  A n a l y t i c a l  S o l u t i o n

A v e r t i c a l  f r a c t u r e  i s  t h e  m o s t  l i k e l y  o u tc o m e  o f

a  f r a c t u r i n g  t r e a t m e n t .  T h u s ,  m o s t  o f  t h e  a t t e n t i o n  i n  t h e

l i t e r a t u r e  h a s  b e e n  d i r e c t e d  t o w a r d  v e r t i c a l  f r a c t u r e s .  Much

o f  t h e  e a r l y  w o rk  on  f r a c t u r e d  w e l l s  was  c o n c e r n e d  w i t h

t h e  s t u d y  o f  s t e a d y  s t a t e  b e h a v i o r  u s i n g  a n a l y t i c a l  m o d e l s .
2

I n  1 9 6 1 ,  P r a t s  s t u d i e d  t h e  p r o d u c t i o n  r e s p o n s e  and  p r e s s u r e



b e h a v i o r  o f  a  c l o s e d  c y l i n d r i c a l  r e s e r v o i r  p r o d u c i n g  an  i n ­

c o m p r e s s i b l e  f l u i d  t h r o u g h  a  s i n g l e ,  v e r t i c a l  f r a c t u r e  l o c a t e d  

a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  c y l i n d e r .  P r a t s '  s t u d y  c o n s i d e r s  t h e  

e f f e c t  t h a t  f r a c t u r e  c a p a c i t y , a s  w e l l  a s  t h e  f o r m a t i o n  damage 

f ro m  f r a c t u r e  t r e a t m e n t s ,  h a v e  on  t h e  p r o d u c t i v e  c a p a c i t y  

o f  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  s t u d y  g i v e s  

t h e  e q u i v a l e n t  w e l l  r a d i u s  o f  a  f r a c t u r e  h a v i n g  d i f f e r e n t  

l e n g t h s  and c a p a c i t i e s  a n d ,  a l s o ,  i n c l u d e s  p r e s s u r e  d i s t r i b u ­

t i o n  i n  and  a r o u n d  t h e  f r a c t u r e s .  The e f f e c t  o f  a  damaged 

z o n e  a r o u n d  a  f r a c t u r e  on  t h e  p r o d u c t i o n  r e s p o n s e  was n o t  

fo u n d  t o  b e  a s  g r e a t  a s  r e p o r t e d  e a r l i e r  i n  t h e  l i t e r a t u r e
3

by Van P o o l e n .  T h i s  d i f f e r e n c e  p r o b a b l y  s t e m s  f rom  t h e  

f a c t  t h a t  P r a t s  c o n s i d e r s  a damaged z o n e  w h i c h  i s  w i d e s t  

n e a r  t h e  f r a c t u r e ,  w h i l e ,  V a n P o o le n  c o n s i d e r s  a damaged z o n e  

h a v i n g  a  u n i f o r m  w i d t h  f o r  t h e  e n t i r e  f r a c t u r e  l e n g t h .

P r a t s  f o u n d  t h a t  t h e  p r o d u c t i o n  r a t e  d e c l i n e  i n c r e a s e s  

a s  t h e  f r a c t u r e  l e n g t h  i n c r e a s e s .  He s u g g e s t e d  t h a t  t h e  

l a t e r a l  e x t e n t  o f  t h e  f r a c t u r e  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f rom  com­

p a r i s o n  o f  p r o d u c t i o n  r a t e  d e c l i n e s  b e f o r e  and a f t e r  f r a c ­

t u r i n g ,  o r  i t  c an  b e  d e t e r m i n e d  f rom  t h e  r a t e  d e c l i n e  i f  

t h e  f l u i d  and  f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  a r e  known. I t  i s  f o u n d  

t h a t  e x t e n s i v e  damage t o  t h e  f o r m a t i o n  a r o u n d  a  f r a c t u r e  

(9 9  p e r c e n t  p e r m e a b i l i t y  r e d u c t i o n  f o r  a d e p t h  o f  1 i n c h )  

may n o t  n e c e s s a r i l y  r e s u l t  i n  a p p r e c i a b l y  p o o r e r  p r o d u c t i o n  

r a t e  r e s p o n s e .  I t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  im p ro v em en t  i n  p r o ­

d u c t i o n  r a t e  due  t o  a h i g h - c a p a c i t y  f r a c t u r e  i s  e q u a l  t o  t h e



im p ro v em e n t  i n  p r o d u c t i o n  r a t e  due  t o  an a c i d  t r e a t m e n t  w h i c h  

r e s u l t s  i n  an e f f e c t i v e  w e l l  r a d i u s  o f  o n e - f o u r t h  t h e  f r a c t u r e  

l e n g t h .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  f r a c t u r i n g  i s  t o  b e  p r e f e r r e d  

t o  a c i d i z i n g  i f  t h e  c r e a t i o n  o f  l o n g  f r a c t u r e s  a p p e a r s  p r o b a b l e .

P r a t s  a l s o  f o u n d  t h a t  i f  t h e  r a t i o  o f  r e s e r v o i r  r a d i u s  

t o  f r a c t u r e  r a d i u s  was  g r e a t e r  t h a n  t w o ,  t h e n  t h e  p r o d u c t i o n  

b e h a v i o r  o f  s u c h  a  f r a c t u r e d  s y s t e m  can  b e  r e p r e s e n t e d  by 

an e q u i v a l e n t  r a d i a l  f l o w  s y s t e m  h a v i n g  an e f f e c t i v e  w e l l  

r a d i u s  e q u a l  t o  o n e - f o u r t h  o f  t h e  t o t a l  f r a c t u r e  l e n g t h .
4

M uska t  a r r i v e d  a t  a  s i m i l a r  c o n c l u s i o n  e a r l i e r  when 

h e  e x a m i n e d  a  f r a c t u r e d  w e l l  i n  an  i n f i n i t e  r e s e r v o i r .  I n  

p e t r o l e u m  e n g i n e e r i n g  l i t e r a t u r e ,  t h i s  o b s e r v a t i o n  i s  known 

a s  t h e  " e f f e c t i v e  w e l l b o r e  r a d i u s  c o n c e p t . "

I n  1 9 6 2 ,  P r a t s  ^  s t u d i e d  t h e  e f f e c t  o f  v e r t i c a l

f r a c t u r e s  on  r e s e r v o i r s  p r o d u c i n g  a c o m p r e s s i b l e  f l u i d .  The 

p r e s s u r e  and  p r o d u c t i o n  b e h a v i o r  o f  a  hom ogeneous  c y l i n d r i c a l  

r e s e r v o i r  p r o d u c i n g  a s i n g l e  f l u i d  t h r o u g h  a  c e n t r a l l y  l o ­

c a t e d  v e r t i c a l  f r a c t u r e  o f  l i m i t e d  l a t e r a l  e x t e n t  was  i n ­

v e s t i g a t e d .  The  a p p r o p r i a t e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

w e r e  s o l v e d  by u s i n g  m a t h e m a t i c a l  m e t h o d s .  I t  i s  a ssum ed  

t h a t  t h e r e  i s  no p r e s s u r e  d r o p  w i t h i n  t h e  f r a c t u r e ,  t h a t  

i s  t o  s a y ,  t h a t  t h e  f r a c t u r e  c a p a c i t y  i s  i n f i n i t e .

They  f o u n d  t h a t  t h e  p r o d u c t i o n  r a t e  d e c l i n e  o f  s u c h  

a  f r a c t u r e d  r e s e r v o i r  i s  c o n s t a n t  when t h e  f l o w i n g  b o t t o m -  

h o l e  p r e s s u r e  r e m a i n s  c o n s t a n t .  T h i s  d e c l i n e  i n c r e a s e s  a s  

t h e  f r a c t u r e  l e n g t h  i n c r e a s e s .  T h u s ,  t h e  l a t e r a l  e x t e n t
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o f  f r a c t u r e s  c a n  be  d e t e r m i n e d  f rom  t h e  p r o d u c t i o n  r a t e  d e ­

c l i n e s  b e f o r e  and  a f t e r  f r a c t u r i n g .  T hey  a l s o  c o n c l u d e d  

t h a t  t h e  p r o d u c t i o n  b e h a v i o r  o v e r  m o s t  o f  t h e  p r o d u c t i v e  

l i f e  o f  s u c h  a  f r a c t u r e d  r e s e r v o i r  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by  

an e q u i v a l e n t  r a d i a l  f l o w  r e s e r v o i r  o f  e q u a l  v o lu m e .  The  

e f f e c t i v e  w e l l  r a d i u s  o f  t h i s  e q u i v a l e n t  r e s e r v o i r  w o u ld  

be  e q u a l  t o  o n e - f o u r t h  o f  t h e  t o t a l  f r a c t u r e  l e n g t h .  T h e r e ­

f o r e ,  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  b e h a v i o r  o f  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  

r e s e r v o i r s  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  i n  t e r m s  o f  s i m p l e  r a d i a l  f l o w  

r e s e r v o i r s  o f  l a r g e  w e l l b o r e .

I n  1 9 7 1 ,  Van E v e r d i n g e n  and  Myer® s t u d i e d  b u i l d u p  

c u r v e s  o b t a i n e d  a f t e r  w e l l  t r e a t m e n t .  They  c o n c l u d e d  t h a t  

t h e  p o i n t  s o u r c e  s o l u t i o n  c a n  b e  u s e d  i n  a n a l y z i n g  p r e s s u r e  

d a t a  f r o m  n o r m a l l y  c o m p l e t e d  w e l l s .  H o w ev e r ,  e i t h e r  an a c i d i z ­

i n g  o r  f r a c t u r e  t r e a t m e n t  i n v a l i d a t e s  t h i s  c o n c l u s i o n  b e c a u s e  

o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  d u r a t i o n  o f  o n e  d i m e n s i o n l e s s  t i m e  u n i t  

i s  s u b s t a n t i a l l y  i n c r e a s e d .

A l t h o u g h  i n t e r e s t  i n  w e l l s  i n t e r c e p t i n g  v e r t i c a l  

f r a c t u r e s  d a t e s  b a c k  a q u a r t e r  o f  a  c e n t u r y ,  t h e  f i r s t  co m p re ­

h e n s i v e  s t u d y  o f  t h e  p r e s s u r e  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  o f  s u c h
7

w e l l ,  was  p e r f o r m e d  by G r i n g a r t e n  e t  a J .  They  s t u d i e d  t h e  

c a s e  f l o w  t o  an i n f i n i t e l y  c o n d u c t i n g  v e r t i c a l  f r a c t u r e  i n  

i n f i n i t e  r e s e r v o i r s .

I n  1 9 7 4 ,  G r i n g a r t e n ,  Ramey, and  R ag h a v a n  f o u n d  i t  n e c e s ­

s a r y  t o  r e - e x a m i n e  t h e  s o l u t i o n s  p r e s e n t e d  by R u s s e l l  and  

T r u i t t .  ( T h i s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n



i n  m ore  d e t a i l ) .  The R u s s e l l - T r u i t t  s o l u t i o n  was  n o t  i n t e n d e d  

f o r  s h o r t  t i m e  a n a l y s i s .  They e x a m i n e d  t h e  p r o b l e m  a n a l y t -
g

i c a l l y  by  u s i n g  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  and  t h e  Newman p r o d u c t  

m e th o d  w h i c h  h a d  b e e n  d i s c u s s e d  e a r l i e r  by G r i n g a r t e n  and  

Ramey. ^ G r i n g a r t e n ,  ejt w e r e  a l s o  t h e  f i r s t  t o  p r e s e n t  

a  c o m p l e t e  a n d  c o m p r e h e n s i v e  v i e w  o f  t h e  p r e s s u r e  b e h a v i o r  

o f  a  i n f i n i t e - c o n d u c t i v i t y  v e r t i c a l  f r a c t u r e .  They  m o d e le d  

a  p l a n e  ( z e r o - t h i c k n e s s )  v e r t i c a l  f r a c t u r e  w h i c h  i s  t o t a l l y  

p e n e t r a t i n g  a  h o r i z o n t a l ,  hom ogeneous ,  and  i s o t r o p i c  f o r m a t i o n .

A s i n g l e - p h a s e ,  s l i g h t l y  c o m p r e s s i b l e  f l u i d  f l o w s  f rom  t h e  

r e s e r v o i r  i n t o  t h e  f r a c t u r e  a t  a  c o n s t a n t  r a t e .  The  p r o d u c ­

i n g  p r e s s u r e  i s  u n i f o r m  o v e r  t h e  f r a c t u r e  r a t e .  The  p r o ­

d u c i n g  p r e s s u r e  i s  u n i f o r m  o v e r  t h e  f r a c t u r e  ( i n f i n i t e  f r a c ­

t u r e  c o n d u c t i v i t y ) .  T h i s  p r e s s u r e  r e m a i n s  c o n s t a n t  and e q u a l  

t o  t h e  i n i t i a l  p r e s s u r e  a s  d i s t a n c e  f rom  t h e  w e l l  becom es  

i n f i n i t e l y  l a r g e .

An a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  was o b t a i n e d  by  G r i n g a r t e n ,  

e t  a l , c a l l e d  t h e  u n i f o r m - f l u x  s o l u t i o n .  The  u n i f o r m - f l u x  

s o l u t i o n  g i v e s  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a  h i g h ,  b u t  n o t  i n f i n i t e ,  

c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e .  T h u s ,  u n l i k e  i n f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e  p r e s s u r e  v a r i e s  a l o n g  t h e  l e n g t h  

o f  t h e  f r a c t u r e  a t  any  g i v e n  t i m e .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  

s o l u t i o n s  t o  f i e l d  d a t a  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  u n i f o r m - f l u x  

s o l u t i o n  u s u a l l y  m a t c h e s  p r e s s u r e  b e h a v i o r  o f  w e l l s  i n t e r ­

s e c t i n g  n a t u r a l  f r a c t u r e s  b e t t e r  t h a n  t h e  i n f i n i t e - c o n d u c t i v i t y  

s o l u t i o n .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  i n f i n i t e - c o n d u c t i v i t y  s o l u t i o n
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m a t c h e s  t h e  b e h a v i o r  o f  h y d r a u l i c a l l y  f r a c t u r e d  p r o p p e d  w e l l s  

b e t t e r  t h a n  t h e  u n i f o r m - f l u x  s o l u t i o n .

G r i n g a r t e n ,  e t  a l s o  p r o p o s e d  t h a t  l o g - l o g  t y p e

c u r v e  m a t c h i n g  ( a c t u a l l y  Ramey^® s u g g e s t e d  t h i s  a p p r o a c h  

i n  1 9 7 0 )  b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  p e r m e a b i l i t y  and f r a c t u r e  l e n g t h .  

The  b a s i s  f o r  t h e  t y p e  c u r v e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e  i s  w e l l  known 

i n  p e t r o l e u m  i n d u s t r y  l i t e r a t u r e .  T h e y ,  a l s o ,  p r o v i d e  a  

c o m p a r i s o n  o f  t h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  r e s u l t s  f o r  v e r t i c a l l y  

f r a c x u r e d  w e l l s  w i t h  t h e  R u s s e l l - T r u i t t  d a t a .

A p p l i c a t i o n  o f  t h e  G r i n g a r t e n ,  e t  a l ,  t y p e  c u r v e s  

t o  h y d r a u l i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s , i n  many i n s t a n c e s , p r o d u c e s  

r e s u l t s  t h a t  a r e  c o m p a t i b l e  w i t h  r e s e r v o i r  p e r f o r m a n c e  and 

d e s i g n  c a l c u l a t i o n s  p r i o r  t o  t r e a t m e n t .  B u t ,  i n  some i n s t a n c e s ,  

t h e  r e s u l t s  a r e  n o t  c o m p a t i b l e  w i t h  d e s i g n  c a l c u l a t i o n s  o r  

p r o d u c t i o n  p e r f o r m a n c e ,  e v e n  t h o u g h  f i e l d  d a t a  m a t c h e d  t h e  

t y p e  c u r v e  v e r y  w e l l .  One o f  t h e  r e a s o n s  f o r  t h i s  anom aly  

a p p e a r s  t o  b e  t h e  f i n i t e  f l o w  c a p a c i t y  o f  t h e  v e r t i c a l  f r a c ­

t u r e .

R e f e r i n g  b a c k  t o  t h e  s t u d y  o f  P r a t s ,  w h i c h  was p ub ­

l i s h e d  n e a r l y  t w e n t y  y e a r s  a g o ,  he  d e s c r i b e d  t h e  e f f e c t  o f  

f i n i t e  f r a c t u r e  c a p a c i t y  a s ,  " t h e  p r o d u c t  o f  f r a c t u r e  p e rm e a ­

b i l i t y  and  f r a c t u r e  w i d t h . "  T h i s  i s  d e f i n e d  and  p r e s e n t e d  

i n  t h i s  p a p e r .  But  u n f o r t u n a t e l y ,  i t s  i m p o r t a n c e  h a s  b e e n  

i g n o r e d  f o r  many y e a r s .  P r a t s  showed t h a t  t h r e e  p a r a m e t e r s  

c o n t r o l l e d  t h e  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  a r o u n d  a  f r a c t u r e d  w e l l .  

They  a r e ,  (A) t h e  r a t i o  o f  t h e  f r a c t u r e  l e n g t h  t o  t h e  w e l l
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r a d i u s ,  (B) t h e  r a t i o  o f  t h e  r e s e r v o i r  d r a i n a g e  r a d i u s  t o  

t h e  w e l l  r a d i u s ,  and  (C) t h e  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  f l o w  

c a p a c i t y .  The f i r s t  two p a r a m e t e r s  d e s c r i b e  t h e  g e o m e t r y  

o f  t h e  s y s t e m  and  t h e  t h i r d  i s  t h e  m e a s u r e  o f  t h e  a b i l i t y  

o f  t h e  f r a c t u r e  t o  c a r r y  f l u i d s  f ro m  t h e  f o r m a t i o n  i n t o  t h e  

w e l l .  The m os t  i m p o r t a n t  c o n t r i b u t i o n  o f  P r a t s '  p a p e r  i s  

t h e  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y .  T h i s  d e t e r m i n e s  

t h a t  w e l l  p e r f o r m a n c e  and  p r o d u c t i v i t y  i n c r e a s e  -  n o t  t h e  

f r a c t u r e  l e n g t h .  H e n c e ,  f o r  a  l o n g  f r a c t u r e  t o  b e  a s  e f f i ­

c i e n t  a s  a s h o r t  o n e ,  t h e  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y  w o u ld  h a v e  

t o  b e  much h i g h e r  f o r  t h e  l o n g e r  o n e .

A g a r w a l ,  C a r t e r ,  and  P o l l o c k ^ ^  r e p o r t  t h a t  f o r  p r a c t i ­

c a l  p u r p o s e s , t h e  i n f i n i t e - c o n d u c t i v i t y  s o l u t i o n  o b t a i n e d  by 

G r i n g a r t e n ,  e t  c an  be  u s e d  i f  t h e  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y

i s  g r e a t e r  t h a n  f i v e  h u n d r e d .  They  s t r o n g l y  recom m end,  how­

e v e r ,  when t h i s  i s  d o n e ,  t h a t  p r e f r a c t u r e  p r e s s u r e  d a t a  be  

m e a s u r e d  w h e n e v e r  p o s s i b l e .  Type c u r v e  m a t c h  a n a l y s i s  c an  

be p e r f o r m e d  w i t h  c o n s i d e r a b l e  e a s e  and a  m a tc h  c a n  b e  o b ­

t a i n e d .  A g a r w a l ,  e;t h a v e  e m p i r i c a l l y  c o r r e l a t e d  t h e  

d i m e n s i o n l e s s  p r e s s u r e  i n t e r c e p t  a s  a  f u n c t i o n  o f  d i m e n s i o n ­

l e s s  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y .  T h u s ,  t h i s  c o r r e l a t i o n  may

b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y .
12 13C in c o  and  S am an iego  ’ h a v e  p r e s e n t e d  a  m e t h o d i c a l  

e x p l a n a t i o n  f o r  t h e  p r e s s u r e  b e h a v i o r  o f  a  v e r t i c a l l y  f r a c ­

t u r e d  w e l l  o f  f i n i t e  f r a c t u r e  c a p a c i t y .  They h a v e  shown 

t h a t ,  i n i t i a l l y ,  t h e r e  i s  a  f r a c t u r e d  l i n e a r  f l o w  p e r i o d  when
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t h e  p r e s s u r e  b e h a v i o r  i s  c o n t r o l l e d  p r i n c i p a l l y  by t h e  f r a c ­

t u r e .  D u r i n g  t h i s  p e r i o d ,  t h e  f o r m a t i o n  h a s  no e f f e c t  on  

p r e s s u r e  b e h a v i o r  s i n c e  m o s t  o f  t h e  f l u i d  e n t e r i n g  t h e  w e l l ­

b o r e  comes f rom  f l u i d  e x p a n s i o n  w i t h i n  t h e  f r a c t u r e .

S u b s e q u e n t  t o  t h e  f r a c t u r e  l i n e a r  f l o w  p e r i o d ,  C in c o  

and S am an ieg o  h a v e  shown t h a t  a n o t h e r  d i s t i n c t i v e  f l o w  p e r i o d  

e x i s t s .  They  c a l l  t h i s  f l o w  p e r i o d  a  b i l i n e a r  f l o w  p e r i o d .  

D u r i n g  t h i s  p e r i o d ,  t h e  f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e  i s  l i n e a r  i n ­

c o m p r e s s i b l e  f l o w ,  and t h a t  w h i c h  i s  w i t h i n  t h e  f o r m a t i o n  

i s  a  l i n e a r  c o m p r e s s i b l e  f l o w .  T h i s  f l o w  p e r i o d  e x i s t s  when­

e v e r  m os t  o f  t h e  f l u i d  e n t e r i n g  t h e  w e l l b o r e  comes f rom  t h e  

r e s e r v o i r  when t h e  e f f e c t  o f  t h e  f r a c t u r e  t i p  i s  n e g l i g i b l e .

F o r  t h e  h i g h  f r a c t u r e  c a p a c i t y  s o l u t i o n ,  we s e e  t h a t  t h e  

b i l i n e a r  f l o w  p e r i o d  may o r  may n o t  e x i s t .  C in c o  and S am an ieg o  

h a v e  p r e s e n t e d  a  t e c h n i q u e  t o  a n a l y z e  d a t a  on  t h e  b i l i n e a r  

f l o w  p e r i o d .  I t  was shown t h a t  d u r i n g  t h i s  f l o w  p e r i o d ,  

a  g r a p h  o f  b o t t o m - h o l e  p r e s s u r e  v e r s u s  f o u r t h  r o o t  o f  t i m e  

y i e l d s  a s t r a i g h t  l i n e  w i t h  s l o p e  r e l a t e d  t o  t h e  f r a c t u r e  

f l o w  c a p a c i t y  and  f r a c t u r e  h e i g h t .

The  n e x t  c h a r a c t e r i s t i c  f l o w  p e r i o d ,  a c c o r d i n g  t o  

C i n c o  and S a m a n i e g o ,  i s  a  l i n e a r  f l o w  p e r i o d  i n  t h e  f o r m a ­

t i o n .  A g r a p h  o f  b o t t o m = h o l e  p r e s s u r e  v e r s u s  s q u a r e  r o o t  

t i m e  y i e l d s  a  s t r a i g h t  l i n e  w hose  s l o p e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  

f r a c t u r e  l e n g t h .  I f  b o u n d a r y  e f f e c t s  do n o t  become d o m i n a n t ,  

t h e n  t h e  p s e u d o r a d i a l  f l o w  r e g i m e  w i l l  g o v e r n  p r e s s u r e  b e ­

h a v i o r .
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14I n  1 9 7 8 ,  R a g h a v a n ,  U r a i e t , a n d  Thomas s t u d i e d  t h e  

e f f e c t  o f  v e r t i c a l  f r a c t u r e  h e i g h t  o n  t r a n s i e n t  f l o w  b e h a v i o r  

a n a l y t i c a l l y .  T h e i r  w o rk  p r e s e n t s  an  a n a l y t i c a l  s t u d y  o f  

t h e  p r e s s u r e  b e h a v i o r  o f  a  w e l l  p r o d u c i n g  a t  a  c o n s t a n t  r a t e  

t h r o u g h  o n e  v e r t i c a l  f r a c t u r e  f ro m  an  i n f i n i t e l y  l a r g e  r e s e r ­

v o i r .  The  f r a c t u r e  h e i g h t  i s  l e s s  t h a n  t h e  f o r m a t i o n  t h i c k ­

n e s s .  T hey  e x a m i n e  b o t h  t h e  u n i f o r m - f l u x  a n d  i n f i n i t e - c o n d u c t i ­

v i t y  f r a c t u r e s  and  c o n s i d e r e d  tw o f r a c t u r e  l o c a t i o n s  ( c e n t e r  

a n d  t o p )  i n  t h e  p r o d u c i n g  i n t e r v a l .  I n  a d d i t i o n ,  t h e y  p r e s e n t  

i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  p r o d u c t i o n  r a t e  c h a n g e s  a s  a  f u n c t i o n  

o f  f r a c t u r e  h e i g h t .

R a g h a v a n ,  e t  a J ,  h a v e  d i s c u s s e d  m e t h o d s  f o r  d e t e r m i n ­

i n g  h o r i z o n t a l  p e r m e a b i l i t y ,  v e r t i c a l  p e r m e a b i l i t y ,  f r a c t u r e  

l e n g t h ,  and  e n t r y  r a t i o  f ro m  drawdown and  b u i l d u p  t e s t s .

They  c o n c l u d e d  t h a t  a t  e a r l y  t i m e s ,  a  l i n e a r  f l o w  p e r i o d  

w h i c h  c o n t r o l s  p r e s s u r e  b e h a v i o r  d o e s  e x i s t .  The  d u r a t i o n  

o f  t h i s  p e r i o d  i s  g o v e r n e d  by  t h e  f r a c t u r e  l o c a t i o n ,  f r a c t u r e  

l e n g t h ,  v e r t i c a l  p e r m e a b i l i t y ,  and  t h e  f r a c t u r e  t y p e  ( i n f i n i t e  

c o n d u c t i v i t y  o r  u n i f o r m - f l u x ) .  I f  t h e  f r a c t u r e  i s  l o c a t e d  

a t  t h e  t o p  ( o r  b o t t o m )  o f  t h e  f o r m a t i o n ,  t h e  l e n g t h  o f  t h i s  

f l o w  p e r i o d  i s  a l m o s t  t h e  same a s  e n t r y  r a t i o  e q u a l s  one  

c a s e .  D u r i n g  t h i s  p e r i o d ,  t h e  w e l l  b e h a v e s  a s  i f  t h e  f o r m a ­

t i o n  t h i c k n e s s  i s  e q u a l  t o  t h e  f r a c t u r e  h e i g h t .  F o l l o w i n g  

t h e  l i n e a r  f l o w  p e r i o d  i s  t h e  t r a n s i t i o n a l  f l o w  p e r i o d .  A f t e r  

t h i s  p e r i o d ,  a  p s e u d o - r a d i a l  f l o w  p e r i o d  c o n t r o l s  p r e s s u r e  

b e h a v i o r .  The  o n s e t  o f  t h e  p s e u d o - r a d i a l  f l o w  p e r i o d  d e p e n d s
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on t h e  r e s e r v o i r  t h i c k n e s s ,  f r a c t u r e  l e n g t h ,  t h e  r a t i o  o f  

v e r t i c a l - t o - h o r i z o n t a l  p e r m e a b i l i t y ,  and  i s  i n d e p e n d e n t  o f  

t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  f r a c t u r e .

R a g h a v a n ,  e ^  a l s o  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  m a g n i t u d e  

o f  t h e  p r e s s u r e  d r o p s  f o r  t h e  l i m i t e d - e n t r y  c a s e  a n d  i s  l a r g e r  

f o r  t h e  c o m p l e t e - e n t r y  c a s e  b e c a u s e  o f  t h e  c o n v e r g i n g  n a t u r e  

o f  t h e  f l o w .  T h i s  a d d i t i o n a l  p r e s s u r e  d r o p  i s  t i m e  d e p e n d e n t  

and  s t a b i l i s e s  a f t e r  t h e  o n s e t  o f  p s e u d o - r a d i a l  f l o w .  The 

p r e s s u r e  d r o p  i n c r e a s e s  a s  t h e  f r a c t u r e  d e p a r t s  f ro m  t h e  

c e n t e r  l i n e  o f  t h e  f o r m a t i o n .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  p r o d u c ­

t i v e  c a p a c i t y  o f  a  f r a c t u r e d  w e l l  a l s o  d e p e n d s  on  t h e  f r a c ­

t u r e  l o c a t i o n .

2 . 2  E x p e r i m e n t a l  S o l u t i o n

I n  1 9 5 8 ,  D y e s ,  Kemp, and  C a u d l e ^ ^  w e r e  t h e  f i r s t  t o  

i n v e s t i g a t e  t h e  e f f e c t  o f  a v e r t i c a l  f r a c t u r e  on  H o r n e r  p l o t  

s t r a i g h t  l i n e .  They u s e d  t h e  x - r a y  s h a d o w g r a p h  t e c h n i q u e ,  

u s i n g  m i s c i b l e  d i s p l a c e m e n t  i n  p o r o u s  m o d e l s ,  w h i l e  s t u d y i n g  

t h e  i n f l u e n c e  o f  f r a c t u r e s  on  p a t t e r n  s w e e p - o u t  e f f i c i e n c y .  

F r a c t u r e s  w e r e  r e p r e s e n t e d  by l e a v i n g  t h e  p r o p e r  p o r t i o n  

o f  t h e  m o d e l  s u r f a c e  w h i c h  was e x p o s e d  t o  e i t h e r  i n j e c t i o n  

o r  p r o d u c t i o n .  The t y p e s  o f  m o d e l s  w e r e  t o  r e p r e s e n t  v e r t i ­

c a l  f r a c t u r e s  i n  t h e  f i v e - s p o t  f l o o d .

The  p o o l  u n i t  o f  a  C a r t e r  e l e c t r i c  a n a l y z e r  was  u s e d  

i n  s t u d y i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  f r a c t u r e s  on  p r o d u c t i v i t y  and 

b u i l d u p  b e h a v i o r .  The  s q u a r e  d r a i n a g e  s y s t e m  o f  a w e l l  was 

r e p r e s e n t e d  by a  n e t w o r k  o f  o v e r  f i v e  h u n d r e d  e l e m e n t s  o f
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e q u a l  vo lum e and  r e s i s t a n c e .  V e r t i c a l  f r a c t u r e s  w e r e  r e p r e ­

s e n t e d  by a  s h u n t  d i r e c t e d  f rom  t h e  w e l l  p e r p e n d i c u l a r  t o  

t h e  d r a i n a g e  b o u n d a r y .  H o r i z o n t a l  f r a c t u r e s  w e r e  r e p r e s e n t e d  

by  a  c i r c u l a r  s h u n t .

D y e s ,  e ^  a ^ ,  c o n c l u d e d  t h a t  s h o r t  f r a c t u r e s  c a n  b e  

u s e d  i n  f l o o d i n g  o p e r a t i o n s  t o  g a i n  an i n c r e a s e  i n  i n j e c t i v i t y  

o r  p r o d u c t i v i t y .  A l o n g  f r a c t u r e  d o e s  n o t  harm t h e  sweep 

i f  i t  i s  d i r e c t e d  b e t w e e n  p r o d u c e r s .  P r o d u c t i v i t y  and  p r e s ­

s u r e  b u i l d u p  t e s t s  o b t a i n e d  p r i o r  t o  and f o l l o w i n g  a  f r a c t u r e  

t r e a t m e n t  o n  a  w e l l  c a n  be  u s e d  t o  d i f f e r e n t i a t e  b e tw e e n  

a  s h o r t  o r  l o n g  f r a c t u r e  i n  t h e  r e s e r v o i r .

Most o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  w o rk  i n  t h e  a r e a  o f  v e r t i c a l l y  

f r a c t u r e d  w e l l s  i s  done  b e c a u s e  o f  t h e  g r e a t  i n t e r e s t  i n  

t h e  p r o d u c t i v i t y  i n c r e a s e  t h a t  w o u ld  r e s u l t  f rom a  f r a c t u r e  

t r e a t m e n t .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  r e s u l t s  a r e  n o t  i n  good a g r e e ­

m ent  .

I n  1 9 6 0 ,  McGuire  and S ik o r a ^ ®  w e r e  s t u d y i n g  t h e  e f f e c t  

o f  v e r t i c a l  f r a c t u r e s  on w e l l  p r o d u c t i v i t y  by u s i n g  an e l e c t r i c  

a n a l o g u e .  T h i s  s t u d y  c o n s i d e r s  f r a c t u r e s  w h i c h  e x t e n d  i n  

a  v e r t i c a l  p l a n e  w i t h  e q u a l  d i s t a n c e  on  b o t h  s i d e s  o f  t h e  

w e l l b o r e  and t h r o u g h  t h e  e n t i r e  h e i g h t  o f  t h e  r e s e r v o i r .

The  w e l l  o f  s i x - i n c h  d i a m e t e r  d r a i n e d  40 a c r e s  i n  a  s q u a r e  

d r a i n a g e  a r e a .  They u s e d  t h e  p o o l  u n i t  e l e c t r i c  a n a l y z e r  

i n  t h e i r  s t u d y .  By s c a l i n g ,  t h e  r e s u l t s  w e r e  a p p l i e d  t o  

a l l  c o m b i n a t i o n s  o f  w e l l  d i a m e t e r  and  s p a c i n g s .

S i k o r a  p r o v i d e d  a  f a m i l y  o f  c u r v e s  f o r  p r o d u c t i v i t y
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i n c r e a s e  i n  f r a c t u r e d  w e l l s  u n d e r  s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n s .

They showed u s ,  e x p e r i m e n t a l l y ,  t h a t  t h e  f r a c t u r e s  c a n  be  

made m ore  e f f e c t i v e  by i n c r e a s i n g  t h e i r  r e l a t i v e  c o n d u c t i v i t y .  

T h i s  c a n  b e  d o n e  by p r o p p i n g  t h e  f r a c t u r e  w i t h  l a r g e  h i g h  

s t r e n g t h  p a r t i c l e s .

I n  c o n t r a s t ,  l i t t l e  im p ro v em e n t  i n  t h e  p r o d u c t i v i t y  

o f  t h e  w e l l  i s  g a i n e d  by  i n c r e a s i n g  t h e  r e l a t i v e  c o n d u c t i v i t y  

o f  s h o r t  f r a c t u r e s .  T h i s  i s  b e c a u s e  o f  t h e  u n d i s t r i b u t e d  

f o r m a t i o n  b e y o n d  t h e  e n d  o f  t h e  f r a c t u r e  c o n t r o l s  t h e  r a t e  

o f  f l o w .
17I n  1 9 6 3 ,  S c o t t  e x a m in e d  t h e  t r a n s i e n t  p r e s s u r e  b e ­

h a v i o r  o f  w e l l s  i n t e r s e c t e d  by  a  v e r t i c a l  f r a c t u r e ;  he  u s e d  

a  h e a t  f l o w  a n a l o g y .  R e s u l t s  a r e  c o r r e l a t e d  i n  t e r m s  o f  

d i m e n s i o n l e s s  p r e s s u r e  c h a n g e  and  d i m e n s i o n l e s s  t r a n s i e n t  

t i m e .  Use o f  S c o t t ' s  c u r v e s  p r o v i d e  a  means  o f  d e t e r m i n i n g  

r e s e r v o i r  p e r m e a b i l i t y ,  e f f e c t i v e  w e l l b o r e  r a d i u s ,  and  f r a c ­

t u r e  l e n g t h .

A h e a t  f l o w  m o d e l  was c o n s t r u c t e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  

a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  p r e s s u r e  t r a n s i e n t  t h e o r y  t o  v e r t i c a l l y  

f r a c t u r e d  w e l l s .  A c o m p l e t e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  m o d e l  i s  

p r e s e n t e d  i n  r e f e r e n c e  1 7 .  F o r  t h e  t e s t ,  t h e  s i m u l a t e d  f r a c ­

t u r e  w e l l  was  i n s e r t e d  i n t o  t h e  r e s e r v o i r  c o n t a i n e r .  T h e n ,  

g r a n u l a r  m a t e r i a l  o f  low c o n d u c t i v i t y  was  p o u r e d  i n t o  t h e  

c o n t a i n e r  and v i b r a t e d  t o  a u n i f o r m  p a c k i n g .  T h e r e  t h e  r e s e r ­

v o i r  was  b r o u g h t  t o  a u n i f o r m  t e m p e r a t u r e  i n  an  a i r  b a t h .

S c o t t  f o u n d ,  a s  P r a t s  a l s o  f o u n d ,  t h a t  f o r  h i g h  c a p a c i t y
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f r a c t u r e s ,  t h e  e f f e c t i v e  w e l l b o r e  r a d i u s  i s  a b o u t  o n e - f o u r t h  

o f  t h e  t o t a l  f r a c t u r e  l e n g t h .  E f f e c t i v e  w e l l b o r e  r a d i i  i n  

S c o t t ' s  e x p e r i m e n t s  w e r e  f o u n d  t o  b e  h i g h e r  t h a n  t h o s e  com­

p u t e d  by P r a t s  f o r  low c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e s .  He a t t r i b u t e d  

t h a t  d i f f e r e n c e  t o  t h e  p h y s i c a l  s i z e  o f  t h e  h e a t i n g  w i r e s  

u s e d  i n  t h e  e x p e r i m e n t .  I t  was c o n c l u d e d  t h a t  t h e  v e r t i c a l  

f r a c t u r e  c a u s e s  a  c h a n g i n g  s l o p e  o f  t h e  t r a n s i e n t  p r e s s u r e  

c u r v e  i n  f r a c t u r e d  w e l l s .  I n  a d d i t i o n ,  t r a n s i e n t  p r e s s u r e  

b e h a v i o r  o f  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s  may be  r e l a t e d  t o  

d i m e n s i o n l e s s  p r e s s u r e  c u r v e s  t o  d e t e r m i n e  f o r m a t i o n  p e r m e a ­

b i l i t y ,  e f f e c t i v e  w e l l b o r e  r a d i u s ,  and  f r a c t u r e  l e n g t h .
18T i n s l e y ,  W i l l i a m s ,  T i n e r  and  M alone  h a v e  i n v e s t i g a t e d  

t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  on  s t a e d y - s t a t e  p r o d u c t i o n  

i n c r e a s e  by u s e  o f  e l e c t r o l y t i c  a n a l o g u e ,  i n  w h i c h  a  c o n d u c ­

t i v e  s o l u t i o n  r e p r e s e n t s  a  u n i f o r m  i s o t r o p i c  p o r o u s  m e d i a .

They  c o n s i d e r e d  a  v e r t i c a l  f r a c t u r e  w i t h  c o n s t a n t  w i d t h  i n  

a  hom ogeneous  f o r m a t i o n  p r o d u c i n g  a s i n g l e  i n c o m p r e s s i b l e  

f l u i d  u n d e r  a  s t e a d y - s t a t e  c o n d i t i o n .  The  m o d e l  c o n s t r u c t e d  

f o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s  was  g e o m e t r i c a l l y  s i m i l a r  t o  a  p r o d u c i n g  

w e l l  w i t h  a  c i r c u l a r  b o u n d a r y  d r a i n a g e .  The  m o d e l  was b u i l t  

w i t h  a l l  d i m e n s i o n s  s c a l e d  t o  1 / 1 0 0  o f  t h e  p r o t o t y p e .  The 

d i a m e t e r  w a l l  was  a  n o n - c o n d u c t i v e  s h e e t  o f  a c r y l i c  p l a s t i c ,  

an d  t h e  s e m i c i r c u l a r  c o n d u c t i v e  w e l l  was a lum inum .  The w e l l ­

b o r e  was r e p r e s e n t e d  by a  v e r t i c a l  w i r e  . 0 3 1  i n c h  d i a m e t e r .

The f r a c t u r e s  t o  b e  t e s t e d  w e r e  c o n s t r u c t e d  on  a  s h e e t  o f  

p l a s t i c .  T h i s  s h e e t  c o u l d  be  i n s e r t e d  v e r t i c a l l y  i n t o  t h e
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m o d e l  and  c l a m p e d  a g a i n s t  t h e  d i a m e t e r  w a l l .  The f l u i d  u s e d  

i n  t h e  m o d e l  f o r  a l l  t e s t s  was  d i s t i l l e d  w a t e r .

T i n s l e y ,  ejb c o n c l u d e d  t h a t  p r o d u c t i v i t y  i n c r e a s e

i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  r a t i o  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  t o  f o r m a t i o n  

h e i g h t .  S t e a d y  s t a t e  p r o d u c t i v i t y  c u r v e s  o f  t h i s  f u n c t i o n  

show ed  l o w e r  p o r d u c t i v i t y  i n c r e a s e  v a l u e s  t h a n  t h e  u n s t e a d y -  

s t a t e  p u b l i s h e d  c u r v e s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  p r o d u c t i v i t y  i n ­

c r e a s e  r a t i o  f o r  a  g i v e n  f r a c t u r e  d e c r e a s e s  a s  t h e  f r a c t u r e  

l o c a t i o n  d e p a r t s  f rom  t h e  c e n t e r  l i n e  o f  t h e  f o r m a t i o n  i n t e r v a l .  

H o w ev e r ,  f o r  f r a c t u r e s  l e s s  t h a n  f i v e  h u n d r e d  f e e t  i n  l e n g t h ,  

t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  l o c a t i o n  upon  p r o d u c t i v i t y  i n d e x  i s  

n e g l i g i b l e .

I n  1 9 7 7 ,  Ming Mao^® s t u d i e d  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  v e r t i ­

c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e s  

by r e l a t i n g  p o t e n t i o m e t r i c  and  com pu ted  r e s u l t s .  By a s s u m i n g  

a  w e l l  i n t e r c e p t e d  by v e r t i c a l  f r a c t u r e  i s  i n  t h e  c e n t e r  

o f  a  d r a i n a g e  s y s t e m  w i t h  c o n s t a n t  p r e s s u r e  on  t h e  o u t e r  

b o u n d a r y ,  p o t e n t i o m e t r i c  m o d e l  was c o n s t r u c t e d  s i m i l a r  t o  

t h e  m o d e l  p r e s e n t e d  by  T i n s l e y ,  e t  S t u d i e s  w e r e  a l s o

made f ro m  a  s t a e d y - s t a t e  f i n i t e - e l e m e n t  c o m p u t e r  m o d e l .

Mao c o n c l u d e d  t h a t  t h e  p r o d u c t i v i t y  o f  v e r t i c a l l y  

f r a c t u r e d  w e l l s  a r e  b e s t  p r e s e n t e d  i n  t e r m s  o f  e f f e c t i v e  

w e l l b o r e  r a d i u s  v e r s u s  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y .  T h i s  a p p e a r s  

t o  c o r r e l a t e  e f f e c t s  o f  f r a c t u r e  l e n g t h  t o  d r a i n a g e  r a d i u s  

f o r  e a c h  v a l u e  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  t o  f o r m a t i o n  h e i g h t  r a t i o .

He a l s o  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  s t u d i e s  by M cG u i r e ,  e t  a l ,  and
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2 0Raymond a n d  B i n d e r  a p p e a r  t o  b e  r o u g h  a p p r o x i m a t i o n s .  Re­

s u l t s  o f  M a o ' s  s t u d y  f rom  b o t h  t h e  p o t e n t i o m e t r i c  m o d e l  and 

t h e  f i n i t e - e l e m e n t  m o d e l ,  f i t  b e t w e e n  P r a t s  a n a l y t i c a l  s o l u ­

t i o n s  and  t h e  T i n s l e y ,  e t  e l e c t r o l y t i c  m ode l  s t u d i e s .

2 . 3  N u m e r i c a l  S o l u t i o n

The  f i r s t  c o m p r e h e n s i v e  t r e a t m e n t  o f  t h e  p r e s s u r e

b e h a v i o r  o f  a  f r a c t u r e d  w e l l  was p r e s e n t e d  by R u s s e l l  and  
21T r u i t t  i n  1 9 6 4 .  They e x a m i n e d  t h e  p r e s s u r e  b e h a v i o r  o f  

f r a c t u r e d  w e l l s  o f  i n f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  l o c a t e d  i n  a  c l o s e d  

s q u a r e  r e s e r v o i r  u s i n g  a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  m o d e l .  They  c o n ­

s i d e r e d  a  h o m o g e n e o u s ,  i s o t r o p i c  f o r m a t i o n  i n  t h e  fo rm  o f  

a c l o s e d  s q u a r e  c o m p l e t e l y  f i l l e d  w i t h  a s l i g h t l y  c o m p r e s s i b l e  

f l u i d  o f  c o n s t a n t  v i s c o s i t y .  P r e s s u r e  g r a d i e n t s  w e re  t o  

b e  s m a l l  e v e r y w h e r e  and g r a v i t y  e f f e c t s  w e r e  n e g l e c t e d .  The 

p l a n e  o f  t h e  f r a c t u r e  was  l o c a t e d  s y m e t r i c a l l y  w i t h i n  t h e
I

r e s e r v o i r  a n d  p a r a l l e l  t o  o n e  o f  t h e  s i d e s  o f  t h e  s q u a r e  

b o u n d a r y .  The f r a c t u r e  e x t e n d e d  t h r o u g h o u t  t h e  v e r t i c a l  

e x t e n t  o f  t h e  f o r m a t i o n  and  p r o d u c t i o n  a t  a  c o n s t a n t  r a t e  

was o n l y  t h r o u g h  t h e  f r a c t u r e .  The  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w h ic h  

d e s c r i b e  t h e  p h y s i c a l  s i t u a t i o n  o f  i n t e r e s t  w e r e  s p e c i f i e d .  

S i n c e  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  a n a l y t i c a l l y  f o r  

t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e  t w o - d i m e n s i o n - f i n i t e  d i f f e r e n c e  

a n a l o g  was w r i t t e n ,  and t h e  p r o b l e m  was s o l v e d  n u m e r i c a l l y .

R u s s e l l  and  T r u i t t  co m p u ted  t h e  p r e s s u r e  a t  t h e  w e l l ­

b o r e  a s  a f u n c t i o n  o f  t i m e  and f r a c t u r e  p e n e t r a t i o n  r a t i o .

They  d e m o n s t r a t e d  t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  l e n g t h  on  t h e  drawdown
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a n d  b u i l d u p  b e h a v i o r  o f  a  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l  f o r  a 

w i d e  v a r i e t y  o f  c o n d i t i o n s .  They  c o n c l u d e d  t h a t  i n  a  v e r t i ­

c a l l y  f r a c t u r e d  s y s t e m ,  t h e  t r a n s i e n t  f l o w  r e g i m e  i s  c h a r a c t ­

e r i z e d  by a r e g i o n  n e a r  t h e  f r a c t u r e  w h e r e  t h e  f l o w  i s  

p r a c t i c a l l y  l i n e a r .  T h u s ,  p r e s s u r e  a n a l y s i s  m e t h o d s  b a s e d  

o n  r a d i a l  f l o w  t h e o r y  a r e  somewhat i n a c c u r a t e .  The  d e g r e e  

o f  i n a c c u r a c y  i n v o l v e d  d e p e n d s  on  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  l i n e a r  

f l o w  r e g i o n ,  i . e . ,  t h e  d e p t h  o f  p e n e t r a t i o n  o f  t h e  f r a c t u r e  

i n t o  t h e  f o r m a t i o n .  The  amount o f  f r a c t u r e  p e n e t r a t i o n  a l s o

e f f e c t s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  f r a c t u r e  l e n g t h  and  t h e  d e t e r m i n a -
22t i o n  o f  a v e r a g e  r e s e r v o i r  p r e s s u r e .  I n  1 9 6 8 ,  C l a r k  e x t e n d e d

t h i s  s t u d y  t o  d e t e r m i n a t i o n s  o f  f r a c t u r e  l e n g t h .
23I n  1 9 6 9 ,  W a t t e n b a r g e r  and  Ramey e x t e n d e d  t h e  t h e o r y  

o f  f r a c t u r e d  g a s  w e l l  t e s t i n g  t o  t h e  f l o w  o f  r e a l  g a s e s .

They  d e t e r m i n e d  t h e  e f f e c t s  o f  w e l l b o r e  s t o r a g e  and  t u r b u l e n c e  

on  w e l l t e s t  i n t e r p r e t a t i o n  by  u s i n g  a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  m ode l  

t o  s i m u l a t e  w e l l t e s t  c o n d i t i o n s .  The e m p h a s i s  h a s  b e e n  p u t  

on  t h e  e a r l y  t r a n s i e n t  b e h a v i o r  b e f o r e  t h e  e f f e c t s  o f  o u t e r  

b o u n d a r y  a r e  n o t i c a b l e  a t  t h e  w e l l b o r e .  T h e i r  m a t h e m a t i c a l  

m o d e l  c o n s i d e r s  t h e  w e l l  i s  c e n t e r e d  i n  a  c i r c u l a r  u n i f o r m  

r e s e r v o i r .  A v e r t i c a l  f r a c t u r e  o f  i n f i n i t e  f l o w  c a p a c i t y  

p e n e t r a t e s  t h e  f o r m a t i o n  and  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  w e l l b o r e .

The e q u a t i o n  f o r  t h e  f l o w  o f  r e a l  g a s  ( p s e u d o - p r e s s u r e  m ( p ) )  

i s  u s e d .  B e f o r e  a p p l y i n g  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  t o  t h e  m o d e l ,  

a c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  was made .  The  c o o r d i n a t e  t r a n s ­

f o r m a t i o n  i s  a  c o n fo rm e d  m a p p in g  t h a t  h a s  c e r t a i n  c o m p u t a t i o n a l
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a d v a n t a g e s .

W a t t e n b a r g e r  and Ramey c o n c l u d e d  t h a t  t h e  drawdown 

t e s t i n g  f o r  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  

t h e  r e a l  g a s  c a s e  by u s i n g  t h e  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n .

The s t a b i l i z e d  t u r b u l e n c e  c a n  b e  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  

e f f e c t i v e  w e l l b o r e  r a d i u s  o f  a  f r a c t u r e d  w e l l .  T h e y ,  a l s o ,  

a d d ed  t h a t  t u r b u l e n c e  w i t h i n  t h e  f r a c t u r e  i t s e l f  i s  s o m e t im e s

m ore  i m p o r t a n t  t h a n  t u r b u l e n c e  w i t h i n  t h e  f o r m a t i o n .
24M orse  and Van G o n te n  s t u d i e d  t h e  p r o d u c t i v i t y  o f  

v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s  p r i o r  t o  s t a b i l i z e d  f l o w .  N u m e r i ­

c a l  s i m u l a t i o n  was  u s e d  t o  s o l v e  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  

t h e  p r o d u c t i o n  r a t e  and t i m e .  They  c o n s i d e r e d  b o t h  c o n s t a n t  

r a t e  and  c o n s t a n t  w e l l b o r e  p r e s s u r e ,  a  s q u a r e d  d r a i n a g e  a r e a  

w i t h  c l o s e d  b o u n d a r y ,  and  f r a c t u r e s  o f  v a r i o u s  l e n g t h s .  They 

c o n c l u d e d  t h a t  t h e  e s t i m a t e s  o f  s e m i - s t e a d y  s t a t e  p r o d u c t i o n  

r a t e s  f o r  f r a c t u r e d  r e s e r v o i r s  a r e  a d e q u a t e  w h e re  t h e  f o r m a ­

t i o n  p e r m e a b i l i t y  i s  more  t h a n  t e n  md. F o r  r e s e r v o i r s  o f  

v e r y  low p e r m e a b i l i t y ,  p r o d u c t i o n  r a t e s  w i l l  b e  g r o s s l y

p e s s i m i s t i c  d u r i n g  t h e  f i r s t  y e a r s  o f  p r o d u c t i o n .
25 26L ocke  and Saw ye r  ' s t u d i e d  t h e  t r a n s i e n t  p r e s s u r e  

b e h a v i o r  o f  f i n i t e - c o n d u c t i v i t y  v e r t i c a l  f r a c t u r e s  i n  g a s  

w e l l s  i n  1 9 7 3 .  T hey  u s e d  t h e  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n  and t y p e  

c u r v e  a n a l y s i s  t o  p e r f o r m  t h e  s t u d y .  T h e i r  s o l u t i o n s  c a n n o t  

be  u s e d  t o  a n a l y z e  t r a n s i e n t  p r e s s u r e  d a t a  i n  f r a c t u r e d  w e l l s  

b e c a u s d e  o n l y  s p e c i f i c  c a s e s  w e r e  p r e s e n t e d .

C i n c o , _et a J .  , s t u d i e d  t h e  t r a n s i e n t  p r e s s u r e  b e h a v i o r
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î o r  a  w e l l  w i t h  a  f i n i t e - c o n d u c t i v i t y  v e r t i c a l  f r a c t u r e  i n  

1 9 7 8 .  T h e y  d e v e l o p e d  a  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  t o  s t u d y  t h e  

p r e s s u r e  b e h a v i o r  o f  a  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l  w i t h  f i n i t e  

c o n d u c t i v i t y  i n  an  i n f i n i t e  r e s e r v o i r .  T h e y  c o n s i d e r e d  t h e  

r e s e r v o i r  c o n t a i n s  a  s l i g h t l y  c o m p r e s s i b l e  f l u i d  w i t h  c o n ­

s t a n t  v i s c o s i t y  and  t h e  f l u i d  p r o d u c e d  t h r o u g h  t h e  f i n i t e  

c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e  w h i c h  i s  f u l l y  p e n e t r a t i n g  t h e  f o r m a ­

t i o n .

C i n c o ,  e t  a J ,  p r o v i d e d  a  g e n e r a l  s o l u t i o n  t h a t  c o u l d  

b e  a p p l i e d  t o  a n a l y z e  t r a n s i e n t  p r e s s u r e  d a t a  f o r  w e l l s  w i t h  

a  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  v e r t i c a l  f r a c t u r e .  T h e  s o l u t i o n  c a n  

b e  c o r r e l a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  c o n d u c ­

t i v i t y .  A d e c r e a s e  i n  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  

may b e  c a u s e d  by  e i t h e r  i n c r e a s e  i n  f r a c t u r e  l e n g t h  o r  d e c r e a s e  

i n  f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  o r  b o t h .  F o r  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  

c o n d u c t i v i t y  v a l u e s  g r e a t e r  t h a n  3 0 0 ,  t h e  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  

s o l u t i o n s  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h e  i n f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  v e r t i c a l  

f r a c t u r e  s o l u t i o n  o f  G r i n g a r t e n ,  e ^  a l .

T h e y ,  a l s o ,  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  u n i f o r m  f l u x  s o l u t i o n  

o f  G r i n g a r t e n ,  e t  f o l l o w s  a  f i n i t e  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y

s o l u t i o n  o f  d i m e n s i o n l e s s  c o n d u c t i v i t y  e q u a l s  a  4 . 4  a t  l a r g e  

v a l u e s  o f  t i m e .  P r e s s u r e  d a t a  f o r  a  w e l l  w i t h  a  low f r a c t u r e  

c o n d u c t i v i t y  d o e s  n o t  e x h i b i t  a  o n e - h a l f  s l o p e  s t r a i g h t  l i n e  

o n  l o g - l o g  g r a p h .
2 SN a r a s i m h a n  and  P o l e n  s t u d i e d  f l u i d  f l o w  t o  a  w e l l  

i n t e r c e p t i n g  a  v e r t i c a l  f r a c t u r e .  A n u m e r i c a l  m e t h o d ,  b a s e d
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on  an i n t e g r a l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  a p p r o a c h  i s  u s e d .  The  i n v e s ­

t i g a t e d  w e l l  i n t e r c e p t i n g  f r a c t u r e s ,  i n  g e n e r a l ,  an d  v e r t i c a l  

f r a c t u r e s ,  i n  p a r t i c u l a r .  F i n i t e  c o n d u c t i v i t y ,  w e l l b o r e  s t o r ­

a g e ,  d a m a g e ,  and  f r a c t u r e  d e f o r - m a b i l i t y  a r e  h a n d l e d .  They  

p r o v i d e  a  g e n e r a l  p u r p o s e  t o o l  f o r  s t u d y i n g  t h e  p r e s s u r e  

r e s p o n s e  i n  f i n i t e  d i a m e t e r  w e l l b o r e s  w h i c h  i s  t h e  i n t e g r a l  

n u m e r i c a l  m e th o d  d e s c r i b e d  i n  t h e i r  p a p e r .  R e s u l t s  a r e  a l ­

r e a d y  p u b l i s h e d  i n  some o f  t h e  l i t e r a t u r e .
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STATEMENT OF THE PROBLEM

The w e l l  i s  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  i n  t h e  c e n t e r  o f  

a  s q u a r e  r e s e r v o i r  and p r o d u c i n g  a t  c o n s t a n t  b o t t o m  h o l e  

p r e s s u r e  u n d e r  u n s t e a d y - s t a t e  c o n d i t i o n s .  The  r e s e r v o i r  

i s  h e t e r o g e n o u s ,  i . e . ,  i n c l u d e s  two l a y e r s ,  d i f f e r e n t  p o r o ­

s i t y ,  and  p e r m e a b i l i t y  i n  e a c h  l a y e r .  F u r t h e r ,  t h e  i n n e r  

b o u n d a r y  b e tw e e n  t h e  two l a y e r s  c an  b e  e i t h e r  a c r o s s - f l o w  

o r  no c r o s s  f l o w  b o u n d a r y .  The a b o v e ,  b e l o w ,  and o u t e r  s q u a r e  

b o u n d a r i e s  o f  t h e  r e s e r v o i r  a r e  no f l o w  b o u n d a r i e s .  The 

f r a c t u r e  e x t e n d s  an  e q u a l  d i s t a n c e s  on b o t h  s i d e s  f rom  t h e  

w e l l b o r e  . The f r a c t u r e  i s  p r o p p e d  and  h a s  a f i n i t e  f l o w  

c a p a c i t y  o f  (wk^) and  h e i g h t  h^  w h ic h  i s  d i f f e r e n t  f rom  t h e  

t o t a l  f o r m a t i o n  h e i g h t  ( h ) .

The p r o b le m  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  w e l l  p e r f o r m a n c e  i n  

l a y e r e d  f o r m a t i o n s  a f t e r  t h e  f r a c t u r i n g  t r e a t m e n t  c o n s i d e r i n g  

n o n - D a r c y  f l o w  and f r a c t u r e  c l o s u r e  e f f e c t s .  I n  a d d i t i o n ,  

t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  on  w e l l  p e r f o r m a n c e  i s  t o  b e  

i n v e s t i g a t e d .  The  r e s u l t s  a r e  t o  b e  d e t e r m i n e d  u s i n g  a 

n u m e r i c a l  m o d e l .

The s y s t e m  may b e  f u r t h e r  s i m p l i f i e d  by t h e  f o l l o w i n g  

a s s u m p t i o n s :

24
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1 )  S i n g l e  p h a s e  f l o w  e x i s t s .

2 )  G r a v i t y  f o r c e s  a r e  n e g l e c t e d .
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HYDRAULIC FRACTURE GEOMETRY

H y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  i s  t h e  c r e a t i o n ,  p r o p o g a t i o n  

and p r e s e r v a t i o n  o f  a  f r a c t u r e  i n  a  r e s e r v o i r  f o r m a t i o n .

I n  t h e  p r o c e s s  o f  h y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  t r e a t m e n t s ,  t h e  f r a c ­

t u r i n g  f l u i d  i s  i n j e c t e d  i n t o  t h e  b o r e  h o l e  and  p r e s s u r i z e d .  

When t h e  b o t t o m  h o l e  p r e s s u r e  r e a c h e s  t h e  d e s i g n e d  t r e a t i n g  

p r e s s u r e ,  r e s e r v o i r  r o c k s  b r e a k  down and  a  h y d r a u l i c  f r a c ­

t u r e  i s  i n i t i a t e d .  F u r t h e r  i n j e c t i o n  o f  f r a c t u r i n g  f l u i d s  

r e s u l t s  i n  f r a c t u r e  e x t e n s i o n .  The  f r a c t u r e  g r o w t h  d e p e n d s  

on  t r e a t m e n t ,  f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s ,  i n j e c t i o n  r a t e ,  and  t o t a l  

i n j e c t e d  v o l u m e .  I n  o r d e r  t o  k e e p  t h e  f r a c t u r e  o p e n ,  t h e  

p r o p p i n g  a g e n t  i s  pumped i n t o  t h e  f o r m a t i o n .  S e v e r a l  d i f ­

f e r e n t  p r o p p a n t s  a r e  u s e d  d e p e n d i n g  on  t h e  c l o s u r e  s t r e s s  

i n  t h e  f r a c t u r e .  I n  d e e p  w e l l s  w h e r e  c l o s u r e  s t r e s s  i s  s e v e r e ,  

t h e  s u p e r  p r o p  i s  u s u a l l y  t h e  o n l y  a l t e r n a t i v e  t o  s a n d .  In  

a d d i t i o n  t o  p r e v e n t i n g  t h e  f r a c t u r e  f rom  c l o s i n g ,  t h e  p r o p p i n g  

a g e n t s  a l s o  p r o v i d e  a  h i g h l y  c o n d u c t i v e  c o n d u i t  f o r  t h e  r e s e r ­

v o i r  f l u i d s  t o  f l o w .  T h e  f i n a l  r e s u l t  o f  a  h y d r a u l i c  f r a c ­

t u r i n g  p r o c e s s  i s  a  p r o p p e d  f r a c t u r e .

E f f e c t i v e n e s s  o f  h y d r a u l i c a l l y  c r e a t e d  f r a c t u r e  i s  

e v a l u a t e d  by  t h e  r e a l  e x t e n t  o f  t h e  f r a c t u r e  and  by  t h e

2 6
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f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  p o s t - f r a c t u r i n g  

p r o d u c t i o n  i s  an i m p o r t a n t  f a c t o r  t o  j u s t i f y  a  s u c c e s s f u l  

f r a c t u r i n g  t r e a t m e n t .  At t h e  p r e s e n t  t i m e ,  no o n e  c a n  d e t e r ­

m in e  e x a c t l y  t h e  f r a c t u r e  c o n f i g u r a t i o n .  One o f  t h e  b e s t  

ways  t o  o b t a i n  some i n f o r m a t i o n  a b o u t  f r a c t u r e  l e n g t h  and  

i t s  c o n d u c t i v i t y  i s  f r o m  p r e s s u r e  and  p r o d u c t i o n  a n a l y s i s .

The  l a b o r a t o r y  t e s t s  and  s i m u l a t i o n s  a r e  a n o t h e r  i m p o r t a n t  

s o u r c e  f o r  o b t a i n i n g  i n f o r m a t i o n  a b o u t  h y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  

by  m eans  o f  m o d e l i n g  t h e  r e s e r v o i r  c o n d i t i o n s .  The SPE

M on o g rap h ,  Volume 2 ,  " H y d r a u l i c  F r a c t u r i n g , "  by Howard and
2 8

F a s t ,  i s  a good  s o u r c e  o f  p e r t i n e n t  i n f o r m a t i o n .  T h i s  

s e c t i o n  p r o v i d e s  a  d e s c r i p t i o n  o f  v e r t i c a l  f r a c t u r e  s y s t e m  

a s  w e l l  a s  a  b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  e f f e c t  o f  t r e a t m e n t  p a r a ­

m e t e r s  on  t h e  f r a c t u r e  c o n f i g u r a t i o n .

4 . 1  F r a c t u r e  F o r m in g  and P r o p p i n g

E s s e n t i a l l y ,  t h e  p r o c e s s  o f  h y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  c o n ­

s i s t s  o f  i n j e c t i n g  a f l u i d  i n t o  t h e  w e l l b o r e  and  p r e s s u r i z i n g  

i t  u n t i l  t h e  i n d u c e d  s t r e e s e s  e x c e e d  t h e  i n - s i t u  s t r e s s e s  

o f  t h e  f o r m a t i o n .  At t h i s  p o i n t ,  a  s u d d e n  m a j o r  p r e s s u r e

d r o p  w i l l  b e  o b s e r v e d  w h i c h  i n d i c a t e  a  f r a c t u r e  i n i t i a t i o n .
29

H u b b e r t  and  W i l l i s ,  s t u d i e d  c o m p r e h e n s i v e l y  t h e  m e c h a n i c s  

o f  h y d r a u l i c  f r a c t u r i n g .  I t  was  s u g g e s t e d  t h a t  a  f r a c t u r e  

i s  i n i t i a t e d  and  e x t e n d e d  i n  a  p l a n e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  

l e a s t  i n - s i t u  c o m p r e s s i o n  p r i n c i p l e  s t r e s s  a s  shown i n  

F i g u r e  4 . 1 .  I n  g e n e r a l ,  t h e  p l a n e  o f  h y d r a u l i c  f r a c t u r e  

i s  e i t h e r  p a r a l l e l ,  i n c l i n e d ,  o r  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  a x i s
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wellbore —

vertical fracture

least principle stress

Figure 4.1 Fracture plane related to the least principle stress
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o f  t h e  b o r e h o l e .  T h u s ,  t h e s e  f r a c t u r e s  w i l l  b e  v e r t i c a l ,  

a n g u l a r ,  and  h o r i z o n t a l  f r a c t u r e  r e s p e c t i v e l y  a s  shown i n  

F i g u r e  4 . 2 .
30D a n e s h y  e x t e n d e d  t h i s  w ork  on  t h e  s u b j e c t  o f  f r a c ­

t u r e  g e o m e t r y  and  i t s  o r i e n t a t i o n  by  m ean s  o f  m a t h e m a t i c a l  

m o d e l s  and  e x p e r i m e n t a l  t e s t s .  I t  was  c o n c l u d e d  t h a t  b o t h  

i n i t i a t i o n  an d  e x t e n s i o n  o f  v e r t i c a l  f r a c t u r e s  a r e  c a u s e d  

by  p u r e l y  t e n s i l e  f a i l u r e  o f  t h e  b o r e h o l e  w a l l  and  t h e  s u r ­

r o u n d i n g  f o r m a t i o n .  I t  was  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  a p p e a r a n c e  

o f  a  v e r t i c a l  f r a c t u r e  a t  t h e  w e l l b o r e  i s  n o t  s u f f i c i e n t  

t o  i n s u r e  a  v e r t i c a l  f r a c t u r e ,  and  t h a t  a  f r a c t u r e  c a n  c h a n g e  

d i r e c t i o n  away f rom  t h e  w e l l b o r e .  T h i s  c h a n g e  o f  d i r e c t i o n  

c a n  p r e v e n t  a  sm o o th  f r a c t u r e  and  c a u s e  s a n d - o u t s .

F o l l o w i n g  f r a c t u r e  i n i t i a t i o n  i s  t h e  f r a c t u r e  e x t e n ­

s i o n  s t a g e .  At t h i s  p o i n t ,  h y d r a u l i c  p r e s s u r e  i s  c o n t i n u o u s l y  

a p p l i e d  t o  t h e  f r a c t u r e  f a c e  t o  h o l d  t h e  f r a c t u r e  o p e n .  In  

t h i s  s t a g e ,  t h e  f r a c t u r e  g e o m e t r y  c h a n g e s  w i t h  t h e  i n c r e a s e  

o f  t h e  t o t a l  i n j e c t e d  v o lu m e .  T h i s  g e o m e t r i c  c h a n g e  d e p e n d s  

on  t r e a t m e n t  p a r a m e t e r s  ( v i s c o s i t y ,  l e a k - o f f ,  i n j e c t i o n  r a t e ,  

e t c . )  and  f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s .  The f r a c t u r e  w i l l  c o n t i n u e  

t o  e x t e n d  a s  l o n g  a s  t h e  p r e s s u r e  a p p l i e d  a t  t h e  t i p  o f  t h e  

f r a c t u r e .  T he  f i n a l  s t a g e  i s  p r o p p i n g  t h e  c r e a t e d  f r a c t u r e .  

The m a in  p u r p o s e  f o r  u s i n g  t h e  p r o p p i n g  a g e n t  i s  t o  p r e v e n t  

t h e  f r a c t u r e  f rom  c l o s i n g .

4 . 2  F r a c t u r e  A r e a

F r a c t u r e  a r e a  i s  d e f i n e d  a s  t h e  p r o d u c t  o f  f r a c t u r e
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Vertical fracture Horizontal fracture Angular fracture

Figure 4.2 Fracture Orientation
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l e n g t h  a n d  f r a c t u r e  h e i g h t .  S i n c e  t h e  e x t e n t  o f  f r a c t u r e  

i n c r e a s e s  w i t h  t i m e ,  t h e  f r a c t u r e  a r e a  i s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e .  

F o r  a  c e r t a i n  f r a c t u r e  a r e a ,  f r a c t u r e  l e n g t h  d e p e n d s  o n  f r a c ­

t u r e  h e i g h t .  F o r  m o s t  c a s e s ,  f r a c t u r e  h e i g h t  i s  d e t e r m i n e d  

by  t h e  u p p e r  an d  l o w e r  b o u n d a r y  o f  t h e  f r a c t u r e d  f o r m a t i o n .

F o r  s i m p l i c i t y ,  i t  was  a l w a y s  a s s u m e d  t h a t  f r a c t u r e  h e i g h t  

e q u a l s  f o r m a t i o n  h e i g h t .  I n  t h e  p r e s e n t  w o r k ,  t h i s  a s s u m p t i o n  

i s  no l o n g e r  h e l d .

One o f  t h e  t r e a t i n g  p a r a m e t e r s  w h i c h  e f f e c t s  f r a c t u r e  

e x t e n t  g r e a t l y  i s  t h e  i n j e c t i o n  r a t e .  H ig h  i n j e c t i o n  r a t e

w i l l  o f t e n  i n c r e a s e  i n j e c t i o n  t r e a t i n g  p r e s s u r e  and  e x t e n t
31f r a c t u r e  a r e a .  S en d d o n  p r e s e n t e d  a  m a t h e m a t i c a l  e x p r e s ­

s i o n  f o r  h y d r a u l i c  f r a c t u r e  e x t e n s i o n .  T h i s  e x p r e s s i o n  i s  

g i v e n  a s :

“  I ,  ( 1 - v i i )   ( 4 - 1 )

i n  w h i c h :

V = P o i s s o n ' s  r a t i o  o f  t h e  m a t e r i a l

S = L e a s t  p r i n c i p l e  s t r e s s

P = P r e s s u r e  n e e d e d  f o r  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  f r a c t u r e

^  = S p e c i f i c  g r a v i t y  o f  f r a c t u r i n g  f l u i d .

O b v i o u s l y ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s  b a s e d  o n  some assum p­

t i o n s .  T h e  f o r m a t i o n  i s  a ssum ed  t o  b e  h o m o g e n eo u s ,  i s o t r o p i c ,  

l i n e r a l y  e l a s t i c ,  and  i m p e r m e a b l e  t o  f r a c t u r i n g  f l u i d s .  The 

l a s t  a s s u m p t i o n  made  t h e  u s e  o f  t h i s  e q u a t i o n  l i m i t e d  i n  

f i e l d  a p p l i c a t i o n s .  The e f f e c t  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  i s  n o t
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i n c l u d e d  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  w h i c h  i s  a  tw o d i m e n s i o n a l  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f r a c t u r e .

4 . 3  F r a c t u r e  W id th

G e n e r a l l y ,  f r a c t u r e  w i d t h  c a l c u l a t i o n s  a i d  i n  e s t a b ­

l i s h i n g  t h e  r e q u i r e d  i n j e c t i o n  r a t e  f o r  a  c e r t a i n  t r e a t m e n t .  

I t  i s  a l s o  an i m p o r t a n t  f a c t o r  i n  o p t i m i z i n g  f r a c t u r i n g  d e ­

s i g n .  F r a c t u r e  w i d t h  i s  a  f u n c t i o n  o f  b o t h  f o r m a t i o n  c h a r a c ­

t e r i s t i c s  and  t r e a t i n g  p a r a m e t e r s .  I n  o t h e r  w o r d s ,  f r a c ­

t u r e  w i d t h  d e p e n d s  on r o c k  e l a s t i c i t y ,  i n j e c t i o n  r a t e ,  f r a c ­

t u r i n g  f l u i d  p r o p e r t i e s ,  and f r a c t u r e  a r e a .
32 *P e r k i n s  and  K ern  w e r e  f i r s t  t o  d e r i v e  t h e  e x p r e s s i o n  

f o r  c a l c u l a t i n g  f r a c t u r e  w i d t h  i n  a  v e r t i c a l  f r a c t u r e ;  f o r  

N e w t o n i a n  f l u i d s  i n  l a m i n a r  f l o w ;

^ I ^ ^ f  • iW = 0 . 0 2  [ — --------   r .................................................................( 4 . 2 )
E

N e w t o n i a n  f l u i d s  i n  t u r b u l e n t  f l o w :
2

E h.

Q i  y L f  i
W = 0 . 0 3 3  [ — -------   r ................................................................ ( 4 . 3 )

‘f
C o n d i t i o n s  f o r  l a m in a , r  and  t u r b u l e n t  f l o w :  

q 7
  £  0 . 3 2  l a m i n a r ............................................................ ( 4 . 4 )
h j  VI

q I  7
  > 0 . 3 2  t u r b u l e n t . - . - . - . - . ..................................... ( 4 . 5 )
h^ y

i n  w h i c h

W = Maximum f r a c t u r e  w i d t h  a t  t h e  w e l l b o r e ,  f t .

Q j  = I n j e c t i o n  r a t e ,  b b l / m i n .
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S e v e r a l  a s s u m p t i o n s  w e re  made i n  d e v e l o p i n g  t h e  a b o v e  

e x p r e s s i o n  o f  f r a c t u r e  w i d t h .  T h e s e  a s s u m p t i o n s  a r e :

1)  Homogeneous ,  l i n e r a l y  e l a s t i c  and  i s o t r o p i c  f o r m a ­

t i o n

2 )  The  r o c k s  a r e  assum ed  t o  b e  i m p e r m e a b l e  t o  f r a c ­

t u r i n g  f l u i d ,  i . e . , t h e r e  i s  no l e a k - o f f  t a k i n g  

p l a c e .

3) I t  i s  e i t h e r  assumed t h a t  t h e  f r a c t u r e  o r i g i n a t e s  

f rom a  p o i n t  s o u r c e  ( p e n n y  s h a p e d  c r a c k )  o r  t h a t  

i t  h a s  a  c o n s t a n t  h e i g h t .

y  = s p e c i f i c  g r a v i t y  o f  f r a c t u r i n g  f l u i d  

h^  = f r a c t u r e  h e i g h t ,  f t .

F r a c t u r e  w i d t h  c a n  be  a l s o  c a l c u l a t e d  a s  a  f u n c t i o n  

o f  p r o p p a n t  c o n c e n t r a t i o n .  F i g u r e  4. '5 r e p r e s e n t s  an  e x p e r i m e n t a l  

c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  f r a c t u r e  w i d t h  and  p r o p p a n t  c o n c e n t r a t i o n .  

The f o l l o w i n g  e q u a t i o n  was  d e r i v e d  f rom t h e  a b o v e  c o r r e l a t i o n :

W = 0 . 1 0 4  X lOT^ g ................................................................. ( 4 . 6 )

w h e re
2

= p r o p p a n t  c o n c e n t r a t i o n  i n  l b / 1 0 0 0  f t .

B a s i c a l l y ,  t h e  a c t u a l  f r a c t u r e  l e n g t h  c o u l d  b e  r e d u c e d  

c o n s i d e r a b l y  f rom  t h e  d e s i g n e d  v a l u e  due  t o  c r u s h i n g  o r  em­

b e d d i n g  o f  p r o p a n t  a g e n t  i n  t h e  f r a c t u r e .

4 . 4  F r a c t u r e  C o n d u c t i v i t y

F r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  i s  a  v e r y  i m p o r t a n t  f a c t o r  i n  

d e s i g n i n g  and  e v a l u a t i n g  a  h y d r a u l i c  f r a c t u r i n g  t r e a t m e n t .

The i n c r e a s e  o f  w e l l  p r o d u c t i v i t y  f o l l o w i n g  a f r a c t u r i n g
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Figure 4.3 Proppant Concentration in the Fracture versus Fracture width.
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t r e a t m e n t  d e p e n d s  g r e a t l y  o n  t h e  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  a s  

w e l l  a s  f r a c t u r e  e x t e n t .  The  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  i s  d e ­

f i n e d  by  t h e  f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  a n d  i t s  w i d t h .  An a n a l y t i ­

c a l  s o l u t i o n  f o r  f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  i s  n o t  a v a i l a b l e  a s  

y e t  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  H o w ev e r ,  t h e  l a b o r a t o r y  d a t a  on  f r a c ­

t u r e  f l o w  c a p a c i t y  f o r  d i f f e r e n t  p r o p p a n t  a g e n t s  a r e  a v a i l ­

a b l e .

Now, l e t  u s  d i s c u s s  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n  t h e  f o r m u ­

l a t i o n  o f  t h e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  a  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  

w e l l  i n  l a y e r e d  m e d i a .



CHAPTER V 

MATHEMATICAL FORMULATION

The  p r o b l e m  o f  a  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l  i n  t h e  

c e n t e r  o f  a  s q u a r e d  d r a i n a g e  a r e a  w i t h  no f l o w  b o u n d a r i e s  

w i l l  b e  f o r m u l a t e d .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  m o d e l  w i l l  c o n s i d e r  

a  f o r m a t i o n  o f  two l a y e r s  w i t h  d i f f e r e n t  p e r m e a b i l i t y  and  

p o r o s i t y  v a l u e s .  The i n n e r  b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  tw o  l a y e r s  

c a n  a c c o m o d a t e  c r o s s  f l o w  a s  w e l l  a s  no f l o w  e x c e p t  t h r o u g h  

t h e  f r a c t u r e .  The  w e l l  i s  p r o d u c i n g  a t  c o n s t a n t  b o t t o m  h o l e  

f l o w i n g  p r e s s u r e .

T h i s  s t u d y  i n v e s t i g a t e s  t h e  p r o b l e m  o f  a v e r t i c a l l y

f r a c t u r e d  w e l l  p r o d u c i n g  a  s i n g l e - p h a s e  w h i c h  i s  g a s .  The

r e a l  g a s  p o t e n t i a l  w i l l  b e  u s e d  i n s t e a d  o f  p r e s s u r e  i n  t h e

r e a l  g a s  f l o w  e q u a t i o n s .  The p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n  o f
33A l - H u s s e i n y  e t  i s  u s e d  i n  d e v e l o p i n g  t h e  g o v e r n i n g  p a r t i a l

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The  t u r b u l e n t  e f f e c t  i n  t h e  f r a c ­

t u r e d  c e l l s  i s  c o n s i d e r e d .  The f l o w  i n  t h e  r e s t  o f  t h e  f o r m a ­

t i o n  c e l l s  i s  l a m i n a r  and  D a r c y ' s  f o r m u l a  i s  a p p l i c a b l e .  

F i n a l l y ,  t h e  c h a n g e  o f  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  w i t h  t i m e  and  

d i s t a n c e  i s  i n c l u d e d .

36
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5 . 1  S i n g l e - p h a s e  Gas Flow E q u a t i o n s

F i g u r e  5 . 1  shows a  s c h e m a t i c  v i e w  c f  a v e r t i c a l l y -  

f r a c t u r e d  w e l l  i n  t h e  c e n t e r  o f  a  s q u a r e  d r a i n a g e  a r e a .  The 

f r a c t u r e  p a r t i a l l y  p e n e t r a t e s  t h e  r e s e r v o i r  f o r m a t i o n  t o  

a  f r a c t i o n  o f  t h e  t o t a l  h e i g h t  o f  t h e  tw o z o n e s .  T h i s  p r o ­

v i d e s  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  f l u i d  f l o w  p r o b l e m .  I f  t h e  f r a c ­

t u r e  h e i g h t  i s  a s su m ed  t o  b e  e q u a l  t o  t h e  t o t a l  h e i g h t ,  t h e  

p r o b l e m  becom es  t w o - d i m e n s i o n a l .  The f r a c t u r e  c a n  b e  i n  

any  l o c a t i o n  b e t w e e n  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  b o u n d a r i e s  o f  t h e  

two z o n e s .

To r e d u c e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  t i m e  c o n s i d e r a b l y ,  i t  

i s  c o n v i e n i e n t  t o  t a k e  a d v a n t a g e  o f  t h e  sym m etry  o f  t h i s  

t y p e  s y s t e m  shown i n  f i g u r e s  5 . 2  and  5 . 3 .  U n s t e a d y - s t a t e  

g a s  f l o w  t h r o u g h  a p o r o u s  m e d i a  i s  g o v e r n e d  by  n o n l i n e a r  

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h ic h  c a n  n o t  b e  s o l v e d  by 

a n a l y t i c a l  m e a n s .  To s o l v e  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  i n  a  v i g o r o u s  

way r a t h e r  t h a n  m a k in g  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s ,  t h e  f i n i t e  

d i f f e r e n c e  schem e  m us t  b e  u s e d  t o  s o l v e  s u c h  a  p r o b l e m .  In  

a d d i t i o n ,  t h e  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n  s i m p l i f i e d  t h e  p r o b ­

lem and  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  no l o n g e r  a p p e a r  i n  t h e  p a r t i a l  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .

The  e q u a t i o n  f o r  f l o w  o f  a  r e a l  g a s  i n  t h e  p o r o u s  

medium c a n  b e  d e r i v e d  u s i n g  D a r c y ' s  law  and t h e  p r i n c i p l e  

o f  c o n s e r v a t i o n  o f  m a s s .  A p p e n d ix  A i n c l u d e s  t h i s  d e r i v a ­

t i o n  i n  m o re  d e t a i l s .  C o n s i d e r i n g  o n e  c u b i c  u n i t  o f  r e s e r ­

v o i r  f o r m a t i o n  t h r o u g h  w h i c h ,  a s i n g l e  p h a s e  i s  f l o w i n g  i n
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F i g u r e  5 . 1  A s c h e m a t i c  v i e w  o f  a  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l  
i n  t h e  c e n t e r  o f  s q u a r e d  d r a i n a g e  a r e a .
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Symmetry
E l e m e n t

r -----
I_ _ _ _ _ _

X,

F i g u r e  5 . 2  A t w o - d i m e n s i o n a l  v i e w  o f  t h e  f r a c t u r e d  s y s t e m .



40

(Unoa

F i g u r e  5 . 3  A t h r e e - d i m e n s i o n a l  v i e w  o f  o n e - f o u r t h  o f
t h e  d r a i n a g e  v o lu m e  o f  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  
w e l l  i n  l a y e r e d  f o r m a t i o n .
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o n e  d i r e c t i o n ,  f rom  t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e :

= -  ♦ f i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( » . i )

b u t  f r o m  D a r c y ' s  l a w :

'■ H ................................................................................................( 5 . 2 )

s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 1 )  i n  ( 2 ) ,  we h a v e :

'  (  S ...................................................................

u s i n g  t h e  g a s  law  f o r  r e a l  g a s e s ;

P = & .....................................................................................................( 5 . 4 )

f r o m  e q u a t i o n s  3 and 4 :  

k  PM 3P
^_5.fLT...9Z / _   ( 5 . 5 )

d i v i d i n g  by M/RT w h ic h  i s  a s su m e d  t o  b e  c o n s t a n t  f o r  i s o ­

t h e r m a l  f o r m a t i o n :

E  * 9t ( | ) ........................................... (5'G)
T h e n ,  f o r  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n s ,  we h a v e  i n  t h e  r e s e r v o i r :

i _ / M  I Z
3x1 yZ 3x /  3y I yZ 3y

a n d  i n  t h e  f r a c t u r e :

3
3x

w h e r e  k  and k f  r e p r e s e n t  p e r m e a b i l i t y  i n  t h e  r e s e r v o i r  and 

i n  t h e  f r a c t u r e  r e s p e c t i v i t y . A l l  v a r i a b l e s  a r e  d e f i n e d  

i n  t h e  n o m e n c l a t u r e .
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5 . 2  R e a l  Gas P o t e n t i a l  F low  E q u a t i o n

A n o t h e r  a p p r o a c h  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  i s  t o  f o r m u l a t e  

t h e  e q u a t i o n s  i n  t e r r a s  o f  a  r e a l  g a s  p o t e n t i a l  o r  p s e u d o ­

p r e s s u r e .  The u s e  o f  t h i s  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n  s i m p l i ­

f i e s  e q u a t i o n s  7 and  8 ,  d e r i v e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .

I n  a d d i t i o n ,  some o f  t h e  non l i n e a r i t y  i n  t h e  p a r t i a l  d i f ­

f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( 5 . 7 )  a n d  ( 5 . 8 ) ,  w i l l  b e  rem oved  when 

t h e  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n  i s  u s e d  i n s t e a d  o f  p r e s s u r e .

The  p s e u d o - p r e s s u r e  i s  d e f i n e d  a s :

p
m(P)  = 2 / *  ^  d P ........................................................................... ( 5 . 9 )

F o r  c o n v i e n i e n c e  m(P)  w i l l  b e  a b b r e v i a t e d  t o  m, t h e n :

#  = #   ............................................................................................... ( 5 . 1 0 )

and

9m _ 9m 9P 
9x 9P 9x

From e q u a t i o n  ( 5 . 1 0 ) ,  we h a v e :

I f  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 5 - 1 1 )

Now, t h e  r i g h t  h an d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 7 )  can  b e  e x p a n d e d :

♦ It ( | ) = * l  ( | - | | | >  I f ...............................(5.12)
The i s o t h e r m a l  g a s  c o m p r e s s a b i l i t y  i s  d e f i n e d  a s :

Cg = #  -  i  I # ..................................................................................... ( 5 . 1 3 )

s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( 5 . 1 1 ) ,  ( 5 . 1 2 ) ,  ( 5 . 1 3 ) ,  i n  ( 5 . 7 ) ,  

we h a v e :
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[ k  l § ]  + I ?  [ k  I # ]  +1% [k  | § ]  = * w Cg . ( 5 . 1 4 )

s i m i l a r l y ,  f o r  t h e  f r a c t u r e ;

k B+l? t>'f !#]+& f=f #  = * "Cg #-
The  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e :

( x ,  o ,  z )  = 0

G 1  X ±  %e' o £ z _ < h

l ÿ  ^ e '  z )  = 0

1 ^  ( o ,  y ,  z )  = 0

G l Y l ^ e '  o < z < h  \ ( 5 . 1 6 )

h  (% e '  y .  ^> = 0 '

h  y -  °> = 0 ,
} O <

h  ? '  k )  = 0

i -  1  y 1  ye» o 1  X < X(

z  < h
m (P)  = c o n s t a n t  - o £  y £  r ^ ,  x = r ^  ,

f o £  _
m (P )  = c o n s t a n t  o £  x £  r ^ ,  y = r ^  I

m (P)  = m ( P ) j  t  = 0

F i g u r e s  5 . 4  and  5 . 5  show t h e  sym m etry  e l e m e n t  and 

b o u n d a r i e s .  The b o u n d a r y  c o n d i t i o n  b e tw e e n  t h e  two  l a y e r s  

c a n  b e  e i t h e r  f l o w i n g  b o u n d a r y  o r  no f l o w  b o u n d a r y .  The 

f l u i d  f l o w  t o  t h e  w e l l b o r e  c a n  o c c u r  t h r o u g h  t h e  f r a c t u r e

a n d  f o r m a t i o n  c e l l s .  When no f l o w  b o u n d a r y  c a s e  i s  c o n s i d e r e d

b e t w e e n  t h e  l a y e r s ,  t h e  o n l y  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  th e m  w i l l  

b e  t h r o u g h  t h e  f r a c t u r e .  The f r a c t u r e  l o c a t i o n  c a n  b e  a n y ­

w h e r e  w i t h i n  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  o u t  b o u n d a r i e s .

Some u s u a l  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  w e r e  made i n
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Xr

1 = 0

F i g u r e  5 . 4  The sy m m etry  e l e m e n t  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .
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9 m _
FF  -
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F i g u r e  5.5 The sy m m etry  e l e m e n t  an d  o t h e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .
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d e v e l o p i n g  t h i s  m o d e l .  They a r e ;

1)  H o r i z o n t a l ,  i s o t r o p i c ,  l a y e r e d  f o r m a t i o n s .

2 )  The f r a c t u r e  i s  v e r t i c a l  and  e x t e n d s  an  e q u a l  

d i s t a n c e  f ro m  b o t h  s i d e s  o f  t h e  w e l l b o r e .

3) The  d r a i n a g e  a r e a  i s  s q u a r e  w i t h  no f l o w  a c r o s s  

t h e  o u t e r  b o u n d a r i e s .

4)  F low  i s  u n s t e a d y  and t u r b u l e n c e  o n l y  i n  t h e  

f r a c t u r e .

5)  G r a v i t y  f o r c e s  a r e  n e g l e c t e d .

5 . 3  N o n -D arcy  F low

Thus f a r ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  b a s e d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  

f l o w  b e h a v i o r  c a n  b e  d e s c r i b e d  a s  l a m i n a r .  T h i s  i s  n o t  t r u e  

e s p e c i a l l y  i n  t h e  c a s e  o f  g a s  w e l l s .  At h i g h  f l o w  r a t e s ,  

n o n - D a r c y  f l o w  o c c u r s  m ore  commonly i n  g a s  w e l l s .  N on-D arcy  

f l o w  a l s o  o c c u r s  i n  f l o w  t h r o u g h  h i g h  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e s .  

T u r b u l e n t  f l o w  i n  p o r u s  m e d i a  h a s  b e e n  s t u d i e d  f o r  many y e a r s .

I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  n o n - D a r c y  f l o w  w i l l  b e  d i s c u s s e d .

F o r c h e i m e r ^ ^  s u g g e s t e d  a  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n  w i t h  

a  v e l o c i t y  s q u a r e d  t e r m  t o  r e p r e s e n t  t h e  p r e s s u r e  d r o p  i n  

a  p o r o u s  medium w i t h  n o n - D a r c y  f l o w .

AP/AL = v v / k  + $ p v ^ .................................................................( 5 . 1 7 )

T h i s  e q u a t i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  D a r c y ' s  e q u a t i o n ,  e x c e p t  

f o r  an  e x t r a  t e r m  w h i c h  c o n s i d e r s  t h e  e x t r a  p r e s s u r e  d r o p  

due  t o  t h e  h i g h  v e l o c i t y .  I n  t h e  F o r c h e i m e r  e q u a t i o n ,  b e t a  

f a c t o r  ( t u r b u l e n c e  f a c t o r )  was r e q u i r e d  w h i c h  i s  a  c h a r a c t e r i s t i c
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o f  t h e  p o r o u s  medium C o r n e l l  and  K a tz ^ ^  m e a s u r e d  t h e  p o r o s i t y  

and  p e r m e a b i l i t y  f o r  a number  o f  d i f f e r e n t  s a n d s t o n e  and 

c a r b o n a t e  f o r m a t i o n s .  T hey  d e r i v e d  a  c o r r e l a t i o n  o f  b e t a  

f a c t o r s  a s  a  f u n c t i o n  o f  p e r m e a b i l i t y  and  p o r o s i t y

The c o r r e l a t i o n s  d e s c r i b e d  a b o v e  a r e  b e s t  s u i t e d  f o r  

f l o w  i n  t h e  f o r m a t i o n .  The  c o r r e l a t i o n  d e v e l o p e d  by Cooke^® 

h a s  t h e  m os t  i m m e d i a t e  a p p l i c a t i o n  t o  h y d r a u l i c a l l y  i n d u c e d  

f r a c t u r e s .  He n o t e d  t h a t  b e t a  f a c t o r s  p a c k e d  w i t h  m u l t i p l e  

l a y e r s  o f  s a n d  h a d  n o t  b e e n  r e p o r t e d  and  s u g g e s t e d  t h e  f o l ­

l o w i n g  e q u a t i o n :

e = b / ( l , 0 0 0  k ) ^ ........................................................................... ( 5 . 1 8 )

w h e re  a  and b a r e  c o n s t a n t s  w h ic h  d e p e n d  o n  s a n d  s i z e .
37

I n  1 9 6 9 ,  W a t t e n b a r g e r  and Ramey, u s i n g  a  f i n i t e  

d i f f e r e n c e  m o d e l ,  s t u d i e d  t h e  e f f e c t s  o f  t u r b u l e n c e  i n  t h e  

f o r m a t i o n  f o r  a g a s  w e l l  i n t e r c e p t e d  by an  i n f i n i t e l y  c o n ­

d u c t i v e  f r a c t u r e .  They  c o n c l u d e d  t h a t  t u r b u l e n c e  i n  t h e  

f o r m a t i o n  o n l y  b eco m es  s i g n i f i c a n t  f o r  v e r y  s m a l l  f r a c t u r e

l e n g t h s ,  and  t h a t  t u r b u l e n c e  i n  t h e  f r a c t u r e  i s  m ore  common.
38

H o l d i t c h  and  M orse  d e v e l o p e d  a  s i m u l a t o r  w h i c h  i n ­

c l u d e d  t h e  e f f e c t s  o f  n o n - D a r c y  f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e .  In

t h e i r  s t u d y ,  t h e  b e t a  f a c t o r  was p r e d i c t e d  by C o o k e ' s  f o r m u l a .
39 40

R e c e n t l y ,  Guppy,  C i n c o , and  Ramey ’ h a v e  i n v e s t i ­

g a t e d  t h e  e f f e c t s  o f  n o n - D a r c y  f l o w s  w i t h i n  t h e  f r a c t u r e  

f o r  a v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  s y s t e m  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y .  

They  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  d o e s  n o t  h a v e  

a  c o n s t a n t  v a l u e ,  b u t  i t  v a r i e s  w i t h  t i m e .
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N o n - D a r c y  F a c t o r

To o b t a i n  t h e  c o r r e c t  p r e s s u r e  p r o f i l e  i n  t h e  r e s e r ­

v o i r  u n d e r  n o n - D a r c y  f l o w  c o n d i t i o n s ,  a  c o r r e l a t i o n  f a c t o r  

c a l l e d  t u r b u l e n t  f a c t o r  (Ô) i s  i n c l u d e d  i n  t h e  p a r t i a l  d i f ­

f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  8 i s  d e r i v e d  a s  f o l l o w s ;  

f ro m  D a r c y ' s  law

A PM L = / k ^ ........................................................................................ ( 5 . 1 9 )
t h e  f l o w  o f  f l u i d  i n  t h e  f r a c t u r e  w i t h  n o n - D a r c y  f l o w  e f f e c t

c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by  F o r c h e i m e r ' s  e q u a t i o n .

AP/AL = p V / k j  + p 3    ( 5 . 2 0 )

f r o m  e q u a t i o n  ( 5 . 2 0 ) :

r 3 P V k - - i
AP/AL = y v / k j  [ l  + —   - j .............................................. ( 5 . 2 1 )

AP/AL — y V / k p . . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 5 . 2 2 )

w h e r e  k ^  = p e r m e a b i l i t y  m e a s u r e d  u n d e r  l a m i n a r  f l o w  c o n d i t i o n s ,

1 r 3 p y kj: "1 
%T = k ^  + ÿ ]     • ( 5 . 2 3 )

kji i s  t h e  p e r m e a b i l i t y  r e q u i r e d  i n  D a r c y ' s  l a w  t o  p r o v i d e  

c o r r e c t  v a l u e s  u n d e r  n o n - D a r c y  f l o w  c o n d i t i o n s .  T h e r e f o r e ,  

f r o m  e q u a t i o n  7 :

»  '  ^  ,  e  %  k p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

V

I n  o i l  f i e l d  u n i t s :

1

* “ 2 .9 7  X 1 0 -1 0  8 p V k f  ........................................( 5 . 2 5 )

"  ^  ----

w h e r e  :

V = g a s  v e l o c i t y  i n  t h e  f r a c t u r e ,  f t / d a y
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The t u r b u l e n t  f a c t o r  i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  d e g r e e  o f  n o n - D a r c y  
f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e .  I f  g f a c t o r  o r  v a p p r o a c h e s  z e r o ,  t h e n

9 a p p r o a c h e s  o n e  a n d  f l o w  i s  l a m i n a r .  I f  t h e  v e l o c i t y  i s  

h i g h ,  t h e  t h e  v a l u e  o f  9 w i l l  b e  s m a l l e r  t h a n  o n e .  As t h e  

d e g r e e  o f  n o n - D a r c y  f l o w  i n c r e a s e s ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  t u r b u ­

l e n t  f a c t o r  d e c r e a s e s .

Now, f o r  n o n - D a r c y  f l o w ,  t h e  v e l o c i t y  o f  a  f l u i d  i s  

g i v e n  b y :

S k -  9P
-  - T T Î ....................................................................................... ( 5 . 2 6 )

T h u s ,  f o r  t h e  f l o w  i n  t h e  f o r m a t i o n ,  e q u a t i o n  14 c a n  b e  u s e d  

t o  d e s c r i b e  t h e  f l o w  b e h a v i o r .  F o r  n o n - D a r c y  f l o w  i n  t h e  

f r a c t u r e ,  we h a v e :

9x K  f”] + h ['"f I f ] "  k # ] " "  "Cg# (5.27)
E u q a t i o n s  ( 5 . 1 4 )  and  ( 5 . 2 7 )  r e p r e s e n t  t h e  f l o w  o f  

g a s  i n  t h e  f o r m a t i o n  and  f r a c t u r e  a t  any  o n e  p o i n t  i n  t h e  

r e s e r v o i r  f o r  any  i n s t a n t .

5 . 4  C l o s u r e  P r e s s u r e  E f f e c t s

A n o t h e r  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a  f r a c t u r e d  s y s t e m  t h a t  

s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  i s  t h e  r e d u c t i o n  i n  f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  

w i t h  i n c r e a s i n g  c l o s u r e  s t r e s s .  When a  f r a c t u r e d  w e l l  b e ­

g i n s  p r o d u c t i o n ,  t h e  p r e s s u r e  i n  t h e  f r a c t u r e  i s  r e d u c e d  

s i g n i f i c a n t l y .  The  c l o s u r e  p r e s s u r e  i s  t h e  d i f f e r e n c e  b e ­

t w e e n  b o t t o m - h o l e  t r e a t i n g  p r e s s u r e  and  t h e  a v e r a g e  p r e s s u r e  

i n  t h e  f r a c t u r e .  T he  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y  d e c r e a s e s  a s  

t h e  c l o s u r e  p r e s s u r e  i n c r e a s e s .  As a r e s u l t  o f  t h a t ,  t h e
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f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  d e c r e a s e s  w i t h  t i m e .  L a b o r a t o r y  d a t a  

on  f r a c t u r e  c l o s u r e  p r e s s u r e  a s  a f u n c t i o n  o f  p r o p p a n t  c o n ­

c e n t r a t i o n  and  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y  a r e  a v a i l a b l e  i n  t h e  

H a l l i b u r t o n ’ s  F r a c  T h e o r y  Book^ and  a r e  p r e s e n t e d  i n  

F i g u r e s  ( 5 . 6  -  5 . 1 7 ) .

U s i n g  t h e  l a b o r a t o r y  d a t a  o f  t h e s e  f i g u r e s ,  t h e  e f f e c t  

o f  c h a n g i n g  c l o s u r e  p r e s s u r e  c a n  b e  c o n s i d e r e d  i n  c a l c u l a t i n g  

a c t u a l  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y  and  f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y .

The  m o d e l  c o n s i d e r s  t h e  maximum c l o s u r e  p r e s s u r e  a t  e a c h  

c e l l  i n  t h e  f r a c t u r e .  H ow ever ,  a  new f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y  

i s  d e t e r m i n e d  a t  e a c h  t i m e  s t e p .  From t h a t ,  a  new f r a c t u r e  

p e r m e a b i l i t y  i s  c a l c u l a t e d .
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6000 PSI

C O N C E N T R A T I O N  -  L B / I G Ü O  S Q .  F T .

Figure 5-6: Flow Capacity Data for 8-12 Mesh Sand (réf. 41)
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Figure 5-7: Flow Capacity Data for 10-20 Mesh Sand (réf. 41)
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Figure 5-8: Flow Capacity Data for 20-40 Mesh Sand (ref. 41)
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Figure 5-9; Flow Capacity Data for 40-60 Mesh Sand (réf. 41)
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Figure 5-10: Flow Capacity Data for 50% 20-40 Ottawa Sand and

50% 12-20 SUPER PROP (ref. 41)
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1 0 0 0 0 PSI
1 1 0 0 0 PSI
1 2 0 0 0 PSI

C O N C E N T R A T I O N  -  L B / 1 0 0 0  S Q .  F T .
Figure 5-11; Flow Capacity Data for 75% 20-40 Ottawa Sand and

25% SUPER PROP (ref. 41)
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C O N C E N T R A T I O N  -  L B / 1 0 0 0  SQ. F T .
Figure 5-12; Flow Capacity Data for 50% 20-40 Ottawa Sand and

50% SUPER PROP (ref. 41)
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C L O S U R E S T R E S S
1000 PSl
2000 PSI
3000 PSI
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10000 PSI
11000 PSI
12000 PSl

C O N C E N T R A T I O N  -  L B / 1 0 0 0  S O .  F T .
Figure 5-13: Flow Capacity Data for 75% 20-40 Ottawa Sand and

25% 20-40 SUPER PROP (ref. 41)
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C L O S U R E S T R E S S
1 0 0 0 PSI ■
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3000 PSI
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5000 PSl
6000 PSl
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1 0 0 0 0 PSl
1 1 0 0 0 PSl
1 2 0 0 0 PSl

C O N C E N T R A T I O N  -  L B / 1 0 0 0  5 0 .  F T .
Figure 5—14: Flow Capacity Data for 12-20 SUPER PROP (ref. 41)
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C O N C E N T R A T I O N  -  L B / 1 0 0 0  SO.  F T .
Figure 5-15: Flow Capacity Data for 20-40 SUPER PROP (ref. 41)
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1000 PSl
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3000 PSl
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C O N C E N T R A T I O N  -  L B / 1 0 0 0  S O .  F T .
Figure 5-16: Flow Capacity Data for 20-40 Ottawa Sand (ref. 4.1)
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F i g u r e

C O N C E N T R A T I O N  -  L B / I Ü O G  S O .  F T .
5-17: Flow Capacity Data for 40-60 SUPER PROP (ref. 41)



CHAPTER VI 

NUMERICAL MODEL

N u m e r i c a l  s i m u l a t o r s  c a n  b e  u s e d  f o r  s o l v i n g  t h e

m a t h e m a t i c a l  e q u a t i o n s  i n  p e t r o l e u m  e n g i n e e r i n g  p r o b l e m s .

T h e s e  e q u a t i o n s  d e s c r i b e  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  f l u i d s  i n

p o r o u s  m e d i a  u n d e r  u n s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n s .  Peacem an  and  
42R a c h f o r d  w e r e  t h e  f i r s t  t o  i n t r o d u c e  t h e  n u m e r i c a l  m o d e l s  

t o  s o l v e  t h e  r e s e r v o i r  e n g i n e e r i n g  p r o b l e m s  i n  t h e  1 9 5 0 ' s .  

S i n c e  t h a t  t i m e ,  t h e  n u m e r i c a l  m o d e l s  h a v e  b e e n  u s e d  e x t e n ­

s i v e l y  t o  m o d e l  t h e  m o s t  c o m p l i c a t e d  p a t t e r n s  o f  r e s e r v o i r  

b e h a v i o r .  I n  some c a s e s ,  t h e  a n a l y t i c a l  t o o l s  a r e  d i f f i c u l t  

t o  u s e  o r  i m p o s s i b l e  t o  u s e  b e c a u s e  o f  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  

p r o b l e m s .  H ow ever ,  d e v e l o p i n g  a  c o m p u t e r  m o d e l  t o  s o l v e  

s u c h  d i f f i c u l t  s y s t e m s  n u m e r i c a l l y  i s  v e r y  e s s e n t i a l .  F o r  

i n s t a n c e ,  i n  t h e  c a s e s  o f  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l s  w i t h  

f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e ,  i t  i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  d e s i g n  

a  c o m p u t e r  m ode l  t o  s o l v e  t h i s  s y s t e m .  In  t h e  p a s t ,  two 

i m p o r t a n t  a s s u m p t i o n s  w e r e  made i n  d e v e l o p i n g  s u c h  s i m u l a ­

t o r s .  One i s  t h a t  t h e  f r a c t u r e  h a s  an i n f i n i t e  p e r m e a b i l i t y ,  

T h e s e  t y p e s  o f  p r o b l e m s  c a n  b e  h a n d l e d  by  u t i l i z i n g  a n a l y t i ­

c a l  m e a n s .  The s e c o n d  a s s u m p t i o n  was t h a t  t h e  f r a c t u r e  and

63
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f o r m a t i o n  h e i g h t s  b e  t h e  sam e .

In  t h e  p r e s e n t  w o rk ,  a v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l  w i t h  

f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  i s  s i m u l a t e d .  F u r t h e r ,  t h e  f r a c t u r e  

h e i g h t  i s  d i f f e r e n t  f rom  t h e  f o r m a t i o n  h e i g h t .  The f o r m a ­

t i o n  i s  l a y e r e d  w i t h  no  c r o s s - f l o w  b e tw e e n  l a y e r s .  I n  a d d i ­

t i o n ,  t h e  n o n - D a r c y  f l o w  a n d  c l o s u r e  p r e s s u r e  e f f e c t s  a r e  

c o n s i d e r e d  i n  t h e  f r a c t u r e .  A t h r e e - d i m e n s i o n a l  r e s e r v o i r  

m o d e l ,  f u l l y  i m p l i c i t ,  f i n i t e  d i f f e r e n c e ,  i s  w r i t t e n .  T h i s  

s i m u l a t o r  u t i l i z e s  b o t h  an i t e r a t i v e  and  a  d i r e c t  s o l u t i o n  

s c h e m e .

6 . 1  F i n i t e  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n s

The e q u a t i o n s  w h ic h  g o v e r n  t h e  f l u i d  f l o w  i n  t h e  f o r ­

m a t i o n  and  f r a c t u r e  a r e  d e r i v e d  e a r l i e r  i n  t h e  p r e v i o u s  

s e c t i o n .  The n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  c a n  b e  

o b t a i n e d  by t h e  u s e  o f  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  t e c h n i q u e .

The e q u i v a l e n t  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  p r o d u c e d  by 

m ak in g  t h e  f i r s t  o r d e r  T a y l o r  e x p a n s i o n  f o r  a l l  d e r i v a t i v e s .  

The s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  a t  d i s c r e t e  p o i n t s  i n  s p a c e  and 

t i m e .  A p p e n d ix  B i n c l u d e s  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  

f o r m u l a t i o n .  The f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  f o r  f l o w  i s  

g i v e n  b y :

m . ,H -m .  m . - m . -  nn+1
1 f k  j+ l"  j 1: j j - 1  1
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1 ■°i-n -  ”1  ̂ ■"i -  “■i-i ^
Aŷ  L 1+i Ay.^j -  ‘i - i  Ay^_j J

r ,. “ Ji+i ■ . “ i  ■ "’l - l  1^+1
t L >-*i Zji-i J

(<j>yc )
m?+l -  m"

r   i i i  1 + Q .......................................... ( 6 . 1 )
L  A +  J

E q u a t i o n  ( 6 . 1 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d  a s :

^1 ® j + l  °2  ^ j - 1  ^3 " ' i + l  ■’■ ° 4  ^ i - 1  ■*■ ^5 '"a+ I

Cg m%+l -  m f + l  = RHS ......................................................... ( 6 . 2 )

w h e r e  a l l  c o e f f i c i e n t s  c^ -C y  a n d  RHS a r e  d e f i n e d  i n  Appen­

d i x  B.

F o r  t h e  f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e  c e l l s ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  

o f  e q u a t i o n  ( 2 )  a r e  c a l c u l a t e d  b a s e d  on t h e  f r a c t u r e  p e r m e a ­

b i l i t y  ( k ^ ) .  I n  a d d i t i o n ,  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  i n c l u d e  

a n o t h e r  new t e r m  c a l l e d  t u r b u l e n t  f a c t o r  ( 6 ) ,  t o  c o n s i d e r  

t h e  e f f e c t  o f  n o n - D a r c y  f l o w  w i t h i n  t h e  f r a c t u r e  c e l l s .  

F i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o r  f r a c t u r e  b l o c k s  a r e  i n ­

c l u d e d  i n  A p p e n d ix  B.

S e v e r a l  p o i n t s  s h o u l d  b e  n o t e d  i n  f o r m u l a t i n g  t h e  

p r e v i o u s  e q u a t i o n s .  F i r s t  o f  a l l ,  an  i r r e g u l a r  g r i d  i s  

u s e d .  The d e p e n d e n t  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n  i s  c a l c u l a t e d
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a t  t h e  c e n t e r  o f  e a c h  b l o c k .  F i g u r e  6 - 1  show s  t h e  g r i d  

s i z e  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  g r i d  i s  u s e d  t o  i n c r e a s e  t h e  d e f i ­

n i t i o n  i n  r e g i o n s  w h e r e  b e t t e r  c o n t r o l  i s  n e e d e d .  C e l l s  

n e a r  t h e  w e l l b o r e  a n d  f r a c t u r e  a r e  a  s m a l l e r  s i z e  t h a n  t h o s e  

away f r o m  t h e  w e l l b o r e .  T h i s  i s  d o n e  t o  p r o v i d e  a s t a b l e  

s o l u t i o n .

S e c o n d l y ,  a s  f l u i d  a n d  r e s e r v o i r  p r o p e r t i e s  a r e  o n l y  

d e f i n e d  a t  g r i d  p o i n t s ,  some t e c h n i q u e s  m u s t  b e  u s e d  f o r  

a p p r o x i m a t i n g  i n t e r b l o c k  f l o w  c o e f f i c i e n t s  b a s e d  on v a l u e s  

a t  t h e  g r i d  p o i n t s .  The  t e r m  t h a t  m akes  up  t h e  f l o w  c o ­

e f f i c i e n t s  i s  t h e  f l u i d  p e r m e a b i l i t y .  At t h e  f r a c t u r e  

f a c e s ,  p e r m e a b i l i t y  c h a n g e s  r a p i d l y  f r o m  g r i d  b l o c k  t o  

a n o t h e r .  T h e s e  s h a r p  c h a n g e s  i n  f l u i d  p e r m e a b i l i t y  c o u l d

c a u s e  a  s i g n i f i c a n t  d i f f i c u l t y .  The t w o - p o i n t s  u p s t r e a m  
43t e c h n i q u e  a p p e a r s  t o  b e  a u s e f u l  t o o l  i n  e v a l u a t i n g  

p e r m e a b i l i t y  a t  t h e  u p s t r e a m  b l o c k  f a c e .  The t w o - p o i n t s  

m e th o d  p r o v i d e s  a  r e d u c t i o n  i n  n u m e r i c a l  d i s p e r s i o n .  T h u s ,  

a t  p l a n e s  ( i + i ) ,  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t i o n  i s  u s e d :

F o r  f l o w  i n  t h e  m in u s  x -  d i r e c t i o n :

V i  =  -  A x . * 2 —  < V l  -   ( G . 4 )
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F i g u r e  5 . 1  D iag ram  o f  G r i d  D i s t r i b u t i o n
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The e q u a t i o n s  f o r  e v a l u a t i n g  u p s t r e a m  p e r m e a b i l i t y  

f o r  f l o w  i n  t h e  p l u s  x d i r e c t i o n  a r e  i n c l u d e d  i n  A p p e n d ix  B. 

E q u a t i o n s  ( 6 . 3 )  a n d  ( 6 . 4 )  c a n  b e  w r i t t e n  f o r  y a n d  z  d i r e c ­

t i o n s .

T h i r d l y ,  t u r b u l e n c e  and  f r a c t u r e  c l o s u r e  e f f e c t s  

a r e  c a l c u l a t e d  i n  t h e  m a i n  p r o g r a m .  E q u a t i o n  ( 5 . 2 5 )  d e f i n e s  

t h e  t u r b u l e n c e  f a c t o r  ( 5 ) :

g =  -— -    . . • • • • • • •  ( 6  « 5  )
^  2 ,9 .7  X 1 0 " ^ °  B p v k j

The t u r b u l e n t  f l o w  i s  c o n s i d e r e d  o n l y  i n  t h e  f r a c t u r e .  

The  f l o w  i n  t h e  f o r m a t i o n  i s  a s s u m e d  t o  o b e y  D a r c y ' s  l a w .  

V a l u e s  o f  d e n s i t y  ( p ) ,  v e l o c i t y  ( v ) ,  v i s c o s i t y  ( y ) ,  a n d  p e r ­

m e a b i l i t y  ( k j )  a r e  c a l c u l a r e d  f o r  e a c h  f r a c t u r e  c e l l  a t  e a c h  

t i m e  s t e p .  To p r o v i d e  s t a b i l i t y ,  t h e  t u r b u l e n c e  f a c t o r  a t  

t i m e  s t e p  t ^  i s  a v e r a g e d  w i t h  t h e  o l d  v a l u e .  The  f o l l o w i n g  

e q u a t i o n  i s  u s e d :

^ i  “  ------------------------------   + 0 . 3 4  8 ? - !   ( 6 . 6 )
1  +  2 . 9 7  X lO T ^ u  g p v k .

The v a l u e  o f  t h e  g f a c t o r  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  
36C o o k e ' s  f o r m u l a :

g = b / ( 1 0 0 0 k ^ ) ^    ( 6 . 7 )
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The v a l u e s  o f  ( a )  a n d  ( b )  m u s t  b e  r e a d  i n  t h e  m o d e l .  T h e s e  

v a l u e s  d e p e n d  on t h e  s i z e  o f  p r o p p i n g  a g e n t . T a b l e  6 . 1  

p r o v i d e s  t h i s  d a t a . ^ ®

To c o n s i d e r  t h e  e f f e c t s  o f  f r a c t u r e  c l o s u r e ,  t h e  

b o t t o m  h o l e  t r e a t i n g  p r e s s u r e  m u s t  b e  r e a d  i n t o  t h e  m o d e l .  

The maximum c l o s u r e  p r e s s u r e  w h i c h  i s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  

b o t t o m  h o l e  t r e a t i n g  p r e s s u r e  a n d  c u r r e n t  p r e s s u r e  i s  c a l c u ­

l a t e d  f o r  e a c h  c e l l  i n  t h e  f r a c t u r e .  U s i n g  t h e  d a t a  o f  

c l o s u r e  p r e s s u r e  v e r s u s  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y ,  t h e  new 

p e r m e a b i l i t y  i n  t h e  f r a c t u r e  c e l l  i s  d e t e r m i n e d  a t  e a c h  

t i m e  s t e p .  T h e r e f o r e ,  t h e  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y  i s  c h a n g ­

i n g  w i t h  d i s t a n c e  a n d  t i m e .  T h e s e  m o d i f i c a t i o n s  p r o d u c e  a  

r e a l i s t i c  r e s u l t s  f ro m  t h e  m o d e l  b e c a u s e  t h e  m o d e l  i s  more  

r e p r e s e n t a t i v e  t o  t h e  a c t u a l  r e s e r v o i r  c o n d i t i o n s .

TABLE 6 - 1

CONSTANTS a  AND b  FOR CALCULATING THE g FACTOR

S a n d  S i z e a b

8 -1 2 1 . 2 4 3 . 3 2
1 0 -2 0 1 . 3 4 2 . 6 3
2 0 - 4 0 1 . 5 4 2 . 6 5
4 0 - 6 0 1 . 6 0 1 .1 0
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F i n a l l y ,  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  m e th o d  i s  a  f u l l y  

i m p l i c i t  f o r m u l a t i o n .  The a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  s e t  up  f o r  

e a c h  g r i d  b l o c k .  T h e r e f o r e ,  t h e  f o l l o w i n g  number  o f  e q u a ­

t i o n s  t o  b e  s o l v e d  a r e  d e f i n e d  a s :

N = NX * NY * NZ

w h e r e  :

NX = Number o f  b l o c k s  i n  t h e  X - d i r e c t i o n

NY = Number o f  b l o c k s  i n  t h e  Y - d i r e c t i o n

NZ = Number o f  b l o c k s  i n  t h e  Z - d i r e c t i o n

T h e s e  N e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  s i m u l t a n e o u s l y  f o r  t h e  unknown

p s e u d o - p r e s s u r e s  a t  e a c h  t i m e  s t e p .  A l l  p a r a m e t e r s  i n  t h e  

l e f t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 6 . 2 )  a r e  c a l c u l a t e d  a t  t h e

f u t u r e  t i m e  s t e p  ( n + 1 ) ,  a s  a r e  t h e  unknow ns  i n  t h e  e q u a t i o n .

The c o l l e c t e d  t e r m s  i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 6 . 2 )  

a r e  known f r o m  t h e  o l d  t i m e  s t e p  ( n ) .  The o l d  p s e u d o ­

p r e s s u r e  v a l u e  i s  u s e d  i n  t h e  RHS.

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r o u n d  t h e  e n t i r e  s y s t e m  a r e  

g i v e n  by  a s s u m i n g  z e r o  p e r m e a b i l i t y .

3 ^  I A = = 0

I ?  | B  = ' = 0  (G -8 )

a z  I c  AZ

w h e r e  :
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A -  t h e  b o u n d a r y  a t  ( x = 0 ,  o r

B -  t h e  b o u n d a r y  a t  ( y = 0 ,  o r  y =y

C -  t h e  b o u n d a r y  a t  ( z = 0 ,  o r  z  = h)

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  p r o d u c i n g  c e l l s  ( 1 ,  1 ,  £ )  a r e

s e t  u p  d i f f e r e n t l y .  S i n c e  t h e s e  c e l l s  a r e  p r o d u c i n g ,  t h e  

RHS o f  e q u a t i o n s  ( 6 . 2 )  m u s t  i n c l u d e  t h e  f l u x  r a t e  t e r m .  F o r  

a  c o n s t a n t  b o t t o m  h o l e  f l o w i n g  p r e s s u r e ,  t h e  f l u x  r a t e  t e r m  

c a n  b e  c a l c u a l t e d  a s  :

RHS = RHS + C * PMPW^ ..............................   ( 6 . 9 )

w h e r e  PMPW^ i s  t h e  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  

t o  b o t t o m  h o l e  f l o w i n g  p r e s s u r e ;  C i s  d e f i n e d  i n  A p p e n d ix  B. 

The  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  p r o d u c i n g  c e l l s  a r e ;

9 m. -  PMPWj
1 X I x=r^ = AXj— - =

( 6 . 10)
3m "^i “  PMPW.
W  I y=r^ =  Â^T  = n o n -zero

The i n n e r  b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  two l a y e r s  c a n  b e  

r e p r e s e n t e d  b y  a s s u m i n g  no  f l o w  ( k  = 0 ) :

I f  z=h. °  — -â-z ”- - ' °  °  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  o n l y  c o m m u n i c a t i o n  b e t w e e n  t h e  l a y e r s  w i l l  

b e  v i a  t h e  f r a c t u r e .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  i n n e r  b o u n d a r y  

c a n  b e  w i t h  c r o s s  f l o w i n g ;
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8 m ^2  ^0+1
â z  | z = h ^  = ------- 5 5 7 ^  = n o n - z e r o   ( 6 . 1 2 )

6 . 2  M eth o d s  o f  S o l u t i o n

At t h i s  p o i n t ,  e q u a t i o n s  w e r e  d e v e l o p e d  t o  d e s c r i b e  

t h e  f l u i d  f l o w  i n  a  f r a c t u r e d  f o r m a t i o n .  The f i n i t e  d i f f e r ­

e n c e  e q u a t i o n s  a r e  s e t  up  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  Combin­

i n g  a l l  e q u a t i o n s  f o r  N b l o c k s  y i e l d  NX * NY * NZ e q u a t i o n s  

w i t h  N p s e u d o - p r e s s u r e  unk n o w n s ,  w h e r e  NX, NY, a n d  NZ a r e  

t h e  t o t a l  g r i d s  i n  t h e  X, Y, a n d  Z d i r e c t i o n s .  The m a t r i x  

f o r m e d  by  t h e  e q u a t i o n s  a p p e a r s  a s  a  7 - d i a g o n a l  m a t r i x .  The 

m a t r i x  h a s  t h r e e  c e n t r a l  d i a g o n a l s  a n d  f o u r  o t h e r  d i a g o n a l s  

T h e r e  a r e  tw o b a s i c  m e t h o d s  f o r  s o l v i n g  t h i s  s y s t e m  

o f  e q u a t i o n s .  F i r s t ,  t h e  d i r e c t  P r o c e s s :  i n  t h i s

m e th o d ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i s  o b t a i n e d  

upon  t h e  c o m p l e t i o n  o f  a  f i x e d  number  o f  o p e r a t i o n s .  S e c o n d  

i s  t h e  i t e r a t i v e  p r o c e s s .  The l a t t e r  p r o c e s s  i s  c y c l i c  i n  

n a t u r e ,  an d  t h e  s o l u t i o n  p r o c e s s  i n v o l v e s  s e v e r a l  c o m p u ta ­

t i o n s  o f  h o p e f u l l y  b e t t e r  and  more e x a c t  a p p r o x i m a t i o n s  t o  

t h e  s o l u t i o n  a t  e a c h  i t e r a t i o n .  One t e c h n i q u e  o f  e a c h  p r o ­

c e s s  i s  u s e d  i n  d e v e l o p i n g  t h e  m o d e l .  I n  t h e  f o l l o w i n g  

s e c t i o n ,  t h e  S p a r s e  M a t r i x  T e c h n i q u e  w i l l  b e  d i s c u s s e d  a s  

a  d i r e c t  m e th o d  f o r  s o l v i n g  t h i s  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s .

A. S p a r s e  M a t r i x  T e c h n i q u e

The b a n d e d  m a t r i x  i s  s o l v e d  by  a  d i r e c t  m e th o d  u s i n g  

a  s p a r s e  m a t r i x  s o l v e r .  The b i g  a d v a n t a g e  o f  t h e  S p a r s e
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M a t r i x  t e c h n i q u e  i s  w o r k i n g  o n l y  on  t h e  n o n - z e r o  e l e m e n t s .

The t e c h n i q u e  i n v o l v e s  two a p p r o a c h e s . F i r s t , t h e  m a t r i x  

i s  r e o r d e r e d  t o  p r e s e r v e  i t s  s p a r s i t y  a n d  t o  m i n i m i z e  t h e  

number  o f  o p e r a t i o n s  i n v o l v i n g  n o n - z e r o s .  S e c o n d ,  t h e  r e ­

o r d e r e d  m a t r i x  i s  s o l v e d  b y  u s i n g  an  e f f i c i e n t  G a u s s i a n  

e l i m i n a t i o n  a l g o r i t h m .  The a l g o r i t h m  o p e r a t e s  a n d  s t o r e s  

o n l y  n o n - z e r o s  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  p l u s  t h e  new n o n ­

z e r o s  t h a t  o c c u r  d u r i n g  c a l c u l a t i o n s .

The S p a r s e  M a t r i x  a l g o r i t h m  u s e d  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  
44d e v e l o p e d  by  G u s t a v s o n  a n d  G u s t a v s o n ,  L i n i g e r  a n d  W i l l -  

45o u g h b y .  The d e t a i l s  o f  t h e  t e c h n i q u e s  a r e  g i v e n  i n  t h e  

r e f e r e n c e s .  I n i t i a l l y ,  t h e  m a t r i x  a l g o r i t h m  i s  b a s e d  on 

u t i l i z i n g  a  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  m e th o d  w h ic h  i s  d e r i v e d  

by  c o n s i d e r i n g  a c o e f f i c i e n t  m a t r i x  M, w h e re  t h e  c o e f f i c i e n t  

m a t r i x  M i s  l a r g e ,  s p a r s e ,  a n d  non  s y m m e t r i c a l .  T h i s  m a t r i x  

c a n  b e  f a c t o r e d  a s  a  p r o d u c t  o f  L, a  l o w e r  t r i a n g u l a r  m a t r i x ;  

D, a  d i a g o n a l  m a t r i x ;  and  Ü, a  u n i t  u p p e r  t r i a n g u l a r  m a t r i x .  

T h u s ,  t h e  f o l l o w i n g :

Mx = b 

M = LDU

The LDU d e c o m p o s i t e  o f  M i s  f o u n d ,  and  t h e  t r i a n g u l a r  s y s ­

t e m s  a r e  s o l v e d  a s  :

LY = b , DZ = y , a n d  Ux = Z

S i n c e  M i s  s p a r s e ,  m os t  e n t r i e s  o f  M, L, a n d  U a r e  z e r o ,
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a n d  t h e r e  a r e  s i g n i f i c a n t  a d v a n t a g e s  t o  f a c t o r i n g ,  s t o r i n g ,  

o r  o p e r a t i n g  on  t h e  n o n - z e r o s .

B. SSOR T e c h n i q u e

SSOR i s  an  a b b r e v i a t i o n  f o r  "SLICES SUCCESSIVE OVER­

RELAXATION." T h i s  i s  an  i t e r a t i v e  t e c h n i q u e  t h a t  i s  a l s o  

u s e d  i n  t h e  m o d e l .  Two i m p o r t a n t  f a c t o r s  a r e  r e q u i r e d  f o r  

SSOR t o  c o n v e r g e .  F i r s t l y ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  i t e r a t i o n  p a r a ­

m e t e r  (w) m u s t  b e  l e s s  t h a n  2 . 0 .  S e c o n d l y ,  t h e  m a t r i x  M 

m u s t  b e  d i a g o n a l l y  d o m i n a t e .  Which m e a n s ,  t h e  a b s o l u t e  

v a l u e  o f  t h e  m a in  d i a g o n a l  m u s t  b e  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  

t o  t h e  sum o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  o t h e r  c o e f f i c i e n t s  f o r  

t h e  same g r i d  p o i n t .

The g e n e r a l  e q u a t i o n  6 . 2  i s  r e w r i t t e n  f o r  a  s l i c e  

a s  f o l l o w s  :

= RHS -  Cgm^+i -  Cgm^_i  .................................................... ( 6 . 1 3 )

E q u a t i o n  ( 6 . 1 3 )  shows t h a t  we h a v e  f i v e  unk n o w n s .

I f  s i m i l a r  e q u a t i o n s  a r e  f o r m u l a t e d  f o r  a l l  g r i d  p o i n t s  i n  

l e v e l  a ,  t h e  NX * NY e q u a t i o n s  w i l l  h a v e  r e s u l t s  w h i c h  h a v e  

NX * NY u n k n o w n s . At t h i s  p o i n t , o l d  p s e u d o - p r e s s u r e  v a l u e s  

a t  l e v e l  S,+l w i l l  b e  u s e d  i n  E q u a t i o n  ( 6 . 1 3 )  a s  k n o w n s .

A l s o ,  p s e u d o - p r e s s u r e  v a l u e s  a t  l e v e l  Ü-1 w i l l  b e  known 

b e c a u s e  t h e y  a r e  j u s t  c a l c u l a t e d  f ro m  p r e v i o u s  i t e r a t i o n .
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Now, a s  f o r  l e v e l  I ,  we h a v e  a  m a t r i x  w h i c h  h a s  t h e  

d i m e n s i o n  N*N w h i c h  m us t  b e  s o l v e d ,  w h e r e  N e q u a l s  NX * NY. 

The a l t e r n a t i n g  d i a g o n a l  t e c h n i q u e  h a s  b e e n  u s e d  i n  m a t h e ­

m a t i c s  f o r  y e a r s .  P r i c e  a n d  C oa t s^®  w e r e  t h e  f i r s t  t o  im­

p r o v e  t h e  t e c h n i q u e  an d  a p p l y  i t  t o  p e t r o l e u m  r e s e r v o i r  

s i m u l a t i o n .  The a l t e r n a t i n g  d i a g o n a l  t e c h n i q u e  f o r  t w o -  

d i m e n s i o n a l ,  s i n g l e  p h a s e  f l o w  i s  e x p l a i n e d  i n  t h e  l i t e r a ­

t u r e .  T h u s ,  t h e  a l t e r n a t i n g  d i a g o n a l  t e c h n i q u e  i s  u s e d  t o  

s o l v e  t h i s  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n  o n e  v e r t i c a l  l e v e l  (& ) .

To a c c e l e r a t e  t h e  c o n v e r g e n c e  a f t e r  t h e  s o l u t i o n  was  

o b t a i n e d  f o r  o n e  l e v e l ,  t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  (w) i s  u s e d .  

D u r i n g  o v e r - r e l a x a t i o n ,  we a m p l i f y  t h e  m a g n i t u d e  o f  p s e u d o ­

p r e s s u r e  c h a n g e  d u r i n g  e a c h  i t e r a t i o n  by  s i m p l y  m u l t i p l y i n g  

t h i s  p s e u d o - p r e s s u r e  c h a n g e  by ( w ) . T h u s ,  f o r  a  new p s e u d o ­

p r e s s u r e  v a l u e ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

= m^j + w (muj -  m^^ )  ( 6 . 1 4 )

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h i s  s t e p  i s  c o m p l e t e d  b e f o r e  

p r o c e e d i n g  t o  t h e  n e x t  l e v e l  (& +1) .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  

e x t r a p o l a t e d  v a l u e  m^^^ i s  u s e d  i n  t h e  s u b s e q u e n t  e q u a t i o n s .  

The o p t im u m  v a l u e  f o r  (w) i s  o b t a i n e d  by t r i a l  a n d  e r r o r .

The p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  f o r  &+1, 1 + 2 ,  . . . ,  NZ. I f  

t h e  s o l u t i o n  d o e s n ' t  m e e t  t h e  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i a ,  t h e  

i t e r a t i v e  p r o c e s s  c o n t i n u e s  u n t i l  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g  c o n ­

d i t i o n s  i s  m e t :
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1) The s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  w i t h i n  t h e  c o n v e r g e n c e  

l i m i t , o r

2 )  Number o f  i t e r a t i o n  e x c e e d s  t h e  maximum a l l o w a b l e  

l i m i t .

F o r  c o n d i t i o n  2 ,  t h e  t i m e  s t e p  i s  r e d u c e d  by  f a c t o r  o f  o n e  

h a l f  a n d  t h e  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  a g a i n .  The r e l a t i v e  e r r o r  

i n  t h e  m o d e l  i s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 6 . 1 5 ) .

k+1  k
e < V = 0 . 0 0 0 1   ( 6 . 1 5 )

m

6 . 3  C o m p u te r  P r o g r a m

The c o m p u t e r  p r o g r a m  c o n s i s t s  o f  m ain  a n d  s e v e r a l  

s u b r o u t i n e s .  The m a in  i s  u s e d  f o r  a l l  i n p u t ,  o u t p u t ,  and  

c o n t r o l l i n g  DO LOOP. A p p e n d ix  C i n c l u d e s  a  f l o w  c h a r t  o f  

t h e  m a in  r o u t i n e .  I n i t i a l  c a l c u l a t i o n s ,  s u c h  a s  g a s  p r o ­

p e r t i e s  t a b l e  ( p s e u d o - p r e s s u r e ,  v i s c o s i t y ,  f o r m a t i o n  vo lum e 

f a c t o r ,  a n d  c o m p r e s s a b i l i t y ) ,  g a s  i n p l a c e  a r e  made p r i o r  t o  

e n t e r i n g  DO LOOP. The p r o g r a m  w i l l  t e r m i n a t e  f r o m  DO LOOP 

w hen ;  1 )  t h e  g a s  f l o w  r a t e  d r o p s  b e l o w  a  c e r t a i n  l i m i t ;

2 )  t o t a l  num ber  o f  c y c l e s  h a v e  o c c u r r e d ;  3) a v e r a g e  r e s e r ­

v o i r  p r e s s u r e  r e a c h e s  b o t t o m  h o l e  f l o w i n g  p r e s s u r e ;  and  

4 )  t h e  t o t a l  t i m e  i n  d a y s  e x c e e d s  t h e  t i m e  l i m i t .  A m a t e r ­

i a l  b a l a n c e  i s  k e p t  i n  m a in  a n d  a  summary t a b l e  i s  s t o r e d  

f o r  e a c h  s t e p  a n d  i s  p r i n t e d  upon  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  r u n .

F u n c t i o n  PINT i s  an  i n t e r p o l a t i o n  s u b r o u t i n e  u s e d  

i n  s e v e r a l  p l a c e s  t h r o u g h o u t  t h e  p r o g r a m .  S u b r o u t i n e  GASP
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i s  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  g a s  p r o p e r t i e s  i n  e a c h  c e l l .  T h i s  

s u b r o u t i n e  i s  c a l l e d :

1)  To u t i l i z e  a l l  g a s  p r o p e r t i e s

2 )  D u r i n g  e a c h  i t e r a t i o n

3 )  At t h e  e n d  o f  e a c h  t i m e  s t e p  t o  u p d a t e  g a s  p r o ­

p e r t i e s  f o r  m a t e r i a l  b a l a n c e  c a l c u l a t i o n s .

I n  s u b r o u t i n e  COEF F , t h e  p e r m e a b i l i t y  f o r  g a s  b e t w e e n  c e l l s  

a r e  c a l c u l a t e d  i n  x ,  y ,  and  z  d i r e c t i o n s .  The a v e r a g e  p e r ­

m e a b i l i t y  i s  c h o s e n  b a s e d  on t h e  t w o - p o i n t  u p s t r e a m  c e l l .

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  s e t  up i n  t h i s  s u b r o u t i n e .  A l l  

c o e f f i c i e n t s  c^^, Cg, Cg, c ^ ,  Cg, Cg, c ^ ,  and  RHS a r e  t h e n  

c a l c u l a t e d .  The l a s t  s t e p  i n  t h i s  s u b r o u t i n e  i s  n o r m a l i z i n g  

t h e  c o e f f i c i e n t s  by d i v i d i n g  a l l  o f  th e m  by C y . At t h i s  

t i m e ,  t h e  m a t r i x  i s  s e t  up and  r e a d y  t o  b e  c a l l e d  f o r  s o l u ­

t i o n  s u b r o u t i n e .

S u b r o u t i n e  CONT i s  u s e d  t o  c o n t r o l  t h e  p r o c e s s .  

S e v e r a l  c h e c k s  a r e  made a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  CONT. T h e se  

c h e c k s  a r e  t o  d e t e r m i n e  i f  t h e  new t i m e  s t e y  may b e  t o o  

l a r g e .  The t i m e  s t e p  may b e  r e d u c e d  b a s e d  on t h e  maximum 

p r e s s u r e  c h a n g e  i n  a  c e l l ,  a n d  t h e  maximum t i m e  s t e p .  A f t e r  

any  n e c e s s a r y  a d j u s t m e n t , GASP i s  c a l l e d  t o  u p d a t e  t h e  g a s  

p r o p e r t i e s  i n  e a c h  c e l l . Then SSOR o r  NDRV i s  c a l l e d  f o r  

s o l u t i o n .  Upon r e t u r n i n g  t o  CONT, t h e  v a l u e s  o f  p s e u d o ­

p r e s s u r e  f o r  e a c h  c e l l  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d .  U s i n g  PINT 

i n t e r p o l a t i n g  r o u t i n e ,  v a l u e s  o f  p r e s s u r e  a r e  known a t  e a c h  

c e l l  f o r  t i m e  ( t  + A t ) .
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Numerous  c h e c k s  a r e  made n e a r  t h e  e n d  o f  CONT t o  

d e t e r m i n e  i f  t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  o f  p r e s s u r e  h a v e  met 

s p e c i f i c  l i m i t a t i o n s .  I f  t h e  p r e s s u r e  d r o p  i s  t o o  h i g h ,  

a n o t h e r  i t e r a t i o n  i s  b e g u n  w i t h  t i m e  s t e p  r e d u c e d  t o  one  

h a l f  o f  t h e  p r e v i o u s  o n e .  T h i s  i s  n e c e s s a r y  t o  make t h e  

p r o g r a m  more  s t a b l e  by  c o n t r o l l i n g  p r e s s u r e  d r o p  w i t h i n  a 

c e r t a i n  l i m i t  f o r  e a c h  t i m e  s t e p .  A p p e n d ix  C p r e s e n t s  f l o w  

c h a r t s  f o r  t h e  m a in  a n d  s e v e r a l  s u b r o u t i n e s .

6 . 4  V a l i d i t y  o f  t h e  Model

The m o d e l  was s t a b l e  a n d  c o n s i s t e n t  t h r o u g h o u t  a l l  

d i f f e r e n t  v a l i d a t i o n  r u n s  made t o  v e r i f y  i t s  a c c u r a c y .  Some 

p o i n t s  o f  i n t e r e s t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  b e f o r e  a n y  d i s c u s ­

s i o n s  o f  r e s u l t s .  F i r s t ,  i t  was  d i f f i c u l t  t o  d e s i g n  a 

u n i q u e  g r i d - s i z e  d i s t r i b u t i o n  f o r  a l l  c e l l s .  I n  g e n e r a l ,  

t h i s  i s  one  o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  f e a t u r e s  i n  d e s i g n i n g  a  

s t a b l e  s i m u l a t o r .  To a c h i e v e  a c c e p t a b l e  r e s u l t s ,  i t  was 

n e c e s s a r y  t o  u s e  i r r e g u l a r  g r i d  s i z e .  B e c a u s e  o f  t h e  s h a r p  

d i s c o n t i n u i t y  e n c o u n t e r e d  i n  t h i s  p r o b l e m ,  e s p e c i a l l y  n e a r  

t h e  f r a c t u r e  f a c e s ,  i t  was  n e c e s s a r y  t o  u s e  s m a l l  d im e n ­

s i o n s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  any  d i s c o n t i n u i t y .  T h u s ,  v e r y  

s m a l l  c e l l s  w e r e  c o n s i d e r e d  n e a r  t h e  w e l l b o r e  a n d  t h e  

f r a c t u r e .  L a r g e r  c e l l s ,  h o w e v e r ,  w e r e  a c c e p t a b l e  a t  g r e a t e r  

d i s t a n c e s  f r o m  t h e s e  a r e a s  o f  d i s c o n t i n u i t i e s .

F o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s t u d y ,  t h e  d r a i n a g e  a r e a  was  

t r e a t e d  a s  t h r e e - d i m e n s i o n a l  f l o w  r e g i o n  d i v i d e d  i n t o
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i r r e g u l a r  f l o w  c e l l s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  d i s c o n t i n u i t y  e n ­

c o u n t e r e d  i n  t h e  t h i r d  d i m e n s i o n  i s  a l s o  c o n s i d e r e d .  As a  

r e s u l t ,  a  u n i q u e  g r i d  s i z e  s t r u c t u r e  w as  c h o s e n  w i t h  f i n e  

g r i d s  a t  some a r e a s .

S e c o n d ,  t h e  d e s c r i b e d  m o d e l  w as  s t a b l e  u n d e r  a  w id e  

r a n g e  o f  v a r y i n g  c o n d i t i o n s .  I t  w as  f o u n d  t h a t  a  v e r y  

s m a l l  i n i t i a l  t i m e  s t e p  i s  n e c e s s a r y .  T h i s  i n i t i a l  t i m e  

s t e p  i n  t h e  m o d e l  i s  1 0 " ^  d a y .  The t i m e  s t e p  c a n  b e  i n ­

c r e a s e d  b y  a  f a c t o r  o f  tw o  f o r  e v e r y  new t i m e .  The maximum 

t i m e  s t e p  s i z e  i s  s e t  e q u a l  t o  20  d a y s .  I n  f a c t ,  i t  c a n  b e  

l a r g e r  o r  s m a l l e r  t h a n  20  d a y s ,  a s  l o n g  a s  t h e  c o n v e r g e n c e  

c r i t e r i a  a r e  m e t .  I f  At i s  t o o  l a r g e ,  t h e  p r o g r a m  w i l l  -out 

b a c k  At by  a  f a c t o r  o f  &.

I n  many c a s e s ,  i t  was  o b s e r v e d  t h a t  a  l a r g e  i n i t i a l  

t i m e  s t e p  c a u s e d  o s c i l l a t i n g  s o l u t i o n s  d u e  t o  n u m e r i c a l  i n ­

s t a b i l i t y .  I n  a d d i t i o n ,  m ore  s t a b i l i t y  was  o b t a i n e d  when 

a  maximum p r e s s u r e  d r o p  f o r  e v e r y  t i m e  s t e p  i s  c o n s i d e r e d .

A maximum p r e s s u r e  d r o p  o f  300 p s i  i s  a l l o w e d  f o r  a n y  t i m e  

s t e p .  I f  t h e  p r e s s u r e  d r o p  f o r  an y  c e l l  e x c e e d s  s u c h  a  

l i m i t ,  a  r e d u c t i o n  i n  t h e  t i m e  s t e p  i s  c o n s i d e r e d .  T h i s  

p r e s s u r e  c o n t r o l  f a c t o r  i s  v e r y  i m p o r t a n t ,  p a r t i c u l a r l y  a t  

v e r y  e a r l y  t i m e .

I n  g e n e r a l , t h e  p r o g r a m  w as  v e r y  s t a b l e  b e c a u s e  t h e  

p r o b l e m  i s  i m p l i c i t l y  t r e a t e d .  I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  

t h a t  t h e  e x e c u t i o n  t i m e  was l a r g e  when t h e  i t e r a t i v e
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t e c h n i q u e  w as  u s e d  c o m p a r e d  t o  t h e  d i r e c t  m e th o d  s o l u t i o n .  

F o r  e x a m p l e ,  tw o d i f f e r e n t  c o m p u t e r  r u n s  w e r e  made u s i n g  t h e  

same i n p u t  d a t a  i n  b o t h  c a s e s .  U s i n g  t h e  i t e r a t i v e  s o l v e r  

(SSOR), t h e  t o t a l  e x e c u t i o n  t i m e  w as  9 . 9 2  m i n u t e s  f o r  m o d e l ­

l i n g  t h e  w e l l  p e r f o r m a n c e  f o r  10 d a y s  o f  p r o d u c t i o n .  I n  t h e  

s e c o n d  c o m p u t e r  r u n ,  t h e  direct s o l v e r  (SPARSE) y i e l d e d  an  

e x e c u t i o n  t i m e  o f  3 . 2  m i n u t e s .  T h i s  i s  e x p e c t e d  b e c a u s e  o f  

t h e  h e t e r o g e n e i t y  w h i c h  w as  i n v o l v e d  i n  t h e  p r o b l e m .  T h u s ,  

i n  a l l  r u n s ,  t h e  s o l v e r  u s e d  w as  s p a r s e  m a t r i x  t e c h n i q u e .

F i n a l l y ,  i n  t h i s  s t u d y ,  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  m o d e l  

i s  v e r i f i e d  b y  c o m p a r i n g  r e s u l t s  w i t h  t h e  a n a l y t i c a l  s o l u ­

t i o n  o f  a  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e  ( c o n s t a n t  p r e s s u r e  

c a s e ) .  The s o l u t i o n  g e n e r a t e d  f o r  h f / h = l ,  l a m i n a r  f l o w ,  

a n d  t h e  r e s u l t s  w e r e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  

f o r  c o n s t a n t  b o t t o m  h o l e  p r e s s u r e  p r e s e n t e d  by  A g a r w a l .  

e t  a l .

T he  a b o v e  r e s u l t s  o f  t h e s e  s i m u l a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  

i n  T a b l e s  6 . 1 - 6 . 4  a n d  F i g u r e  6 . 2 .  F i g u r e  6 . 2  i s  a  p l o t  o f  

l o g  1 /q j )  v e r s u s  l o g  t ^ ^ ^  f o r  v a r i o u s  F ^ ^ .  I n  F i g u r e  6 . 2 ,  

s o l u t i o n  i s  p r e s e n t e d  f o r  f o u r  v a l u e s  o f  Fq^ :  1 ,  5 ,  1 0 ,  arid 

5 0 .

C o m p a r i s o n  o f  t h e  a n a l y t i c  a n d  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s

p r e s e n t e d  r e v e a l  tw o  i n t e r e s t i n g  p o i n t s .  F i r s t ,  t h e r e  i s

e x c e l l e n t  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  and

t h o s e  o f  A g a r w a l  e t  o v e r  m o s t  o f  t h e  r a n g e .  S e c o n d ,
- 4f o r  ' t j^^j<10 , t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  d i f f e r  f r o m  t h e
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TABLE 6- : COMPARISON BETWEEN ANALYTICAL AND NUMERICAL 
SOLUTIONS FOR FCD=1 ,HF/H=1 AND MDT=0

1/QD
TDXF ANALYTICAL

mm mm mm •mm mm mm mm mm m### w .

NUMERICAL

.105E-04 . 164E+00 .2322+00

.180E-04 .1902+00 .2522+00

.292E-04 .200E+00 .2712+00
* 460E-04 .2212+00 .2812+00
.712E-04 .2472+00 .3102+00
.109E-03 .2832+00 .3532+00
.166E-03 .3062+00 .3722+00
.251E-03 .3552+00 .4002+00
.378E-03 .3902+00 .4302+00
.570E-03 .4462+00 .4522+00
.856E-03 .4812+00 .5112+00
.129E-02 .5102+00 .5302+00
.193E-02 .5702+00 .6032+00
.290E-02 .6212+00 .6412+00
.435E-02 .6922+00 .6952+00
.653E-02 .7602+00 .7662+00
.980E-02 .8202+00 .8252+00
.147E-01 .9402+00 .9402+00
*221 [->01 .1012+01 .1002+01
.331E-01 .1102+01 .1102+01
.496E-01 .1252+01 .1252+01
.745E-01 .1372+01 .1372+01
.112E+00 .1542+01 .1542+01
.168E+00 .1662+01 .1662+01
.251E+00 .1812+01 .1802+01
.377E+00 .1962+01 .1962+01
.5652+00 .2132+01 .2132+01
.7872+00 .2302+01 .2302+01
.100E+01 .2432+01 .2432+01
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TABLE 6- : COMPARISON BETWEEN ANALYTICAL AND NUMERICAL 
SOLUTIONS FOR FCD=1G ,HF/H=1 AND MDT=0

1/QD
TDXF ANALYTICAL NUMERICAL

.1Ô5E-04 .525E-01 .601E-01

.1O0E—04 .594E-01 .652E-01

.292E-04 .670E-01 .712E-01

.460E-04 .740E--01 .776E-01

.712E-04 .812E-01 .820E-01

.109E-03 .885E-01 .884E-01

.166E-03 .100E+00 .100E+00

.251E-03 .110E+00 .110E+00

.378E-03 .122E+0O .122E+00

.570E-03 .133E+00 .133E+00

.856E-03 .151E+00 .151E+00

.129E-02 .168E+00 .168E+00

.193E-02 .186E+00 .186E+00

.290E-02 .211E+00 .211E+00

.435E-02 .241E+00 .241E+00

.653E-02 .272E+00 .273E+00

.980E-02 .315E+00 .315E+00

.147E-01 .360E+00 .361E+00

.221E-01 .423E+00 .424E+00

.331E-01 .498E+00 .498E+00

.496E-01 .586E+00 .585E+00

.745E-01 .680E+00 .680E+00

.112E+00 .781E+00 .781E+00

. -1 68E+00 .887E+00 .887E+00

.251E+00 .101E+01 .101E+01

.377E+00 .115E+01 .115E+01

.565E+00 .131E+01 .131E+01

.787E+00 .143E+01 .143E+01

.i O0E+01 .154E+01 .154E+01
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a n a l y t i c a l  s o l u t i o n .  I n  r e a l  l i f e ,  t h i s  d i r a e n s i o n l e s s  t i m e  

c o r r e s p o n d s  t o  a  few s e c o n d s .  A s m a l l e r  i n i t i a l  t i m e  s t e p  

a n d  more  i t e r a t i o n  p e r  t i m e  s t e p  w i l l  c a u s e  a  b e t t e r  a g r e e ­

ment  o v e r  t h a t  r e g i o n .



CHAPTER V II  

DISCUSSION OF RESULTS

A l l  s t u d i e s  o n  f r a c t u r e d  w e l l s  w i t h  f i n i t e  c o n d u c ­

t i v i t y  f r a c t u r e  a r e  b a s e d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  f r a c ­

t u r e  h e i g h t  a n d  f o r m a t i o n  h e i g h t  a r e  e q u a l .  T h i s  i s  n o t  

u s u a l l y  t h e  c a s e .  F i e l d  s t u d i e s  on f r a c t u r e  h e i g h t  i n d i ­

c a t e  t h a t  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  u n r e a l i s t i c .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  

p r o p p e d  f r a c t u r e  h e i g h t  t h r o u g h  w h i c h  f l u i d  i s  p r o d u c e d  i s  

l e s s  t h a n  t h e  c r e a t e d  f r a c t u r e  h e i g h t .

I n  t h i s  s t u d y  t h e  e f f e c t  o f  t h e  f r a c t u r e  on t h e  w e l l  

p e r f o r m a n c e  i s  c l o s e l y  e x a m i n e d  f o r  c o n s t a n t  p r e s s u r e  c a s e .  

The w e l l  i s  i n t e r c e p t e d  by  v e r t i c a l  f r a c t u r e  w i t h  f i n i t e  

c o n d u c t i v i t y .  Two o p e r a t i n g  t e c h n i q u e s  a r e  commonly u s e d  

by  i n d u s t r y  f o r  p r o d u c i n g  w e l l s ;  c o n s t a n t  r a t e  o r  c o n s t a n t  

b o t t o m  h o l e  f l o w i n g  p r e s s u r e .  At t i m e s ,  c o n s t a n t  f l o w  

r a t e s  a r e  h a r d  t o  m a i n t a i n  d u e  t o  w e l l h e a d  l i m i t a t i o n s .  

A l s o ,  i f  t h e  r e s e r v o i r  i s  i n  t h e  d e p l e t i o n  p h a s e ,  t h e  f l o w  

r a t e  d e c r e a s e s  w i t h  t i m e .  G e n e r a l l y ,  t h e  c o n s t a n t  b o t t o m  

h o l e  f l o w i n g  p r e s s u r e  t e c h n i q u e  i s  more  l i k e l y  t o  b e  u s e d  

d u r i n g  p r o d u c t i o n .

87
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I n  t h e  c a s e  o f  c o n s t a n t  p r e s s u r e ,  t h e  f l o w  r a t e  

c h a n g e s  c o n t i n u o u s l y ,  a n d  t h e  c o n s t a n t  r a t e  s o l u t i o n  c a n  n o t  

b e  u s e d .  R e c e n t l y ,  R a g h a v a n ^ ^  s t u d i e d  t h e  e f f e c t  o f  f r a c ­

t u r e  h e i g h t  on  t r a n s i e n t  f l o w  b e h a v i o r  f o r  a  u n i f o r m  f l u x  

a n d  i n f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e s  ( c o n s t a n t  f l o w  r a t e  

c a s e ) .  A g a r w a l ,  e t  p u b l i s h e d  t h e  r e s u l t s  f o r  c o n s t a n t  

p r e s s u r e  p r o d u c t i o n  f o r  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e s .  T h e s e  

r e s u l t s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  a  g r a p h  o f  l o g  l / q ^  v s  l o g  t ^ ^ ^  

c a n  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  f r a c t u r e  l e n g t h  a n d  i t s  c o n d u c t i v ­

i t y  by  u s i n g  t h e  t y p e  c u r v e  m a tc h  t e c h n i q u e .  C i n c o ,  e t .
12a l . ' s o l v e d  t h e  same p r o b l e m  by u s i n g  s e r a i - a n a l y t i c a l  

m e t h o d s .

T h e s e  s t u d i e s  show ed  t h a t ,  a t  e a r l y  t i m e s ,  a  h i g h  

c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e  g i v e s  a  h i g h e r  f l o w  r a t e  a t  a  g i v e n  

p r e s s u r e  t h a n  a  low  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e .  I n  t h e  f o l l o w ­

i n g  s e c t i o n s ,  we s h a l l  e x a m i n e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  

d i m e n s i o n l e s s  r a t e  a s  a  f u n c t i o n  o f  d i m e n s i o n l e s s  t i m e  

o b t a i n e d  by  n u m e r i c a l  s i m u l a t o r .

7 . 1  - E f f e c t  o f  F r a c t u r e  H e i g h t

The m a in  p u r p o s e  o f  t h i s  work  i s  t o  s t u d y  t h e  e f f e c t  

o f  f r a c t u r e  h e i g h t  on  p r o d u c t i v i t y  o f  a  w e l l  i n t e r c e p t i n g  

a  v e r t i c a l  f r a c t u r e  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y .  U s i n g  t h e  

n u m e r i c a l  s i m u l a t o r ,  s e v e r a l  r u n s  w e r e  made f o r  d i f f e r e n t  

f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t i e s .  To co m p are  t h e  r e s u l t s  w i t h  

A g a r w a l ,  e t  a l .  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n ,  a  D a rc y  f l o w  i n  t h e
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f r a c t u r e  i s  a s s u m e d .  When t h e  f r a c t u r e  h e i g h t  e q u a l s  

t h e  f o r m a t i o n  t h i c k n e s s ,  a  good a g r e e m e n t  i s  o b t a i n e d  

b e t w e e n  o u r  r e s u l t s  and  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  f o r  a l l  d i f f e r e n t  

f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t i e s .  T h i s  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  e a r l i e r  

i n  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  m ode l  s e c t i o n .

F i g u r e s  7 - 1  t o  7 - 4  a r e  g r a p h s  o f  r e c i p r o c a l  d im e n ­

s i o n l e s s  r a t e  v e r s u s  d i m e n s i o n l e s s  t i m e  a n d  d i m e n s i o n l e s s  

f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y .  The t e r m  p e n e t r a t i o n  r a t i o  w i l l  b e  

u s e d  t h r o u g h o u t  t h i s  s t u d y  w h ic h  i s  d e f i n e d  a s  :

The c a s e  o f  b = 1 i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o m p l e t e  f r a c t u r e  

p e n e t r a t i o n  t h r o u g h o u t  t h e  t o t a l  f o r m a t i o n  t h i c k n e s s .  At 

t h i s  p o i n t ,  i t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  t h a t  when b = 1 ,  t h e  

p r o b l e m  i s  r e d u c e d  t o  t w o - d i m e n s i o n a l . T h u s , t h e  f l o w  i n  

t h e  v e r t i c a l  d i r e c t i o n  i s  n o t  s i g n i f i c a n t  b e c a u s e  o f  com­

p l e t e  p e n e t r a t i o n .  T h u s ,  o n e  may b e  a b l e  t o  c o m p a r e  t h e  

r e s u l t s  w i t h  t h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  f o r  s u c h  a  c a s e .

As c a n  b e  s e e n  f r o m  F i g u r e s  7 - 1  t o  7 - 4 ,  f o r  a l l  r u n s  

when b  = 1 ,  t h e  r e s u l t s  a r e  c o m p a r a b l e  w i t h  A g a r w a l ,  e t  a l . 

The d i m e n s i o n l e s s  f l o w  d e c r e a s e s  a s  t h e  p e n e t r a t i o n  r a t i o  

d e c r e a s e s  f o r  any  v a l u e s  o f  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  c o n d u c ­

t i v i t y ,  T h i s  i s  e x p e c t e d  b e c a u s e  l a r g e r  v a l u e s  o f  b c o r ­

r e s p o n d  t o  a  g r e a t e r  f r a c t u r e  a r e a .  I n  g e n e r a l ,  a l l  r e s u l t s  

i n d i c a t e  t h a t  a  f r a c t u r e  w i t h  b < 1 b e h a v e s  a s  a  f u l l y  

p e n e t r a t e d  f r a c t u r e  w i t h  l o w e r  c o n d u c t i v i t y .
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F i g u r e s  7 - 5  a n d  7 - 6  p r e s e n t  t h e  r e s u l t  o f  l o n g  t i m e  

s o l u t i o n .  As i s  e v i d e n t  f r o m  t h e s e  g r a p h s ,  t h e  b o u n d a r y  

e f f e c t  a p p e a r s  a t  t h e  l a t e  t i m e  p e r i o d .  T h i s  i s  a l s o  e x ­

p e c t e d  b e c a u s e  t h e  m o d e l  a s s u m e s  a  b o u n d e d  r e s e r v o i r . I t  

i s  n o t i c e a b l e  t h a t  t h e  c u r v e s  c r o s s  e a c h  o t h e r  a t  a p p r o x i ­

m a t e l y  t g ^ ^  o f  20  a n d  100 i n  F i g u r e s  7 - 5  a n d  7 - 6 ,  r e s p e c ­

t i v e l y .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  f o r  a  p a r t i a l l y  p e n e t r a t e d  

r e s e r v o i r  (b  < 1)  i s  d e p l e t e d  s l o w e r  t h a n  a  f u l l y  p e n e t r a t e d  

r e s e r v o i r .  O b v i o u s l y ,  s u c h  a  d e p l e t i o n  e f f e c t  i s  b e c a u s e  a  

f u l l y  p e n e t r a t e d  r e s e r v o i r  p r o d u c e s  a t  h i g h e r  r a t e s  a t  t h e  

e a r l y  t i m e  o f  w e l l  l i f e . F i g u r e s  7 - 5  a n d  7 - 6  p r e s e n t  t h e  

l a t e  t i m e  s o l u t i o n  i n  d i m e n s i o n l e s s  fo r m  f o r  two  d i f f e r e n t  

s e t s  o f  X g /x ^  r a t i o s  o f  5 a n d  1 0 ,  r e s p e c t i v e l y .  A f a m i l y  

o f  g r a p h s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  v a r y i n g  F ^ ^  a n d  x ^ / x ^  d i f ­

f e r e n t  b . B u t  f o r  i l l u s t r a t i o n  p u r p o s e s ,  r e s u l t s  f o r  o n l y  

Fjnjj = 10 a r e  p r e s e n t e d .

7 . 2  E f f e c t  o f  N o n -D a rc y  F low  i n  t h e  F r a c t u r e

I t  i s  a l s o  t h e  o b j e c t i v e  o f  t h i s  w ork  t o  s t u d y  t h e  

e f f e c t  o f  t u r b u l e n t  f l o w  a n d  f r a c t u r e  h e i g h t  on t h e  p r o ­

d u c t i v i t y  o f  a  f r a c t u r e d  w e l l .  I t  was  shown i n  a  p r e v i o u s  

s e c t i o n  t h a t  a  t u r b u l e n t  f a c t o r  ( 6 )  i s  n e e d e d  t o  i n c l u d e  

t h e  e f f e c t  o f  n o n - D a r c y  f l o w  w i t h i n  t h e  f r a c t u r e .  S i n c e  

t h e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h e  d i m e n s i o n l e s s  f o r m ,  a 

d i m e n s i o n l e s s  p s e u d o - p r e s s u r e  d r o p  i s  p r e s e n t e d  ( m ^^) .

T h i s  i s  s i m i l a r  t o  t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o n s t a n t  p r e s e n t e d  by
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Guppy ^  T h i s  p a r a m e t e r  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e

p s e u d o - p r e s s u r e  d r o p  a s  w e l l  a s  t h e  t u r b u l e n t  f l o w  f a c t o r .  

The d i m e n s i o n l e s s  p s e u d o - p r e s s u r e  d r o p  f o r  t u r b u l e n c e  i s  

d e f i n e d  a s :

i r g l t k „ k [ m ( p ) j  -  m (p )
mj3T = -- ---------------------------------------

RTUjW

a n d  i n  f i e l d  u n i t s

mj5T

—  19
1 0 . 4 7 8  X 10 M 8kjk [m (p)j  -  m (p )^ j ]  

Ty^w

I f  mj îj, i s  v e r y  s m a l l  ( ~ 0 ) ,  t h e  f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e  

i s  l a m i n a r .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  p r e s s u r e  d r o p  m u s t  b e  v e r y  

s m a l l .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  f l u i d  v e l o c i t y  w i t h i n  t h e  f r a c ­

t u r e  i s  s m a l l .  When mj^^ i s  g r e a t e r  t h a n  z e r o ,  a  n o n - D a r c y  

f l o w  t a k e s  p l a c e  i n  t h e  f r a c t u r e .

I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  e f f e c t  o f  t u r b u l e n t  f l o w  w i t h i n  

a  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  v e r t i c a l  f r a c t u r e  i n  w h i c h  t h e  f r a c ­

t u r e  h e i g h t  i s  l e s s  t h a n  f o r m a t i o n  t h i c k n e s s  i s  e x a m i n e d .

A q u a n t i t a t i v e  r e s u l t  i n  t e r m s  o f  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r s  

a r e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  n u m e r i c a l  m o d e l .

F i g u r e s  7 - 7  t o  7 - 1 8  a r e  t h e  g r a p h s  o f  r e c i p r o c a l  

d i m e n s i o n l e s s  r a t e  ( l / q ^ )  f o r  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  c o n ­

d u c t i v i t y  ( F ^ g )  r a n g e s  f r o m  1 t o  10 0 .  I n  t h e s e  r u n s ,  b 

i s  l e s s  t h a n  u n i t  and  mjj;p v a r i e s  f r o m  0 t o  1 .  I t  s h o u l d
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b e  m e n t i o n e d  t h a t  f o r  b = 1 a n d  m^^ = 0 ,  t h e  r e s u l t s  a r e  

c o m p a r a b l e  w i t h  t y p e  c u r v e s .  When m̂ ^p > 0 ,  a  s i g n i f i c a n t  

r e d u c t i o n  i n  t h e  f l o w  r a t e  i s  o b t a i n e d  f o r  any  v a l u e  o f  

f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y .  T h i s  n o n - D a r c y  f l o w  e f f e c t  i s  c l e a r l y  

n o t i c e a b l e  a t  t h e  e a r l y  t i m e  d a t a .  Low a n d  m o d e r a t e  f r a c t u r e  

c o n d u c t i v i t i e s  f r o m  1 t o  1 0 )  showed  r e l a t i v e l y  s m a l l

t u r b u l e n t  e f f e c t  when m̂^̂ p i s  g r e a t e r  t h a n  z e r o .  On t h e  

o t h e r  h a n d ,  h i g h  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t i e s  y i e l d  a  more  s i g ­

n i f i c a n t  t u r b u l e n t  e f f e c t  f o r  any  v a l u e  o f  b .  T h i s  c a n  b e  

s e e n  i n  F i g u r e s  7 - 1 6  t o  7 - 1 8  a t  e a r l y  t i m e .  B a s i c a l l y ,  a  

h i g h  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e  h a s  a  h i g h  f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  

w h ic h  c a u s e s  a  v e r y  h i g h  f l u i d  v e l o c i t y .  S i n c e  t h e  t u r b u ­

l e n t  e f f e c t  d e p e n d s  on  f l u i d  v e l o c i t y ,  i t  b eco m es  more 

s i g n i f i c a n t  i n  t h e  c a s e  o f  a h i g h  c o n d u c t i v i t y  f r a c t u r e .

As i s  e v i d e n t  f r o m  a l l  r e s u l t s ,  when m^p, > 0 ,  t h e  

f r a c t u r e  w i t h  n o n - D a r c y  f l o w  e f f e c t  b e h a v e s  a s  i f  i t  h ad  

l o w e r  c o n d u c t i v i t y .

7 . 3  C l o s u r e  P r e s s u r e  E f f e c t

The c l o s u r e  p r e s s u r e  i s  d e f i n e d  a s  t h e  d i f f e r e n c e  

b e t w e e n  b o t t o m - h o l e  t r e a t i n g  p r e s s u r e  a n d  t h e  a v e r a g e  p r e s ­

s u r e  i n  t h e  f r a c t u r e .  The c l o s u r e  p r e s s u r e  h a s  a s i g n i f i ­

c a n t  e f f e c t  on t h e  p r o d u c t i v i t y  o f  a  f r a c t u r e d  w e l l  and  

s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d .  As t h e  f r a c t u r e d  w e l l  s t a r t s  p r o ­

d u c t i o n ,  t h e  a v e r a g e  p r e s s u r e  i n  t h e  r e s e r v o i r  and  f r a c t u r e  

d e c r e a s e s .  T h u s ,  t h e  c l o s u r e  p r e s s u r e  i n c r e a s e s  w i t h  t i m e



Ill

c a u s i n g  c r u s h i n g  o f  t h e  p r o p p a n t , a n d  t h e r e f o r e ,  t h e  f r a c ­

t u r e  f l o w  c a p a c i t y  i s  r e d u c e d  s i g n i f i c a n t l y .  As a  r e s u l t  

o f  t h a t ,  t h e  f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  d e c r e a s e s  w i t h  t i m e .

The m o d e l  c o n s i d e r s  t h e  e f f e c t  o f  c h a n g i n g  c l o s u r e  

p r e s s u r e  a s  w e l l  a s  t h e  e f f e c t  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  a n d  t u r ­

b u l e n t  f l o w .  The c l o s u r e  p r e s s u r e  i s  d e t e r m i n e d  a t  e a c h  

c e l l  i n  t h e  f r a c t u r e .  L a b o r a t o r y  d a t a  f o r  f r a c t u r e  c o n ­

d u c t i v i t y  v e r s u s  c l o s u r e  p r e s s u r e  an d  p r o p p a n t  c o n c e n t r a ­

t i o n  f o r  d i f f e r e n t  p r o p p a n t s  a r e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  a  new 

f r a c t u r e  p e r m e a b i l i t y  a t  e a c h  t i m e  s t e p .

U s i n g  d a t a  o f  T a b l e  7 . 1 ,  c o m p u t e r  r u n  was  made t o  

s t u d y  t h e  e f f e c t  o f  c l o s u r e  p r e s s u r e  when b < 1 i n  c o m p u t i n g  

a c t u a l  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y .

F i g u r e  7 - 1 9  p r e s e n t s  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  r u n .  As c a n  

b e  s e e n ,  t h e r e  i s  a  s i g n i f i c a n t  r e d u c t i o n  i n  t h e  f l o w  r a t e  

w i t h  t i m e  when t h e  c l o s u r e  p r e s s u r e  e f f e c t  i s  i n c l u d e d .  In  

t h i s  p a r t i c u l a r  e x a m p l e ,  s i n c e  t h e  p u r p o s e  i s  t o  s t u d y  t h e  

e f f e c t  o f  c l o s u r e  p r e s s u r e ,  t h e  f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e  i s  

a s s u m e d  t o  b e  L a m i n a r .  T h i s  w i l l  e l i m i n a t e  t h e  n o n - D a r c y  

f l o w  e f f e c t .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  f r a c t u r e  h e i g h t  t o  t h e  f o r ­

m a t i o n  h e i g h t  r a t i o  i s  0 . 7 5  f o r  b o t h  r u n s  ( w i t h  c l o s u r e  

an d  w i t h o u t  c l o s u r e  p r e s s u r e  e f f e c t ) .  T h u s ,  o n e  may b e  

a b l e  t o  j u s t i f y  t h a t  t h e  r e d u c t i o n  i n  t h e  w e l l  p r o d u c t i v i t y  

i s  c a u s e d  by  t h e  c l o s u r e  p r e s s u r e  e f f e c t  o n l y  a s  shown i n  

F i g u r e  7 - 1 9 .



112 

T a b l e  7 - 1  

R e s e r v o i r  a n d  F l u i d  P r o p e r t y  D a ta

e f f e c t i v e  p e r m e a b i l i t y ,  md 0 . 5
f o r m a t i o n  p o r o s i t y  0 . 1
i n i t i a l  r e s e r v o i r  p r e s s u r e ,  p s i  5000
b o t t o m - h o l e  t r e a t i n g  p r e s s u r e ,  p s i  6000
b o t t o m - h o l e  f l o w i n g  p r e s s u r e ,  p s i  2500
b o t t o m  h o l e  t e m p e r a t u r e ,  °F  250
w e l l  s p a c i n g ,  a c r e s  160
w e l l b o r e  r a d i u s , f t  0 . 5
g a s  g r a v i t y  0 .6 5
g a s  v i s c o s i t y ,  c p s  0 .0 2 1
f r a c t u r e  l e n g t h ,  f t  1320
f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y ,  m d - f t  ^ 19800
p r o p p a n t  c o n c e n t r a t i o n ,  l b / 1 0 0 0  f t  1500
n e t  p a y ,  f t  40
f r a c t u r e  h e i g h t ,  f t  30
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7 . 4  L a y e r e d  F o r m a t i o n s

The s t r a t i f i e d  f o r m a t i o n  i s  t h e  m o s t  common t y p e  o f  

h e t e r o g e n e o u s  r e s e r v o i r .  The h y d r a u l i c  p r o p e r t i e s  o f  

p o r o u s  m e d i a  i n  th e m  v a r y  f r o m  o n e  l a y e r  t o  a n o t h e r .  A l ­

t h o u g h  t h e  s t u d y  o f  f l u i d  b e h a v i o r  o f  m u l t i - l a y e r e d  r e s e r ­

v o i r s  i s  i m p o r t a n t , i t  b e co m e s  m ore  c o m p l i c a t e d  when t h e  

w e l l  i s  i n t e r c e p t e d  by  a  f i n i t e l y  c o n d u c t i v e  f r a c t u r e .

A r a t h e r  s i m p l e  c a s e  i s  t h a t  o f  tw o l a y e r s  i n  b o u n d e d  

r e s e r v o i r .  The i n t e r f a c e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  b e t w e e n  l a y e r s  

c o u l d  b e  e i t h e r  w i t h  c r o s s  f l o w  o r  w i t h o u t  c r o s s  f l o w .  I n  

t h e  f i r s t  c a s e ,  t h e  o n l y  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  l a y e r s  o c c u r s  

a t  t h e  w e l l  a n d  v i a  t h e  f r a c t u r e .  F o r  t h e  s e c o n d  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n ,  t h e r e  i s  a  c r o s s  f l o w  t h r o u g h o u t  t h e  i n t e r f a c e  

a s  w e l l  a s  t h e  f r a c t u r e .  Each  l a y e r  i s  h o m o g e n eo u s .  In  

a d d i t i o n ,  t h e  i n i t i a l  r e s e r v o i r  p r e s s u r e  i s  t h e  same f o r  

t h e  tw o l a y e r  s y s t e m .

Many p a p e r s ^ ^ ' ^ S  h a v e  d e a l t  w i t h  l a y e r e d  r e s e r v o i r s  

w i t h  o r  w i t h o u t  c r o s s  f l o w  f o r  u n f r a c t u r e d  f o r m a t i o n s .  So 

f a r ,  no n u m e r i c a l  s t u d i e s  o f  l a y e r e d  m e d ia  i n  f r a c t u r e d  

s y s t e m  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d .  T h e r e f o r e ,  a n o t h e r  o b j e c t i v e  

o f  t h i s  w o rk  i s  t o  p r e s e n t  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  o f  l a y e r e d  

f o r m a t i o n  i n  t h e  f r a c t u r e d  r e s e r v o i r s .

Some o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a b l e s  w i l l  b e  u s e d  

t h r o u g h o u t  t h i s  d i s c u s s i o n  f o r  c o n v e n i e n c e .  T h e s e  v a r i a b l e s  

a r e  d e f i n e d  a s  :
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D i m e n s i o n l e s s  t i m e

_ .0 0 0 2 6 4  k t

D i m e n s i o n l e s s  r a t e

^ 1424  qT 
kh  Am(p)

D i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y

(wk). .

w h e r e

h = h i  + hg

_  ^ k j h i  + kg h g

h

+  * 2^2(j) = ---------------------

F i g u r e  7 - 2 0  i s  t h e  p l o t  o f  r e c i p r o c a l  d i m e n s i o n l e s s  

t i m e ,  1/çij j,  v e r s u s  t h e  d i m e n s i o n l e s s  t i m e ,  t g ^ ^ '  on  l o g a -  

r i t h m e t i c  s c a l e  f o r  h ^ / h g  o f  o n e  and  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  

c o n d u c t i v i t y  o f  o f  t e n .  The p e r m e a b i l i t y  r a t i o  k ^ / k g  

i s  t h e  p a r a m e t e r  o f  i n t e r e s t  i n  t h i s  g r a p h .

Figure 7-20 shows that for the early time period.
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p e r m e a b i l i t y  r a t i o s  a t  1 ,  5 a n d  10 f o l l o w  o n e  c u r v e .  T h i s  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  l a y e r e d  s y s t e m  b e h a v e s  a s  an  e q u i v a l e n t  

homogemeous s y s t e m  w i t h  a v e r a g e  p a r a m e t e r s ,  h ,  a n d  k .

I t  a l s o  i n d i c a t e s  t h a t  a t  t h e  e a r l y  t i m e  p e r i o d ,  t h e  f l o w  

b e h a v i o r  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p e r m e a b i l i t y  r a t i o  f o r  s p e ­

c i f i c  v a l u e s  o f  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y .  I t  

s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  t h a t  t h i s  b e h a v i o r  was  n o t i c e a b l e  f o r  

a l l  r u n s  o v e r  a  w id e  r a n g e  o f  f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t i e s .

F i g u r e  7 - 2 1  p r e s e n t s  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  o f  t h e  

l o n g  t i m e  s o l u t i o n  f o r  a  twid l a y e r  s y s t e m .  T h i s  g r a p h  i s  

f o r  F^j^ o f  10 and  x ^ / x ^  o f  5 .  The p e r m e a b i l i t y  r a t i o  

k ^ / k g  i s  v a r i e d  f r o m  1 t o  5 0 .  The l a t e  t i m e  d a t a  i n d i c a t e  

t h e  e f f e c t  o f  b o u n d a r y  w h i c h  i s  e x p e c t e d  s i n c e  t h e  r e s e r ­

v o i r  i s  a s su m e d  t o  b e  b o u n d e d .  The l a t e  t i m e  s o l u t i o n  a l s o  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  f r a c t u r e d  l a y e r e d  s y s t e m  b e h a v e s  e x a c t l y  

a s  an  e q u i v a l e n t  hom ogeneous  s y s t e m .  S i m i l a r  r e s u l t s  c a n  

b e  o b t a i n e d  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  d i m e n s i o n l e s s  f r a c t u r e  

c o n d u c t i v i t y  and  x ^ / x ^ .

On F i g u r e s  7 - 2 0  a n d  7 - 2 1  t h e  e f f e c t  o f  h e t e r o g e n e i t y  

f o r m a t i o n  i s  shown f o r  f r a c t u r e d  s y s t e m .  B o th  t h e  e a r l y  and  

l a t e  t i m e  s o l u t i o n s  y i e l d  t h e  same r e s u l t s .  The i n t e r e s t i n g  

o b s e r v a t i o n  i s  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  a  t w o - l a y e r  f r a c t u r e d  

r e s e r v o i r  w i t h  c r o s s f l o w  c a n  b e  o b t a i n e d  by t h a t  o f  a  s i n g l e ­

l a y e r  r e s e r v o i r .  The e q u i v a l e n t  s i n g l e  l a y e r  r e s e r v o i r  

m u s t  h a v e  t h e  same p o r e  v o lu m e ,  w e l l h e a d  and  b o t t o m  h o l e  

c o n d i t i o n s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  e q u i v a l e n t  s y s t e m  m us t  h a v e
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^ c D ’ ^ a n d  h .

On F i g u r e  7 - 2 2  t h e  e f f e c t  o f  t h e  r a t i o  k ^ / k g  on  t h e  

a c t u a l  w e l l  p e r f o r m a n c e  i s  shown.  The f l o w  r a t e  i s  p l o t t e d  

v e r s u s  p r o d u c t i o n  t i m e  f o r  c r o s s f l o w  c a s e .  The p e r m e a b i l i t y  

i n  o n e  z o n e  i s  d e c r e a s e d  an d  t h e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  a r e  

h e l d  c o n s t a n t . As i t  c a n  b e  s e e n  on F i g u r e  7 - 2 2  w i t h  i n ­

c r e a s i n g  k ^ / k g  r a t i o  t h e  p r o d u c t i o n  r a t e  i s  r e d u c e d  s i g n i ­

f i c a n t l y .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  w i t h  d e c r e a s i n g  t h e  p e r m e a b i l ­

i t y  i n  o n e  z o n e ,  t h e  p r o d u c t i o n  r a t e  i s  d e c r e a s e d .

The e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  r a t i o  h ^ / h g  f o r  a  p a r t i ­

c u l a r  s e t  o f  p a r a m e t e r s  i s  shown on F i g u r e  7 - 2 3 .  The p e r ­

m e a b i l i t y  r a t i o  i s  t  a n d  f r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y  i s  h e l d  

c o n s t a n t .  The r a t i o  o f  h ^ / h g  i s  c h a n g e d  w h i l e  t h e  t o t a l  

t h i c k n e s s  r e m a i n e d  c o n s t a n t . A h i g h e r  f l o w  r a t e  a t  e a r l y  

t i m e  i s  o b t a i n e d  w i t h  i n c r e a s i n g  h ^ / h g  r a t i o  a s  shown i n  

F i g u r e  7 - 2 3 .  The same r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  d i f f e r ­

e n t  p e r m e a b i l i t y  r a t i o s .  I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  t h a t  t h e  

communican  b e t w e e n  t h e  l a y e r s  i s  n o t  t h a t  s i g n i f i c a n t  

f a c t o r  b e c a u s e  t h e r e  i s  a c o n n e c t i o n  a t  t h e  f r a c t u r e  f a c e s .

Exam ple  o u t p u t  i s  p r e s e n t e d  i n  A p p e n d ix  D.



CHAPTER V I I I  

CONCLUSIONS

I n  summary ,  t h e  m a in  o b j e c t i v e  o f  t h i s  s t u d y  i s  t o  

p r e s e n t  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  o f  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  

m ode l  f o r  a  f r a c t u r e d  g a s  w e l l .  The b e h a v i o r  o f  a  v e r t i c ­

a l l y  f r a c t u r e d  w e l l  i s  e x a m i n e d  when t h e  f r a c t u r e  h e i g h t  i s  

l e s s  t h a n  t h e  f o r m a t i o n  t h i c k n e s s  f o r  b o t h  o n e  a n d  two 

l a y e r s .  F o r  a  s i n g l e  l a y e r ,  t h e  e f f e c t s  o f  n o n - D a r c y  f l o w  

a n d  c l o s u r e  p r e s s u r e  a s  w e l l  a s  f r a c t u r e  h e i g h t s  a r e  c o n ­

s i d e r e d .  F o r  a  t w o - l a y e r  s y s t e m ,  t h e  r a t i o  o f  f r a c t u r e  

h e i g h t  t o  f o r m a t i o n  t h i c k n e s s  i s  a ssu m e d  t o  b e  1 a n d  t h e  

f l o w  i n  t h e  f r a c t u r e  i s  l a m i n a r .  The p a r a m e t e r s  o f  i n ­

t e r e s t  w e r e  t h e  p e r m e a b i l i t y  r a t i o  a n d  t h e  t h i c k n e s s  r a t i o  

o f  t h e  two l a y e r s .

M ost  o f  t h e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h e  g e n e r a l  

f o r m  o f  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a b l e s .  The f o l l o w i n g  s p e c i f i c  

c o n c l u s i o n s  a r e  b a s e d  on t h i s  w o rk .

1 .  A n u m e r i c a l l y  s t a b l e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s im u ­

l a t o r  f o r  a  v e r t i c a l l y  f r a c t u r e d  w e l l  w i t h  

f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  i s  d e v e l o p e d .
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2 .  A f a m i l y  o f  t y p e  c u r v e s  f o r  a  w e l l  i n t e r c e p t i n g  

a  v e r t i c a l  f r a c t u r e  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  and  

p r o d u c i n g  a t  c o n s t a n t  b o t t o m  h o l e  f l o w i n g  p r e s ­

s u r e  i s  p r e s e n t e d .  The p a r a m e t e r  o f  i n t e r e s t  

h e r e  i s  t h e  r a t i o  o f  f r a c t u r e  h e i g h t  t o  t h e  f o r ­

m a t i o n  h e i g h t .

3 .  The e f f e c t  o f  c o m b i n i n g  t u r b u l e n t  f l o w  a n d  f r a c ­

t u r e  h e i g h t  on  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  a  v e r t i c a l l y  

f r a c t u r e d  w e l l  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  i s  i n ­

v e s t i g a t e d .  A s e t  o f  t y p e  c u r v e s  i s  p r e s e n t e d .

4 .  C l o s u r e  p r e s s u r e  s t r e s s  d e c r e a s e s  t h e  p r o d u c ­

t i v i t y  o f  f r a c t u r e d  w e l l  s i g n i f i c a n t l y  i n  c a s e  

o f  h i g h  p r o d u c t i o n  r a t e s .

5 .  F o r  a l l  t i m e s ,  t h e  b e h a v i o r  o f  two l a y e r s  i n  t h e  

f r a c t u r e  s y s t e m  i s  s i m i l a r  t o  t h e  s i n g l e  l a y e r  

when t h e  a v e r a g e  p a r a m e t e r s  ( k ,  h ,  a r e  u s e d .

6 .  The p r o d u c t i v i t y  o f  f r a c t u r e d  w e l l  i s  d e c r e a s e d  

w i t h  i n c r e a s i n g  t h e  p e r m e a b i l i t y  r a t i o  k ^ / k g  i n  

s t r a t i f i e d  s y s t e m  w i t h  c r o s s f l o w .

7 .  A c t u a l  p r o d u c t i o n  r a t e  o f  h y d r a u l i c a l l y  f r a c ­

t u r e d  w e l l  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  t h e  r a t i o  

o f  h e i g h t s  h ^ / h g  i n  h e t e r o g e n e o u s  r e s e r v o i r s .

8 .  Q u a n t i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  w e l l  p e r f o r m a n c e  c o n ­

s i d e r i n g  f r a c t u r e  h e i g h t  a n d  t y p e  o f  f l o w  c a n  b e  

o b t a i n e d  u s i n g  t y p e  c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  t h i s
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s t u d y  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  o t h e r  a v a i l a b l e  t y p e  

c u r v e s .



NOMENCLATURE

G t r a n s m i s s i b i l i t y  c o e f f i c i e n t

Cg g a s  c o m p r e s s i b i l i t y

E Y o u n g ' s  m o d u l e s  o f  t h e  m a t e r i a l s

h f o r m a t i o n  t h i c k n e s s

f r a c t u r e  c o n d u c t i v i t y  

k  f o r m a t i o n  p e r m e a b i l i t y

L l e n g t h

M m o l e c u l a r  w e i g h t

m (p )  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n

m a b b r e v i a t i o n  f o r  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n

P p r e s s u r e

q f l o w  r a t e

R g a s  c o n s t a n t  ( 1 0 . 7 3 )

RHS r i g h t  h a n d  s i d e

T t e m p e r a t u r e

t  t i m e

w f r a c t u r e  w i d t h

X d i r e c t i o n  -  x

y d i r e c t i o n  -  y

z  d i r e c t i o n  -  z
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Z g a s  d e v i a t i o n  f a c t o r

V v e l o c i t y

4» p o r o s i t y

y v i s c o s i t y

p d e n s i t y

S t u r b u l e n t  f a c t o r

g b e t a  f a c t o r

A c h a n g e

■ A d d i t i o n a l  S u b s c r i p t s

D d i m e n s i o n l e s s

DT d i m e n s i o n l e s s  t u r b u l e n c e

e  b o u n d a r y

f  f r a c t u r e

I  r e s e r v o i r  c o n d i t i o n s

i  c e l l s  i n  y - d i r e c t i o n

j  c e l l s  i n  x - d i r e c t i o n

A c e l l s  i n  z - d i r e c t i o n

SC s t a n d a r d  c o n d i t i o n s

n o l d  t i m e  s t e p

n+1 new t i m e  s t e p

Wj, w e l l b o r e  c o n d i t i o n s
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MATHEMATICAL FORMULATION

The e q u a t i o n  g o v e r n in g  t h e  s i n g l e - p h a s e  f lo w  o f  a  
f l u i d  th r o u g h  a  p o r o u s  m edium  c a n  b e  d e v e lo p e d  b y  c o m b in in g :

1 . C o n s e r v a t io n  o f  M ass,
2 .  D a r c y 's  f lo w  e q u a t i o n ,  an d
3 . E q u a t io n  o f  S t a t e .

C o n s id e r  an  e le m e n t  o f  a  r e s e r v o i r  t h r o u g h  w h ic h  a 
s i n g l e - p h a s e  f l u i d  i s  f lo w in g  i n  o n e  d i r e c t i o n  ( x - d i r e c t i o n ) , 
F i g u r e  A -1 ,

M ass F low  I n  = ( p v A y A z  

M ass F low  O ut = (<(>P)x+Ax AyAz

M ass F low  A c c u m u la tio n  = (4 ^ )^ + A t ~ ( 4 ^ ) ^  AxAyAz 

T h e n , a t  an y  i n s t a n t ;

M ass F low  I n  -  M ass Flow  O ut = M ass Flow  A c c u m u la tio n

(PV)% A y A t-  (pv )x+ A x  AyAz= [ ( * P ) t + A t -  " T t ~

D i v id in g  by  AxAyAz, we g e t :

-(pv)% +a%  -  t  ( - P t + a t  -  P t>
Ax At

T ak e  t h e  l i m i t  a s  A x, At go t o  z e r o ;
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S i m i l a r l y ,

3 (P V ) _
By ■  4>

9P
F t (A -2 )

3 ( p v )  _ 
9 z -  4)

^
(A -3 )

T h e n , f o r  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  f lo w

,  |P  (A -4 )

B u t ,  fro m  D a r c y 's  law

V 5 If (A -6 )

T h e n , s u b s t i t u t i n g  i n  e q u a t i o n  (A -4 ) :

u Ü  p )  , 4  i ë  p /  9 ( -  I S  P
k  3P ^ J  k 9P

U s in g  t h e  Gas Law f o r  R e a l G a se s :

_ PM 
P ZRT

we g e t

(A -7 )

/  kPM3P ^ . (  kPMaP \  . /  kPM3P ]
u2JIT9x/ ^  ̂ \  iiZRT9x/ ^  \  yZR T 9x/ 

9X 9y 9z

4)9
(  PM ] 
\ZRT/

9t

D iv id in g  b y  M/RT w h ic h  i s  a ssu m ed  t o  b e  c o n s t a n t ;
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^ , k P 9 P , / k P 3 P , , k P 9 P ,
^yZ3y^ ^yZ3z^ 

8x 3y 3z J t (A-8)

t h e  p s e u d o - p r e s s u r e  i s  d e f i n e d  a s

m (p ) = / i ®
m

th e n

_m ^  2P 
p yz

u s in g  c h a in  r u l e ;

3ra _ 3m 3p 
?3E -  7 p  9 ^

Then

(A -9 )

3m _ 3p3p 
? x  yZ3x (A -1 0 )

3m
By

2p3p
yZ3y (A -1 1 )

3m
3z

2p3p
y Z 3 t (A -1 2 )

3m _ 2p3p 
3 t  y Z 3 t

Now t h e  r i g h t - h a n d  s i z e  o f  E q u a t io n  (A -8 )  c an  b e  w r i t t e n  a s
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. P ,1  1 9 z . 9p
Z (p  -  Z 9 p ) at (A -1 3 )

From  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  i s o t h e r m a l  g a s  c o m p r e s s i b i l i t y ;

' è - m
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  (A -1 0 )  th r o u g h  (A -1 4 )  i n t o  e q u a t i o n  
( A - 8 ) ,  we h a v e

= ^  Cg (A -1 5 )

F o r  n o n -D a rc y  f lo w , t h e  v e l o c i t y  o f  a  f l u i d  i s  g iv e n  by

v = - f | |  (A -1 6 )

w h e re  6 i s  d e f i n e d  a s :

«  =  T T I M

T h u s , f o r  t h e  f lo w  i n  t h e  f o r m a t i o n ,  we h a v e :

♦ u c  | a  (A - IS )
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a n d  f o r  n o n -D a rc y  f lo w  i n  t h e  f r a c t u r e :

T he a b o v e  e q u a t i o n s  r e p r e s e n t  t h e  f lo w  o f  g a s  i n  t h e  fo rm a ­
t i o n  a n d  f r a c t u r e  a t  an y  p o i n t  i n  t h e  r e s e r v o i r  f o r  an y  
i n s t a n t .
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îîafes R a te  o f  A c c u m u la tio n

Az

M ass R a te  in
^X-rAX

M ass R a te  i n  
 ( p v ) ^

Ax

F ig u r e  A -1 . Gas M ass B a la n c e  on  E le m e n t.
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B-1. FINITE DIFFERENCE MODEL

The f lo w  e q u a t i o n  c a n  b e  e x p a n d e d  i n  f u l l y  i m p l i c i t  
f i n i t e  d i f f e r e n c e  fo rm  a s :

F o r  f o r m a t io n :  

1
AXj AXj_^

n+1

AYi
■  ■

mi -

i - è  A y ._ a

n+1

Az„

n+1

r- „ n + l  n
i . j . a  ~ i . j . &  

At (B -1 )

F o r  t h e  f r a c t u r e  c e l l  :

1 m. -  m . -, n+1

( 8 k ) .
“ i+ 1  -  “ i

i+ a  AYi+a
“ i  "  “ i - i

n+1

(8 k )& + i —3%
“ 5H "  “ &

2 + i

mn — mp -

( « « . - 4  T z :“"«-4

n+1
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n+1 m ? . -,

At (B-2)

R e a r r a n g in g  E q u a t io n s  B -1  a n d  B -2 , we h a v e : 

F o r  f o r m a t i o n  c e l l s  :

^1  ™ j+l ^ 2  “ j - 1  ^3  “ i+ 1  ^4  ^ i - 1  S  M&+1

^6  ™&-l S  BBS (E -3 )

w h e re  :

C. = ^ i + i
AXj AX.+* ( E -4 )

Co = A x. Ax. 1 J 3 ~ i
(B -5 )

Co = k i + i
Ay. A y .^ j <B-6)

n =
A f i  A y ._ a (B -7 )

Cc = H
Az%+a

(B -8 )

- i (B -9 )

Cy = + Cg + Cg + + Cg + Cg + C /A t (B -1 0 )

(B -1 1 )
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RHS = - ^  + Q (B-12)

Q = 2 Æ  ( b - 1 3 )

E q u a t io n  B -3  c a n  b e  u s e d  f o r  t h e  f r a c t u r e  c e l l s  a s  
w e l l  a s  f o r m a t i o n  c e l l s .  In  c a s e  o f  f r a c t u r e  c e l l s ,  t h e  
c o e f f i c i e n t s  C i-C g  a r e  m o d i f ie d  t o  i n c l u d e  t h e  N o n -D arcy  
f lo w  f a c t o r  ( s ) .

' I f  ^ ^ i  A =i+a
(B -1 4 )

C 2f = Ax.

'4 f  A y .A y ._ a

(B -1 6 )

' 5 f  Az% A z ^ ^ a

. _ 8k -i

5 k  _

(B -1 8 )

A l s o ,

' 6 f  Az% AZ _ a

C yf ^ I f  ^ 2 f  ^ 3 f  ^45  *^5f ^ 6 f

(B -1 9 )

+ C/At - (B-20)
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B -2 . T w o -P o in t A p p ro x im a tio n  f o r  F l u i d  P e r m e a b i l i t y :

As f l u i d  an d  r e s e r v o i r  p r o p e r t i e s  a r e  o n ly  d e f in e d  a t  
g r i d  p o i n t s ,  som e t e c h n i q u e  m u st b e  u s e d  f o r  a p p r o x im a t in g  
i n t e r b l o c k  f lo w  c o e f f i c i e n t s  b a s e d  on  v a l u e s  a t  t h e  g r i d  
p o i n t s .  The te r m  t h a t  m akes up t h e  f lo w  c o e f f i c i e n t  i s  
t h e  f l u i d  p e r m e a b i l i t y .  P e r m e a b i l i t y  c h a n g e s  r a p i d l y  en o u g h  
fro m  g r i d  b lo c k  t o  g r i d  b l o c k ,  e s p e c i a l l y  a t  t h e  f r a c t u r e  
f a c e s ,  t o  c a u s e  a  s i g n i f i c a n t  d i f f i c u l t y .  A lth o u g h  s e v e r a l  
w e ig h t in g  sch e m e s  h a v e  b e e n  t r i e d  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  p e rm e a ­
b i l i t y  a t  t h e  u p s t r e a m  b lo c k  f a c e ,  o n ly  t h e  tw o - p o in t  u p ­
s t r e a m  s c h e m e rs  a p p e a r s  t o  b e  a  u s e f u l  t o o l  i n  t h i s  m o d e l .
The tw o - p o in t  schem e p r o v i d e s  a  r e d u c t i o n  i n  n u m e r ic a l  d i s ­
p e r s i o n  o f  t h e  p r e s s u r e  an d  s t a b i l i t y  o f  t h e  s o l u t i o n .  T h u s , 
a t  t h e  p l a n e s  ( i + i )  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x im a t io n  i s  u s e d :

F o r  f lo w  in  t h e  m in u s  x - d i r e c t i o n :

^ j+ 1  " A X j+ i^+  AXj+2 ^ 3 + l )  (B -2 1 )

Ax
k j - i  = k j  -  S 3 — S - - ' -  <‘‘3+1 -  ‘‘3 ) <®-2 2 )

F o r  f lo w  i n  t h e  p l u s  x - d i r e c t i o n :

Ax.
k j + i  -  k j  + -  k j - l )

j - i  j - 1  Ax + Ax

E q u a t io n s  B -2 1  th r o u g h  B -24  c a n  b e  w r i t t e n  f o r  y an d  z 
d i r e c t i o n s .  The a b o v e  e q u a t i o n s  d e s c r i b e  l i n e a r  e x t r a p o ­
l a t i o n s  f o r  k , b a s e d  on v a l u e s  a t  tw o u p s t r e a m  g r i d  p o i n t s ,
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B -3 . C a l c u l a t i n g  th e  R e a l Gas Flow  R a te  :

U s in g  D a r c y 's  law  f o r  la m in a r  f lo w ,

V  = -  1 .1 2 7  X  1 0 " 3  -  ^y dx (B -2 5 )

From  Gas la w :

^2 ^2^ 1 ^ 1  _  ___________
Z^NT^R Zg n RTg (B -2 6 )

T h u s , i n  f i e l d  u n i t s ,  

^SC ^SC ^q = 5 .6 1 5  Tg^ P (B -2 7 )

S u b s t i t u t i n g  E q u a t io n  B -2 7  in  B -2 5 ,

^SC ^SC z
5 .6 1 5  Tgg PA

S e p a r a t e  v a r i a b l e s ,

^SC ^SV ^
5 .6 1 5  * 1 .1 2 7  k Tgg A ^

L
/  dx =

- p  ^  Â  ®
^1

by  d e f i n i t i o n ,  t h e  p s e u d o - p r e s s u r e  f u n c t i o n  i s

m(p) = 2
m

(B-28)

T h en ,
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5 .6 1 5  X 1 .1 2 7  X 1 0 "3  k  Tg^ A o

P
-  - 2  /  dp -  /  dp

P P .m m

I n t e g r a t e  b o th  s i d e s ,

2 Qqp Pqn ^
----------------- SC__SL------- --------------- = m (p )g  -  m (p )-
5 .6 1 5  * 1 .1 2 7  X 10 ^ j  A ^ ^

T h u s ,

6 .3 2 8  X 1 0 "^  k  Tgg A Am(p)
QgC = 2 Pgg T L s c f /D

s u b s t i t u t i n g  P g^  an d  T g^ :

_ 0 .1 1 1 9 2 5  k  A Am(p) o n \
q g c -------------------r r -------------  (B -2 ü ;

T h e se  ab o v e  e q u a t i o n s  p r o v id e  t h e  f lo w  r a t e  o f  g a s  a t  e a c h  
g r i d  b lo c k  a ro u n d  t h e  w e l l b o r e .
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APPENDIX C 

FLOW CHARTS 

C .1  F low  C h a r t  o f  M ain P ro g ra m

INPUT ^

READ DIMENSIONS

FORMATIONS PROP.

READ GEOMETRY, CAPACITY

NORMALIZE 
FRACTURE FLOW 
CAPACITY DATA

YES /  CHECK 
FOR POSSIBLE>« 
V  E R R O R S /^

NO

PUBLISHED
CORRELATIONS

CREATE GAS 
PROPERTIES 

TABLE

MISCELLANEOUS
CALCULATIONS

WRITE INPUT 
DATA /
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CALC. ORIG. 
GAS INPLACE

'WRITE GAS INPLACE 
AND

LOOK UP TABLE.

BEGIN MAIN 
DO LOOP 500

INCREASE TIME 
STEP SIZE

N.
Z=AxAyAz#Bgi

YES J L F . EQ. I

0

\ ^ L O S . E Q J > ^  

NO 1

CALCULATE CLOSURE
AND

TURBULENCE

' r
CALL CONTRL

L" > CALL GASP

1f

CALCULATE MBE

Qg, P , ^n o w ’ Gp
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YESL L .G E .200

NO

SAVE DATA FOR 
SUMMARY TABLE

W R I T E 7  
SUMMARY /  

TABLE /

P .L E .P wf

NO

YES

STOP

NO

YES'CUM.GE.WL

NO
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C .2  F lo w  C h a r t  o f  S u b r o u t in e  CONTRL

NO
LIMITS ME'

YES

RETURN

ICUT=ICUT+1

CALL SSOR

UPDATE P 
m (p )

CALL GASP

ADJUST TIME 
STEP SIZE

ADJUST TIME 
STEP SIZE

CALCULATE P 
fro m  m( p)

LCY=LCY+1
ITER=ITER+1
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C.3 Flow chart of SSOR

YES
K.LE.NZ

NO

YES

NO

NOL.GE.LMAX

^  RETURN YES

ICON = 1

CALL SOLV

CALL COEFF

BEGIN LOOP

CALCULATE m(p) 
k+1 k , /
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APPENDIX D

SAMPLE OUTPUT



154

• THREE Ü I ME N S i Û f W L  SIMULATOR FOR A TRACTUREU LAYERED GAS R E S E R V O I R

H I S  I S  A T E S r  FOR F C D = I Ü  , K 1 / R 2 = 5 0

c l o s u r e  p r e s s u r e  e f f e c t  h a s  b e e n  n e g l e c t e d .

I N P UT  ÜATA I S  NOT CHECKED FOR P O S S I B L E  ERRORS 

TURBULENT EFFECT HAS BEEN C O N S I D E R E D .

ZONE ONE :

E F F E C T I V E  P E R M E A B I L I T Y ........................................................ ..................... 0 . 5 0 0  MO
FORMATION P O R O S I T Y ................................................................................. . . .  0 . 1 0 0
I N I T I A L  P R E S S U R E . .     5 0 0 0 .  P S I A

ZONE TOW :

E F F E C T I V E  P E R M E A B I L I T Y .............................................................................  0 . 0 1 0  MO
FORMATION P U R U S I T Y . . . .................................................................... ... 0 . 1 0 0
I N I T I A L  P R E S S U R E ...................................................................................

NET P AY.......................................................................... ....................................
BUTTON HOLE FLOWING P R E S S U R E ..................    3 0 0 0 .
BOTTOM HOLE TEMPERATURE..............................................................  ‘  '
WEllLBURE R A D I U S . . .......................................................................................... ... 0 . 5
WELL S P A C I N G ........................................................................................................  I b U .
FRACTURE L E N G T H . .....................      2 6 4 .
F r a c t u r e  f l o w  c a p a c i t y ......................................................................;  6 7 3 .
PKOPPANT C ONCENTRATI ON.......................................................................  1 5 0 0 .
GAS G RA V I T Y .....................................................................................................................0 . 6 5 0

5 0 0 0 . P S I A

4 0 . FEET
3 0 0 0 . P S I A

2 5 0 . F
FEET

1 6 0 . ACRES
2 6 4 . F E E T
6 7 3 . MO-FT

1 5 0 0 . L u / 1 0 0 0  S Q . F T

O R I G I N A L  GAS I N P L A C E ,  NNCF =  0 . 6 8 E + 0 5
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X'  W ŵ r\jf\|ry\jNNNNN \jNN(\lNNNNNN'Nr\jfNNN(~̂ NN'NNNf\J'NWN(N<\jr\!NNNN"\jNN NNNNNN 
V o $ o o o o o o o o o o o o o o o Q o o o a o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o ^ o o o o o o o o3, - 03 _3 ■ 4» + 4* ̂   ̂+ + + + + + + + + + + + + + ++ + + + + ++ + 4'+ + + + + ++ ++ + + + + + + + + + + + + 4- + + + + + ++4-

O  u j '4 ju iu j 'j jL U ü ja ju J U ju iu J U J t J J U J U j ' j jU J s U u ju iu J U J U J U J U J L i J U ju j a iu ju j i jL iu ju J U iu j i jU x iu j a i ’j ju ja ) u jL U * j j a jU j '4 j 'i jL U u ju j a J u J L L r i i J i ^  
c j  V , o o o o 'f o c /^ c o a 'f * ^  j 'C O J 'r c o 'Q T  c o - # r ~ 4 ' ' f m o ' i n r n m ' ^ 0 ' ' f  N —« N ' t  c o < * 'M O O '- 4 '^ o o m o ^ * * 'O i ( \ 'O h " C ? 'N ^ 3
^5  ̂ I I , f^ o o -^0 0 '^ 0 '" q '^ '-H O fX 5 r f^ f< ^ C V O (7 *  Q c O h - P - 'r ^ C O a o O 'O N m iA ^ - ( T ' '- « 'f  0 ( \ f  ^  3 T \ O ( n O 4 ^ O ' A « - i ^ . ( \ s 0 ^ O ^ N ? * m3 • «fC':nO'ONy*̂ m̂ .or»cOO'DO— Lf\hrC03''̂ NMir\'0r~0'ONm(n4):T) J'"4r̂ .̂nh»300Nmm>0"0
LU . in  O O - 4 f M 'N J f ^ '^ ' f i ^ O - H N '^ '3 ’ ' 0 N T ‘0 'O M r > j m . t i f > N . t ) C 7 * O ^ 'M f < ^ » # .n P ^ C 0 a 'O '* ^ r v K T ) 'n O f ^ C 0 a 'O - * f r > < ^ m s 0 f ^ « 3 O ^ < V r > v f f r t

U7Q,ujoa-
Z  XN, ■ ' •^ J OlN "-*OOOOr4M#4-4#̂ ^w*-4—4—$p4,"4C\iNfNf\IN(NNN'N<\|NNr\)NNN(\irjNNNNNNf\jNN'NN̂ NNN'>jNNNf\jfnfAfA'n

 ̂ I V  OOOOOOOOOOOOOO 3 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 c» 0 0 0 c 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 r* 0 0 0 0 0 c o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
u5 3*  I •̂  + ++ + 4*+ + + + 4»++4* + ’V+ + + + 4‘4-4»++4'’4i+++ + + ’̂ + + + ++.♦ + ++ + ++ +♦+++♦++++++ +
Jj Dm aJUJ<~)UJLJJJLUlÛLUUJUJLUL̂UJUJUJUJUJUJUj'4JUJ'XJÜJUJUJLUtUU4UJLiJUiliJLUtUlULUilJuJUiUJUJLaUilJJUiUJUJLJUJUiLUllJUJllJUJUiUJ'JJ
M 3,/f m'MO^o*^fv|0’-̂ p'»̂ ‘u>mo fO'fc*^cQ ^oc-f'fr~fA"^ (̂\m^ocooh"%)NuDa)0<'OG'omcrNC'mor*iAMr~-'f
M ' \ij% o3»-40N'CO-4p-<r*<.00'>Af̂ ir.3f«HN.r«-0»ir\-Of̂ AJ fn* % t/îK MT\f J%N-#Cy'Df'̂ 0''̂ N0'Nf\j3'(\!-̂ Ĉ*N%0O'A#4ĥ ^Mp%h.S.C0 3'"̂ fn,̂ Dsf9'tA'-4a)U'*MruN-̂ ND .Arr W f
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o r  m m o ' f  o x x « f  o o r n r g » o o r s jO 'N 'im n tM r '- 0 ' '^ i n in r M O 'm O 'i ’0 ' m ^ - ^ 0 'H —4 C N io -^-^ 0 'rs jiA 'N M 4 '®  .*no'—*0 ' - ^ 0 ' 0Ni* œœoX'̂ *otMLn̂ o*Ni<~*'«f oxiAmO' rg«oomvO<M<M' 0<fnO-4® «̂o*—loo'll! v04’0‘tn0'00'lAN-Or*̂—« —*0'r̂ if\moo'0'y)-4in''''̂ '̂f <xir\mnj'0 0'0'T\rgox>#\0''-0'n'Or-0'N;nOLnT\jO''0 OP̂ Ornh-'f ̂ orgrA'ON
0 'O O M N T |: n \ f  « o x o m M N P '- ^ o O 'O m N r ' j ^ - O f ' j  f  N o % r \ j4 'r ~ 3 ^ r \ j f i a ] N in m r \ j '0 0 'f  X N ''"iAo''-«*-<-̂ w-̂ --î -̂ '4rvjrgmfn4*4‘mif>>Of'̂ xO‘̂ i-̂ w-j-4-HrsUMrgr'j*n:r̂ rncnfn4’>t «f 4 m'A-n'O'OO*̂ ’'- xx'OO'O' #«*######&####$####*$#«#############*########»**##*####  
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1 0 4 6 .  
1 0 8 6 .  
1 1 2 6 . 
1 1 6 6 .  
1 2 0 6 .  
1 2 4 6 .  
1 2 8 6 .  
1 3 2 6 .  
1 3 6 6 .  
1 4 0 6 .  
1 4 4 6 .

2 8 7 4
2 8 7 4
2 8 7 4

2 8  74  
2 8 7 4  
2 8  74 
2 8 7 4  
2 8 7 4  
2 8  7 4

0 . 7 7 3 5 7 E f 0 3  
0 . 7 3 6 2 1 E + 0 3  
0 . 7 0 3 4 8 E + 0 3  
0 . 6 7 1 0 4 E + 0 3  
0 . 6 4 0 0 9 E f 0 3  
0 . 6 1 1 8 2 E + 0 3  
0 . 5 8 4 6 0 E + 0 3  
0 . 5 5 8 8 0 E + 0 3  
0 . 5 3 4 7 3 E + 0 3  
0 . 5 1 1 7 5 E + 0 3  
0 . 4 9 0 0 4 E + 0 3

0 . 1 7 8 3 2 E + 0 4  
0 . 1 8 1 2 6 E + 0 4  
0 .  1 8 4 0 6 E + 0 4  
0 . 1 8 6 7 6 E + 0 4  
0 .  1 8 9 3 2 E + 0 4  
0 . 1 9 1 7 7 E + 0 4  
0 .  1 9 4 1 1 E 4 - 0 4  
0 .  1 9 6 3 4 E + 0 4  
0 . 1 9 8 4 0 E + Û 4  
0 . 2 0 U 5 3 E + 0 4  
0 . 2 0 2 4 9 E + 0 4

3 4 7 3 . 0 2
3 4 5 1 . 2 8
3 4 3 1 . 3 6
3 4 1 2 . 2 1
3 3 9 3 . 4 3
3 3 7 6 . 0 7
3 3 5 9 . 4 9
3 3 4 3 . 6 5
3 3 2 8 . 9 6
3 3 1 5 . 1 7
3 3 0 2 . 0 9

0 . 1 0 1 8 8 1 8 E 4 - 0 2  
0 . 1 0 7 0 5 2 5 E + 0 2  
0 . 1 1 2 0 3 3 0 E + 0 2  
0 . 1 1 7 4 4 8 4 E + 0 2  
0 . 1 2 3 1 2 7 5 E + 0 2  
0 . 1 2 8 8 1 6 9 E  + 02  
Ü . 1 3 4 0 1 4 7 E + 0 2  
0 . 1 4 1 0 4 Ü 5 E + Ü 2  
0 . 1 4 7 3 8 8 0 E + 0 2  
0 . 1 5 4 0 0 6 2 6 + 0 2  
0 . 1 6 0 8 2 8 2 E + 0 2

0 . 7 3 7 6 4 3 0 E + 0 2  
0 . 7 6 5 8 4 3 5 6 + 0 2  
0 . 7 9 4 0 4 3 7 E + 0 2  
0 . 8 2 2 2 4 4 4 6 + 0 2  
0 . 8 5 0 4 4 4 6 6 + 0 2  
0 . 8 7 8 6 4 5 2 6 + 0 2  
0 . 9 0 6 8 4 5 4 6 + 0 2  
0 . 9 3 5 0 4 6 1 6 + 0 2  
0 . 9 6 3 2 4 6 3 6 + 0 2  
0 . 9 9 1 4 4 6 8 6 + 0 2  
0 . 1 0 1 9 6 4 7 6 + 0 3


