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ABSTRACT

E q u a t i o n s  f o r  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e  o f  e l e c t r o n - p h o t o n  

d e t e c t i o n  i n  e l e c t r o n - m o l e c u l e  s c a t t e r i n g  a r e  d e r i v e d  i n  

t e r m s  o f  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  f o r  t h e  m a g n e t i c  s u b l e v e l s  

o f  r o t a t i o n a l  s t a t e s  o f  d i a t o m i c  m o l e c u l e s .  A p p l i c a t i o n s  

t o  some e l e c t r o n i c  s t a t e s  o f  Hg a r e  d i s c u s s e d .  E x p e r i m e n t a l  

f e a s i b i l i t y  i s  c o n s i d e r e d ,  and e f f e c t s  o f  r e l a x i n g  a s s u m p 

t i o n s  a r e  d i s c u s s e d .
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CHAPTER I 

INTRODUCTION

S c a t t e r i n g  p r o c e s s e s  ha v e  b e e n  u s e d  t o  s t u d y  a t o ms  and 

m o l e c u l e s  s i n c e  t h e  a d v e n t  o f  moder n  p h y s i c s .  In  t h i s  s t u d y ,  

t h e o r y  and e x p e r i m e n t  ha v e  p l a y e d  t h e i r  u s u a l  c o m p l e m e n t a r y  

r o l e s :  a s  e x p e r i m e n t a l  t e c h n i q u e s  i m p r o v e d ,  more  d e t a i l e d

t h e o r i e s  we r e  d e v e l o p e d  t o  e x p l a i n  t h e  o b s e r v a t i o n s ;  a n d ,  

c o n v e r s e l y ,  more  s o p h i s t i c a t e d  t h e o r i e s  r e q u i r e d  new and 

more a c c u r a t e  m e a s u r e m e n t s  f o r  t h e i r  v e r i f i c a t i o n .

The f o c u s  o f  t h e  p r e s e n t  work i s  on i n e l a s t i c  e l e c t r o n  

s c a t t e r i n g  f r om a t o ms  o r  m o l e c u l e s ,  f o l l o w e d  by p h o t o n  e m i s 

s i o n  f r om t h e  a t om o r  m o l e c u l e .  R e c e n t l y ,  d e l a y e d  c o i n c i d e n c e  

t e c h n i q u e s ,  l o n g  u s e d  t o  s t u d y  n u c l e a r  c o l l i s i o n s , ^  h a v e  been  

a p p l i e d  t o  t h i s  t y p e  o f  s c a t t e r i n g .  D e l a y e d  c o i n c i d e n c e ,  a s  

u s e d  i n  t h i s  c o n t e x t ,  r e f e r s  t o  d e t e c t i o n  o f  t h e  p h o t o n  a 

c e r t a i n  ( m e a s u r e d )  t i m e  i n t e r v a l  a f t e r  t h e  o c c u r r e n c e  o f  t h e  

s c a t t e r i n g  e v e n t .  A v a r i e t y  o f  d i f f e r e n t  k i n d s  o f  d e l a y e d  

c o i n c i d e n c e  e x p e r i m e n t s  a r e  p o s s i b l e .  The  i d e a l  one  woul d  be 

a s p i n - p o l a r i z e d ,  m o n o - e n e r g e t i c  beam i n c i d e n t  on t a r g e t s  w i t h  

a l l  q u a n t u m n u mb e r s  known.  The momentum v e c t o r  a nd  s p i n  o f  

t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n ,  a s  w e l l  a s  t h e  t i m e  d e l a y ,  e n e r g y ,  

p o l a r i z a t i o n ,  and  d i r e c t i o n  o f  t h e  e m i t t e d  p h o t o n  wo u l d  be 

m e a s u r e d .  The c o m p l e t e  a n a l y s i s  o f  s u c h  an e x p e r i m e n t  ( a l s o

1



2 3b o r r o w e d  f r o m n u c l e a r  p h y s i c s  ’ ) wo u l d  p r o v i d e  i n f o r m a t i o n  

a b o u t  t h e  s c a t t e r i n g  p r o c e s s  and  t h e  e x c i t e d  s t a t e s :  i n  a d d i -

t i o n  t o  mean l i f e t i m e s  and d i f f e r e n t i a l  c r o s s  s e c t i o n s ,  one  

c o u l d  d e t e r m i n e  o r i e n t a t i o n  and  a l i g n m e n t  p a r a m e t e r s  and  t h e  

r e l a t i v e  p h a s e s  o f  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  t o  d i f f e r e n t  m a g n e t i c  

s u b l e v e l s .

S e v e r a l  r e v i e w s  o f  e x p e r i m e n t a l  and t h e o r e t i c a l  d e v e l o p 

me n t s  o f  c o i n c i d e n c e  m e a s u r e m e n t s  i n  e l e c t r o n  s c a t t e r i n g  f r om 

a t oms  a nd  m o l e c u l e s  ha ve  been  p u b l i s h e d . ^ ” ® F o l l o w i n g  i s  a 

b r i e f  summary o f  t h e s e  d e v e l o p m e n t s ,  b e g i n n i n g  w i t h  a t o m i c  

s c a t t e r i n g .

A. Ty p e s  o f  E l e c t r o n - A t o m  C o i n c i d e n c e  

M e a s u r e m e n t s  and  T h e o r y

1.  L i f e t i m e s .

The s i m p l e s t  c o i n c i d e n c e  e x p e r i m e n t  i s  one  u s e d  t o  d e t e r 

mi ne  t h e  l i f e t i m e s  o f  e x c i t e d  a t o m i c  s t a t e s .  The f i r s t  mea-
7 8s u r e m e n t s  o f  t h i s  t y p e  we r e  r e p o r t e d  by Heron e t . a l .  i n  1 9 5 4 .  ' 

T h e i r  me t h o d  was t o  d e t e c t  p h o t o n s  r e s u l t i n g  f r o m t h e  d e c a y  o f  

e x c i t e d  s t a t e s  o f  h e l i u m  i n  c o i n c i d e n c e  w i t h  t h e  p u l s e d  e l e c 

t r o n  beam u s e d  t o  p r o d u c e  t h e  e x c i t e d  s t a t e s .

The a c c u r a c y  o f  a t o m i c  l i f e t i m e  m e a s u r e m e n t s  was s i g n i f i -
9

c a n t l y  i n c r e a s e d  by I m h o f f  and Read i n  1969 .  T h e i r  t e c h n i q u e  

was t o  d e t e c t  a p h o t o n  and  t h e  s i n g l e  e l e c t r o n  t h a t  had e x c i t e d  

t h e  s t a t e  i n  c o i n c i d e n c e .

By m e a s u r i n g  t h e  e n e r g y - l o s s  o f  t h e  e l e c t r o n ,  t h e y  we r e  

a b l e  t o  e l i m i n a t e  t h e  e f f e c t  o f  c a s c a d e s  i n t o  t h e  s t a t e .



2.  D i f f e r e n t i a l  C r o s s  S e c t i o n s .

I f  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  i s  o b s e r v e d ,  

t h e  d i f f e r e n t i a l  c r o s s  s e c t i o n  c an  be d e t e r m i n e d .  E h r h a r d t  e t .  

a l J ^  f o u n d  d i f f e r e n t i a l  i o n i z a t i o n  c r o s s  s e c t i o n s  o f  h e l i u m  by 

m e a s u r i n g  a n g u l a r  c o r r e l a t i o n s ' b e t w e e n  t h e  s c a t t e r e d  and  e m i t 

t e d  e l e c t r o n s .  The  a b s o l u t e  d i f f e r e n t i a l  c r o s s  s e c t i o n s  f o r  

e l e c t r o n  e x c i t a t i o n  o f  t h e  4 ' S ,  4 ' D ,  5 ' S ,  and 5 ' D s t a t e s  o f  

h e l i u m  we r e  m e a s u r e d  by P o c h a t  e t . a l ] ^  u t i l i z i n g  a c o i n c i d e n c e  

t e c h n i q u e .  T h i s  e x p e r i m e n t  d e m o n s t r a t e d  an a d v a n t a g e  o f  t h e  

c o i n c i d e n c e  t e c h n i q u e  f o r  f i n d i n g  c r o s s  s e c t i o n s :  b e c a u s e  t h e

s t a t e s  l i s t e d  a b o v e  we r e  n o t  r e s o l v a b l e  u s i n g  an e l e c t r o n  s p e c 

t r o m e t e r ,  t h e  h i g h e r  r e s o l u t i o n  p o s s i b l e  i n  t h e  p h o t o n  d e t e c 

t o r  was u s e d  t o  s e l e c t  a p a r t i c u l a r  s t a t e .

3.  P o l a r i z a t i o n .

A t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  r a d i a 

t i o n  f r o m e l e c t r o n  i m p a c t  e x c i t a t i o n  was  g i v e n  by P e r c i v a l  and 
12S e a t o n ,  who r e l a t e d  t h e  p o l a r i z a t i o n  t o  t h e  c r o s s  s e c t i o n s

f o r  e x c i t i n g  m a g n e t i c  s u b s t a t e s  o f  t h e  a t o m .  M e a s u r e m e n t s  o f

t h e  p o l a r i z a t i o n  u s i n g  e l e c t r o n - p h o t o n  c o i n c i d e n c e  we r e  made 
1 3by King e t . a l .  who d e t e c t e d  o n l y  e l e c t r o n s  s c a t t e r e d  i n  t h e  

f o r w a r d  d i r e c t i o n .

4 .  A n g u l a r  C o r r e l a t i o n .

The  m e a s u r e m e n t  o f  a n g u l a r  c o r r e l a t i o n s  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  

p o l a r i z a t i o n  and  t i m e  d e l a y  may p r o v i d e  i n f o r m a t i o n  on l i f e 

t i m e s ,  d i f f e r e n t i a l  c r o s s  s e c t i o n s ,  f i n e  and  h y p e r f i n e  s p l i t 



t i n g s ,  o r i e n t a t i o n  and a l i g n m e n t  p a r a m e t e r s ,  and  c o mp l e x  e x 

c i t a t i o n  a m p l i t u d e s .  The t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  was made by 

M a c e k ^ ^ ' ^ ^  and Macek and  J a e c k s ^ ^  i n  1 971 .  T h i s  work w i l l  be

d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  C h a p t e r  I I .  S e v e r a l  o t h e r  t h e o r e t i c a l
17 18p a p e r s  f o l l o w e d ,  among t hem Wykes ,  J a c o b s ,  and Fano and 

1 9Macek.  The l a t t e r  wor k  i s  a more  a b s t r a c t  r e f o r m u l a t i o n  o f

Re f .  ( 1 6 ) ,  e m p h a s i z i n g  o r i e n t a t i o n  a n d  a l i g n m e n t  p a r a m e t e r s .
20A d e n s i t y  m a t r i x  a p p r o a c h  t o  t h i s  p r o b l e m  was u s e d  by Blum 

and  K l e i n p o p p e n ^ ^ a n d  by E i c h l e r  and  F r i t s c h . ^ ^

The f i r s t  m e a s u r e m e n t s  o f  a n g u l a r  c o r r e l a t i o n s  we r e  r e -
p A p C

p o r t e d  by E mi n y a n ,  MacAdam,  S l e v i n ,  and  K l e i n p o p p e n ,  ’

u s i n g  h e l i u m  a s  t h e  t a r g e t  g a s .  O t h e r  i m p o r t a n t  m e a s u r e m e n t s
2 6

o f  a n g u l a r  c o r r e l a t i o n s  we r e  made by A r r i o l a  e t . a l .  ( b u t  s e e
2 7S l e v i n  and F a r a g o  f o r  a c r i t i c i s m  o f  t h i s  w o r k ) ,  Ugbabe  e t .  

a l f ^  and S u t c l i f f e  e t . a l . ^ ^

The a n g u l a r  c o r r e l a t i o n  m e a s u r e m e n t s  s t i m u l a t e d  t h e o 

r e t i c a l  c a l c u l a t i o n s  o f  c r o s s  s e c t i o n s  f o r  e x c i t i n g  t h e  ma g n e 

t i c  s u b s t a t e s  o f  t h e  a t o ms  a s  w e l l  a s  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  

r e l a t i v e  p h a s e s  b e t w e e n  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s .  T h e s e  c a l 

c u l a t i o n s  we r e  c a r r i e d  o u t  u s i n g  s e v e r a l  d i f f e r e n t  m e t h o d s :

i . )  d i s t o r t e d  wave
31i i . )  f i r s t  o r d e r  ma n y - b o d y  ( r a n d o m p h a s e ) ,  

i i i . )  e i k o n a l
3 3i v . )  c l o s e  c o u p l i n g ,  and

V.)  d i s t o r t e d  wave,  p o l a r i z e d  o r b i t a l .
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B. Types  o f  Mol e c u l  e-'E1 e c t r o n  C o i n c i d e n c e  

Me a s u r e m e n t s  and  T h e o r y

1.  L i f e t i m e s .

C o i n c i d e n c e  t e c h n i q u e s  have  b e en  u s e d  q u i t e  e f f e c t i v e l y  

i n  d e t e r m i n i n g  a c c u r a t e  l i f e t i m e s  f o r  m o l e c u l a r  s t a t e s .

The f i r s t  e l e c t r o n - p h o t o n  c o i n c i d e n c e  m e a s u r e m e n t s  o f  mo l e -
3 5c u l a r  l i f e t i m e s  we r e  made by I m h o f f  and Read i n  1971 .  As 

i n  t h e  a t o m i c  c a s e ,  t h e  d e t e c t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n  i s  u s e d  

t o  f i x  t h e  t i m e  o f  f o r m a t i o n  o f  t h e  e x c i t e d  s t a t e  and t h e  t i m e

d e l a y e d  d e t e c t i o n  o f  t h e  p h o t o n  i s  u s e d  t o  f i n d  t h e  l i f e t i m e .
3 6

T h i s  was e x t e n d e d  t o  l i f e t i m e s  o f  i o n i c  s t a t e s  f o r  t h e  

p r o c e s s

e + M M**+ e-j + eg

M**^ M'*'+ Y .

I t  c an  be shown t h a t  e i t h e r  e-j o r  eg u s u a l l y  has  a l m o s t  a l l  

t h e  e x c i t a t i o n  e n e r g y ,  t h u s  t h e  d e t e c t i o n  o f  one  o f  t h e s e  

e l e c t r o n s  s e r v e s  t h e  same p u r p o s e  a s  t h e  e l e c t r o n  i n  t h e  p r e 

v i o u s  e x a m p l e .
37Ba c k x ,  K l e i v e r ,  and Va nd e r We i l  m e a s u r e d  t h e  l i f e t i m e  

2 +o f  t h e  B 2 s t a t e  o f  CO w i t h  a t r i p l e  c o i n c i d e n c e :  t h e  s c a t 

t e r e d  e l e c t r o n ,  t h e  d e c a y  p h o t o n ,  and  t h e  CO^ i o n .

R a d i a t i v e  l i f e t i m e  m e a s u r e m e n t s  o f  s i m p l e  f r e e  r a d i c a l s  

(NH and  CH) f o r me d  i n  t he  e l e c t r o n  i m p a c t  d i s s o c i a t i o n  o f  

p a r e n t  m o l e c u l e s  (NH^ and CH^) u t i l i z i n g  an
Op

e l e c t r o n - p h o t o n  c o i n c i d e n c e  we r e  r e p o r t e d  i n  1978 .



2 .  P o l a r i z a t i o n .
1 2The work o f  P e r c i v a l  and S e a t o n  was e x t e n d e d  t o  d i a t o m i c

39m o l e c u l e s  by J e t t e  and C a h i l l  and  i n  t h e  u n i t e d - a t o m  and
40Born a p p r o x i m a t i o n s  by B a l t a y a n  and  N e d e l e c .  T h e s e  wor ks  

a r e  n o t  s a t i s f a c t o r y  f o r  a n a l y s i s  o f  c o i n c i d e n c e  m e a s u r e m e n t s  

b e c a u s e  t h e y  a r e  t i m e - i n d e p e n d e n t ;  Re f .  ( 3 9 )  i s  

l i m i t e d  t o  t h r e s h o l d  e x c i t a t i o n .

3.  D i f f e r e n t i a l  C r o s s  S e c t i o n s .

Few m e a s u r e m e n t s  ha ve  been  made o f  m o l e c u l a r  d i f f e r e n t i a l  

c r o s s  s e c t i o n s  w i t h  c o i n c i d e n c e  m e t h o d s .  Bdse^^  ha s  r e p o r t e d  

e l e c t r o n  i m p a c t  i o n i z a t i o n  c r o s s  s e c t i o n s  f o r  Dg u s i n g  a 

p h o t o n - p h o t o n  c o i n c i d e n c e  me t hod  f o r  t h e  p r o c e s s  

e + Dj - 2 e '  + D** *  0 , 2 ^ )  +

4- ;

0 ( ] S ) + Y  0 ( i s ) + ^

42and Bose  and L i n d e r  h a v e  p e r f o r m e d  an e l e c t r o n - p h o t o n  c o i n 

c i d e n c e  m e a s u r e m e n t  f o r  i o n i z a t i o n  c r o s s  s e c t i o n s  o f  Dg.

4.  A n g u l a r  C o r r e l a t i o n s .

A n g u l a r  c o r r e l a t i o n  m e a s u r e m e n t s  o f  e l e c t r o n - m o l e c u l e  

s c a t t e r i n g  s h o u l d  p r o v i d e  t h e  same t y p e  o f  i n f o r m a t i o n  a s  

t h a t  d i s c u s s e d  i n  t h e  a t o m i c  c a s e .  As y e t ,  no s u c h  m e a s u r e 

me n t s  ha ve  been  r e p o r t e d .  On l y  one  t h e o r e t i c a l  p a p e r  has

b e en  p u b l i s h e d  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  s u c h  an e x p e r i m e n t :  t h a t
43by Blum and J a k u b o w i c z .  T h e i r  p a p e r  u s e s  t h e  d e n s i t y  m a t r i x



a p p r o a c h ,  and  r e s u l t s  a r e  f o r m u l a t e d  i n  t e r m s  o f  t h e  S t o k e s  

p a r a m e t e r s .

The p u r p o s e  o f  t h e  p r e s e n t  work i s  t o  d e v e l o p  a t h e o r y  o f  

a n g u l a r  c o r r e l a t i o n s  b e t we e n  e l e c t r o n s  and  p h o t o n s  i n  e l e c 

t r o n - d i a t o m i c  m o l e c u l e  s c a t t e r i n g .  I t  i s  an e x t e n s i o n  o f  

t h e  work by Macek and J a e c k s ^ ®  f r om a t oms  t o  d i a t o m i c  m o l e 

c u l e s .  The r e s u l t s  a r e  e x p r e s s e d  i n  a f o r m s u c h  t h a t  t h e  

c o i n c i d e n c e  r a t e  i s  a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  c o mp l e x  e x c i 

t a t i o n  a m p l i t u d e s .  Th e s e  c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  may 

be u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  when s u f f i c i e n t  m e a s u r e m e n t s  a r e  p e r 

f o r m e d .  R e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  a f o r m s u i t a b l e  f o r  a n a l y 

s i s  o f  e x p e r i m e n t s  w i t h  o r  w i t h o u t  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  p h o t o n ' s  

p o l a r i z a t i o n .

C. A P l a n  o f  T h i s  Work

The t h e o r e t i c a l  b a c k g r o u n d  o f  t h i s  r e s e a r c h  i s  r e v i e w e d  

i n  C h a p t e r  I I .  An e x a m i n a t i o n  o f  a p p r o p r i a t e  d e t a i l s  o f  t h e  

f o r m a l  t h e o r y  o f  s c a t t e r i n g  a s  n e e d e d  f o r  t h i s  p r o b l e m  i s  

f o l l o w e d  by a d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  t h e  t h e o r y  o f  Macek 

and J a e c k s ^ G  on wh i c h  t h i s  wor k  i s  c l o s e l y  m o d e l e d .  The 

f o r ma l  t h e o r y  f o r  a n a l y s i s  o f  a n g u l a r  c o r r e l a t i o n  m e a s u r e m e n t s  o f  

e l e c t r o n - d i a t o m i c  m o l e c u l e  s c a t t e r i n g  i s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r

I I I .  A p p l i c a t i o n s  o f  t h i s  t h e o r y  t o  some s t a t e s  o f  Hg a r e  

made i n  C h a p t e r  IV,  and  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  s u c h  an e x p e r i m e n t  

i s  d i s c u s s e d  a s  w e l l .  In C h a p t e r  V,  t h e  t h e o r y  i s  e x t e n d e d  

t o  t h e  c a s e  w h e r e  h y p e r f i n e  s t r u c t u r e  may be i m p o r t a n t ,  and
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e f f e c t s  o f  r e l a x i n g  some o f  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  C h a p t e r  I I I  

a r e  c o n s i d e r e d .  C h a p t e r  VI c o n t a i n s  a summary a nd  c o n c l u s i o n s  

A p p e n d i x  I i s  a summary o f  a n g u l a r  momentum t h e o r y  and  a 

b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  d i a g r a m m a t i c  t e c h n i q u e  o f  Y u t s i s . ^ ^

Two r e d u c t i o n s  o f  c o m p l i c a t e d  e x p r e s s i o n s  u s i n g  t h i s  t e c h 

n i q u e  a r e  p r e s e n t e d  i n  A p p e n d i x  I I .  A B a s i c  p r o g r a m  f o r  e v a 

l u a t i n g  3 j  and  6 j  c o e f f i c i e n t s  i s  p r e s e n t e d  i n  A p p e n d i x  I I I .



CHAPTER I I  

PRELIMINARIES

The s c a t t e r i n g  p r o c e s s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i n  t h i s  wor k  

i s  m o l e c u l a r  e x c i t a t i o n  v i a  i n e l a s t i c  e l e c t r o n  s c a t t e r i n g ,

e + M e ' + M** , ( 2 . 1 )

f o l l o w e d  by p h o t o n  e m i s s i o n ,

M** ^  M* + hv . ( 2 . 2 )

Her e  e and  e ' a r e  t h e  i n c i d e n t  and s c a t t e r e d  e l e c t r o n  s t a t e s ,  

and  M, M**,  and  M* a r e  t h e  i n i t i a l ,  i n t e r m e d i a t e ,  and  f i n a l  

s t a t e s  o f  t h e  t a r g e t  d i a t o m i c  m o l e c u l e .  We o n l y  c o n s i d e r  t h e  

c a s e  wh e r e  t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  a nd  t h e  p h o t o n  hv a r e  d e t e c 

t e d  i n  c o i n c i d e n c e .

The a n a l y s i s  o f  t h i s  p r o c e s s ,  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w 

i n g  c h a p t e r ,  u t i l i z e s  c o n c e p t s  f r om s e v e r a l  a r e a s  o f  t h e o r e t i 

c a l  p h y s i c s .  Some n e c e s s a r y  c o n c e p t s  a r e  o u t l i n e d  i n  s e c t i o n  

A o f  t h i s  c h a p t e r :  F i r s t ,  t h e  c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e

i s  d e f i n e d .  I t s  s i g n i f i c a n c e  i n  t h i s  wor k  i s  d i s c u s s e d ,  

a s  w e l l  a s  i t s  r e l a t i o n  t o  t h e  T m a t r i x .  S e c o n d ,  some e l e 

me n t s  o f  t h e  t h e o r y  o f  a n g u l a r  momentum a r e  o u t l i n e d .  T h i r d ,  

t h e  c o n c e p t  o f  c o h e r e n t  e x c i t a t i o n  i s  d e f i n e d  and  d i s c u s s e d  

i n  t h e  c o n t e x t  o f  m o l e c u l a r  s t a t e s .

The t h e o r y  o f  e l e c t r o n - a t o m  c o i n c i d e n c e  m e a s u r e m e n t s

9



1 0

1 4as  p r e s e n t e d  by Macek and  J a e c k s  i s  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  B 

o f  t h i s  c h a p t e r .

A. T h e o r e t i c a l  F o u n d a t i o n s

1.  Compl ex E x c i t a t i o n  A m p l i t u d e s .

The u s u a l  s i t u a t i o n  i n  a s c a t t e r i n g  e x p e r i m e n t  i s  t h a t  

t h e  s o u r c e  o f  i n c i d e n t  p a r t i c l e s  and t h e  d e t e c t o r s  a r e  f a r  

f r om t h e  i n t e r a c t i o n  r e g i o n .  T h i s  means  t h a t  o b s e r v e d  q u a n 

t i t i e s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  a s y m t o t i c  w a v e f u n c t i o n  o f  t h e  s y s 

t e m,  wh i c h  t h e r e f o r e  c o n t a i n s  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  t h a t  

can  be o b t a i n e d  f r om t h e  s c a t t e r i n g  m e a s u r e m e n t .

The a s y m t o t i c  f o r m f o r  an e l e c t r o n  s c a t t e r i n g  i n e l a s t i c -
45l y  f r om an a t om o r  m o l e c u l e  i s

i p ^ r

f | ( r , n )  = $ i ( r , n )  + 7 — -—  ( 2 . 3 )

wh e r e  r  i s  t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  c o o r d i n a t e ,  ( r , n )  i s  

t h e  i n i t i a l  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  g i v e n  by

" * Q( n ) ë  . ( 2 . 4 )

The i n i t i a l  t a r g e t  s t a t e  i s  (|)q w i t h  i n t e r n a l  q u a n t u m number s

n,  w h i l e  p .  i s  t h e  momentum o f  t h e  i n c i d e n t  e l e c t r o n  ( u s u a l l y

t a k e n  a l o n g  t h e  z - a x i s ) .  The sum o v e r  f  i s  t o  be t a k e n  o v e r

a l l  e n e r g e t i c a l l y  a l l o w e d  f i n a l  s t a t e s  o f  t h e  t a r g e t ,  d e n o t e d  

by The q u a n t i t y  i s  t h e  c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e ;

t h a t  i s ,  t h e  p r o b a b i l i t y  a m p l i t u d e  f o r  s c a t t e r i n g  f r om t h e

s t a t e  t o  t h e  s t a t e
. -V

= + f ( n ) e  ^ , ( 2 . 5 )
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wher e  i s  t h e  f i n a l  s t a t e  o f  t h e  t a r g e t  and  i s  t h e  s c a t 

t e r e d  e l e c t r o n  momentum v e c t o r .  F i n a l l y ,  t h e  e x c i t a t i o n  

a m p l i t u d e  i s  g i v e n  by

m ,

w i t h  V t h e  s c a t t e r i n g  p o t e n t i a l  o p e r a t o r .  In g e n e r a l  t h e  

c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  d e p e n d s  on t h e  e l e c t r o n  e n e r g y  

as  w e l l  a s  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s  ( e , 4 t )  o f  p ^ .

A p r i m a r y  o b j e c t i v e  o f  t h i s  wor k  i s  t o  r e l a t e  t h e  o b 

s e r v e d  c o i n c i d e n c e  r a t e  t o  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s .

The d i f f e r e n t i a l  c r o s s  s e c t i o n ,  ( d a ^ ^ / d f i )  ( 0 , ( j ) ) , i s  r e l a t e d  t o  

t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  by

d a . .  pf i  _
dn = Wy i F f i l  ( 2 . 7 )

C l e a r l y  more  i n f o r m a t i o n  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  s c a t t e r i n g  am

p l i t u d e  t h a n  i n  t h e  c r o s s  s e c t i o n ,  s i n c e  t h e  l a t t e r  i s  p r o p o r 

t i o n a l  t o  t h e  mo d u l u s  s q u a r e d  o f  t h e  f o r m e r .

The T m a t r i x ,  o r  t r a n s i t i o n  m a t r i x ,  h a s  c o n v e n i e n t  sym

m e t r y  p r o p e r t i e s ,  wh i c h  make i t  u s e f u l  f o r  s t u d y i n g  g e n e r a l  

p r o p e r t i e s  o f  s c a t t e r i n g  p r o c e s s e s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  T m a t r i x  

i s  L o r e n t z  i n v a r i a n t ;  and b e c a u s e  p u r e  r o t a t i o n s  a r e  c o n t a i n e d  

i n  L o r e n t z  t r a n s f o r m a t i o n s ,  t h e  T m a t r i x  i s  i n v a r i a n t  t o  p u r e  

r o t a t i o n s  up t o  a p h a s e  f a c t o r .  The c o mp l e x  s c a t t e r i n g  am

p l i t u d e  i s  g i v e n  i n  t e r m s  o f  t h e  T m a t r i x  by
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' f i  ■■ ' f i

wh e r e  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  T m a t r i x  a r e  d e f i n e d  by

T f j  = < * f | f | $ . >  . ( 2 . 1 0 )

2.  C o u p l i n g  o f  A n g u l a r  Moment a .

C o n s i d e r  a s y s t e m  wh i c h  ha s  two a n g u l a r  mo me n t s ,  and

j g - I f  t h e  sum o f  t h e s e  a n g u l a r  moment s  i s  j , a c o m p l e t e  s e t

o f  c o mmut i ng  o p e r a t o r s  n e e d e d  t o  r e p r e s e n t  t h i s  s y s t e m  m i g h t  
2 2 2i n c l u d e  H, , j g  , j  , and  w i t h  e i g e n v a l u e  e q u a t i o n s

= j (  j + l ) l j m >  ( 2 . 1 1 )

and

j 2 . | j m> = m| jm> . ( 2 . 1 2 )

Ho weve r ,  i f  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e s e  a n g u l a r  moment a  i s  

s u c h  t h a t  t h e  z c o m p o n e n t s  o f  j ^  and J g  a r e  c o n s e r v e d  s e p a 

r a t e l y ,  i t  may be c o n v e n i e n t  t o  u s e  a d i f f e r e n t  s e t  o f  commu

t i n g  o p e r a t o r s  c o n s i s t i n g  o f  H, , j g '  j   ̂^ ^Zz’ The

e i g e n v a l u e  e q u a t i o n s  f o r  t h i s  b a s i s  a r e

J ]  , ( 2 . 1 3 )

J l z l J i ^ ^ i J2' ^2^ = mi l j - , mi j 2 m2 >  , ( 2 . 1 4 )

and  s i m i l a r l y ,

3 2^1 J ' i ^ l J2" ’2^ " G 2 ( j 2 * T ) | j l ^ l j 2 ^ 2 >  ’ ( 2 . 1 5 )

J 2 z l  j i ' " i J ' 2" ' 2^  = ">21 j. |m.|  j2ni2> , ( 2 . 1 6 )
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w h e r e  t h e  p r o d u c t  r e p r e s e n t a t i o n  j j i n i i >  [ i s  d e n o t e d  by

The d e s i r a b i l i t y  o f  u s i n g  on e  o r  t h e  o t h e r  o f  t h e s e  r e 

p r e s e n t a t i o n s  d e p e n d s  p a r t i a l l y  on t h e  i n t e r a c t i o n s  p r e s e n t .  

T h i s  i s  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  s e c t i o n  B o f  t h i s  c h a p t e r .

C h a n g i n g  f r om one  r e p r e s e n t a t i o n  t o  t h e  o t h e r  i s  a c c o m

p l i s h e d  by a u n i t a r y  t r a n s f o r m a t i o n :

| jm> = I <j - ,m^jgmg | j ^ j 2 j m > | j ] n i ^ j ’ 2 m2 > ( 2 . 1 7 )
m T m 2

and

j'2m2 > = I  < j -,m̂  J2m2 |j-| J 2 Jm > ijm > . ( 2 . 1 8 )
jm

The c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  c a l l e d  v e c t o r  

c o u p l i n g  o r  C l e b s c h - G o r d a n  (CG) c o e f f i c i e n t s .  T h e s e  CG c o 

e f f i c i e n t s  a r e  e mp l o y e d  i n  t h i s  wor k  a s  w e l l  a s  t h e  r e l a t e d ,  

b u t  mor e  s y m m e t r i c  Wi g n e r  3 - j  c o e f f i c i e n t :

1
= ( - 1 )   ̂ ^ ^ ( 203+1  ) " ^ / ^ < j . , m ^ j 2 m 2 l j - | j 2 j 3 n i 3 > -

( 2 . 1 9 )

Symmet r y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  3 - j  c o e f f i c i e n t s  a r e  g i v e n  i n  

A p p e n d i x  I .

The c o u p l i n g  o f  t h r e e  a n g u l a r  moment a  may be e x p r e s s e d  

i n  t h e  u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n  | j ^ m ^ > | j 2 m2 > | j 3 m3 > ,  a s  w e l l  

a s  i n  a c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n  | j m> wh e r e  3 1 +3 2 * ^ 3  “ ^  a n a 

l o g o u s  t o  t h e  c o u p l i n g  o f  two a n g u l a r  mome nt a .  T h e r e  a r e  

s e v e r a l  d i f f e r e n t  ways  i n  wh i c h  t h e  t h r e e  a n g u l a r  moment a



1 4

c an  be a d d e d  two a t  a t i m e ,  wh i c h  l e a d  t o  m a t h e m a t i c a l l y  d i s 

t i n c t  r e p r e s e n t a t i o n s :  I f ,  f o r  e x a m p l e ,  10 1 0 2 ( ^ 1 2 a nd

1 J ' i j 2 J 3 ( j 2 3 ) j " ’> a r e  o b t a i n e d  by j ^ + j g  = J t 2 ’ ^ 1 2 ' * ' ^ 3  ^ 

and  j g + j g  = j g g ,  Î 1 + J 2 3  = J , r e s p e c t i v e l y ,  t h e  two s e t s  o f  

b a s i s  s e t s  a r e  r e l a t e d  by t h e  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n

I j-|  j 2 ^ ^ 1 2 ^ ^ 3 ^ ’'"^ ^ I j ]  J 2 j 3 ( j ‘2 3 ) j " ’^
'^23

X [ ( 2 j i 2 + l ) ( 2 j 2 2 + l ) ] T / 2 w ( j i j 2 j j 2 ; j i 2 j 2 2 )  ( 2 . 2 0 )

w h e r e  W ( j ^ j 2 j j 3 ; j ^ 2 j 2 3 )  ^^ ® Racah  c o e f f i c i e n t .  A g a i n ,

Racah  c o e f f i c i e n t s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  mor e  s y m m e t r i c  6 - j  

c o e f f i c i e n t s  by

J'l 3*2 "il2

J 3  j  J 2 3 J

j i + j p + J o + j
= ( - 1 )  ' ^ W ( j ^ j 2 j j 3 ’ j l 2 j 2 3 ^  • ( 2 - 2 1 )

The s y mme t r y  p r o p e r t i e s  o f  6 j  c o e f f i c i e n t s  a r e  g i v e n  i n  Ap

p e n d i x  I .

3.  C o h e r e n t  E x c i t a t i o n .

One o f  t h e  a s s u m p t i o n s  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  work i n v o l v e s  

t h e  c o n c e p t  o f  c o h e r e n t  e x c i t a t i o n  o f  m o l e c u l a r  l e v e l s .  The 

p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  c l a r i f y  w h a t  i s  me a n t  by c o 

h e r e n t  e x c i t a t i o n  i n  t h e  c o n t e x t  o f  m o l e c u l a r  o r  a t o m i c  

s t a t e s .

The s y s t e m  o f  i n t e r e s t  c o n s i s t s  o f  an e n s e m b l e  o f  d i a 

t o m i c  m o l e c u l e s  and a beam o f  m o n o e n e r g e t i c  i n c i d e n t  e l e c 

t r o n s .  The  s t a t e  o f  t h e  i n c i d e n t  e l e c t r o n s  may be s p e c i f i e d
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by t h e  momentum v e c t o r  and  s p i n  o r i e n t a t i o n :  | p \ , m > .  S i m i 

l a r l y ,  t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  s t a t e  i s  g i v e n  by | p^m>.  The 

s p i n  o r i e n t a t i o n  i s  t h e  same i n  b o t h  s t a t e s  i f  i t  i s  a s s u me d  

t h a t  t h e  s c a t t e r i n g  i n t e r a c t i o n  h a s  no s p i n  d e p e n d e n t  t e r m s .

In an e n s e m b l e  o f  d i a t o m i c  m o l e c u l e s  i t  may r e a s o n a b l y  

be e x p e c t e d  t h a t  t h e  q u a n t u m numbe r s  A and S a r e  known,  b u t  

n o t  t h e  r o t a t i o n a l  q u a n t u m number  K. ( H e r e ,  A i s  t h e  p r o j e c 

t i o n  o f  t h e  o r b i t a l  e l e c t r o n i c  a n g u l a r  momentum o n t o  t h e  

i n t e r n u c l e a r  a x i s ,  and S i s  t h e  t o t a l  e l e c t r o n  s p i n . )  The 

s t a t e  mu s t  t h e n  be d e s c r i b e d  by a s t a t i s t i c a l  m i x t u r e  o f  t h e  

p u r e  e i g e n s t a t e s .  (The s t a t i s t i c a l  w e i g h t  o f  t h e  v a r i o u s  K 

s t a t e s  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  Bo l t z ma n n  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  

g a s . )

One may t h i n k  o f  t h e  a b o v e  e n s e m b l e  o f  m o l e c u l e s  a s  an

e n s e m b l e  o f  s y s t e m s ,  e a c h  i n some p u r e  s t a t e ,  flow c o n 

s i d e r  t h e  e x c i t a t i o n  o f  one  o f  t h e s e  p u r e  s t a t e s .

The l i n e a r i t y  o f  t h e  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  a s s u r e s  t h a t  imme

d i a t e l y  a f t e r  t h e  e x c i t a t i o n  t h e  s y s t e m  i s  s t i l l  i n  a p u r e  

s t a t e .  T h i s  e x c i t e d  s t a t e ,  d e n o t e d  by lt|)>, i s  a s u p e r p o s i 

t i o n  o f  a l l  p o s s i b l e  e x c i t e d  s t a t e s  o f  t h e  s y s t e m .  Each 

e x c i t e d  s t a t e  i s  t h e  d i r e c t  p r o d u c t  o f  t h e  m o l e c u l a r  and e l e c t r o n  

k e t s .  The q u a n t u m number  K may be d e t e r m i n e d  f r om d e t e c t i o n

o f  h\),  so  t h a t  ' !#> can be w r i t t e n  as

= I  [ f w  (P i  »Pf )  |KM,,> | p . , m > + - • • ( 2 . 2 2 )
M%=K,K-1 -K T f  T

wh e r e  i s  t h e  z - p r o j e c t i o n  o f  K, and f^  ̂ ( p ^ , p ^ )  i s  t h e
K
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compl e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  f o r  e x c i t i n g  t h e  m a g n e t i c

s u b l e v e l .  A l l  o t h e r  known q u a n t u m numbe r s  have  b e e n  s u p 

p r e s s e d .  The t h r e e  d o t s  i n d i c a t e  s i m i l a r  t e r m s  f o r  a l l  o t h e r  

a c c e s s i b l e  s t a t e s  o f t h e  s y s t e m ,  i n c l u d i n g  o t h e r  v a l u e s  o f  K.

In t h e  a b s e n c e  o f  an e x t e r n a l  f i e l d ,  t h e  m a g n e t i c  s u b 

s t a t e s  o f  K a r e  e n e r g e t i c a l l y  d e g e n e r a t e .  T h i s  i m p l i e s  

t h a t  t h e  e l e c t r o n s  s c a t t e r e d  i n  a p a r t i c u l a r  d i r e c t i o n  f r o m 

a l l  t h e  l e v e l s  o f  a g i v e n  K h a ve  t h e  same momentum a s  

w e l l ,  so t h a t  | p^m> can be f a c t o r e d  f r om t h e  sum i n  Eq.  ( 2 . 2 2 ) :

I f , . ( 2 . 2 3 )

B e c a u s e  t h e  s t a t e  |i|)> can  now be e x p r e s s e d  as  a l i n e a r  s u 

p e r p o s i t i o n  o f  s t a t e s  |KM̂  >, t h e  m a g n e t i c  s u b s t a t e s  a r e  s a i d  

t o  be c o h e r e n t l y  e x c i t e d ,  i .e. ,  t h e  k e t s  h a v e  a f i x e d  p h a s e  r e l a t i o n s h i p .  

In p r a c t i c e ,  t h e  e l e c t r o n  beam w i l l  n o t  u s u a l l y  be

m o n o e n e r g e t i c , b u t  w i l l  have  some s p r e a d  o f  e n e r g i e s ,  aE,
2

a r o u n d  a c e n t r a l  v a l u e ,  ^ i  . When t h i s  s i t u a t i o n  h o l d s ,

t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  s t a t e  may be f a c t o r e d  f r om o t h e r  

l e v e l s  t h a t  l i e  w i t h i n  aE / 2 o f  t h e  l e v e l  o f  Eq.  ( 2 . 2 3 ) .

Thus  l e v e l s  t h a t  a r e  n o t  e x a c t l y  e n e r g e t i c a l l y  d e g e n e r a t e  may 

be c o h e r e n t l y  e x c i t e d  i n  t h e  s e n s e  t h a t

U>  = C l  I  f ( KM. )  |KM.>] l p . m ) + - - -  ( 2 . 2 4 )
K ^ f

wh e r e  t h e  sum i n c l u d e s  a l l  K s u c h  t h a t
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and E|  ̂ i s  t h e  e x c i t a t i o n  e n e r g y  o f  t h e  l e v e l .  S i n c e  | p ^ |  

i s  n o t  known p r e c i s e l y  i n  t h i s  c a s e ,  t h i s  e x p r e s s i o n  i m p l i e s  

t h a t  ]p^m> i n c l u d e s  a l l  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  s t a t e s  w i t h  t h e  

r a n g e  p^ * /2AEm^ , i . e . ,  Eq.  ( 2 . 2 4 )  mu s t  be i n t e g r a t e d  b e 

t we e n  t h e s e  l i m i t s .

B. D i s c u s s i o n  o f  At o mi c  E l e c t r o n - P h o t o n  

C o i n c i d e n c e  Me a s u r e m e n t s

1.  I n t r o d u c t i o n .

The wor k  by Macek and  J a e c k s , ^ ^  h e r e a f t e r  r e f e r r e d  t o  

a s  MJ,  has  b e e n  v e r y  u s e f u l  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  c o i n c i d e n c e  

e x p e r i m e n t s  i n v o l v i n g  e l e c t r o n - a t o m  s c a t t e r i n g .  B r i e f l y ,  

t h e y  p r e s e n t  f o r m u l a s  wh i c h  e x p r e s s  c o i n c i d e n c e  r a t e s  i n  

t e r m s  o f  c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s ,  d e t e c t o r  c o o r d i n a t e s ,  

p h o t o n  p o l a r i z a t i o n ,  and t i m e  r e s o l u t i o n  o f  t h e  a p p a r a t u s .  

T h e s e  f o r m u l a s  may be r e a d i l y  u s e d  t o  d e t e r m i n e  c r o s s  s e c 

t i o n s  o r  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  f r o m m e a s u r e d  r a t e s .  S i n c e  

t h i s  t h e o r y  i s  so u s e f u l ,  we d e c i d e d  t o  c o n s t r u c t  o u r  e l e c -  

t r o n - m o l e c u l e  s c a t t e r i n g  t h e o r y  i n  c l o s e  a n a l o g y  w i t h  MJ . 

B e c a u s e  o f  t h e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  wor k  o f  MJ and i t s  c l o s e  

r e l a t i o n s h i p  t o  t h e  p r e s e n t  wo r k ,  a summary o f  t h e  t h e o r y  

i s  p r e s e n t e d  i n  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  

c h a p t e r .

A few t y p o g r a p h i c a l  e r r o r s  o c c u r  i n  t h e  o r i g i n a l  p a p e r ;  

we a t t e m p t  t o  c o r r e c t  t h e s e  i n  t h i s  d i s c u s s i o n .  A l g e b r a i c  

d e t a i l s  common t o  b o t h  a t o m i c  and  m o l e c u l a r  c a s e s ,  wh i c h  a r e
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n o t  e s s e n t i a l  f o r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  a t o m i c  c a s e ,  a r e  p r e 

s e n t e d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  m o l e c u l a r  s c a t t e r i n g  i n  t h e  n e x t  

c h a p t e r .

The s c a t t e r i n g  p r o c e s s  t r e a t e d  by MJ i s  g e n e r a l  i n  t h e  

s e n s e  t h a t  i t  c a n  i n v o l v e  e l e c t r o n s ,  i o n s ,  a t o m s ,  m o l e c u l e s ,  

o r  o t h e r  b r e a k u p  p r o d u c t s .  The o n l y  r e s t r i c t i o n  i s  t h a t  t h e  

e m i t t e d  r a d i a t i o n  mu s t  come f r o m an a t o m .  The  e m p h a s i s  i n  

t h i s  d i s c u s s i o n  i s  on e l e c t r o n - a t o m  s c a t t e r i n g .  In p a r t i c u 

l a r ,  t h e  p r o c e s s  i s  r e p r e s e n t e d  s c h e m a t i c a l l y  by

e + A e '  + A** , ( 2 . 2 6 )

f o l l o w e d  by t h e  p h o t o n  d e c a y ,

A** A* + hv , ( 2 . 2 7 )

wh e r e  i n i t i a l ,  i n t e r m e d i a t e ,  and  f i n a l  a t o m i c  s t a t e s  a r e  d e 

n o t e d  by A,  A**,  and  A*,  r e s p e c t i v e l y .

2 .  A s s u m p t i o n s  o f  MJ .

The i n i t i a l  a s s u m p t i o n s  u s e d  i n  MJ a r e  l i s t e d  b e l o w:

i .  The  a t o m o b e y s  LS c o u p l i n g * .

i i .  The d u r a t i o n  o f  t h e  c o l l i s i o n  i s  s h o r t  c o mp a r e d  t o  

t h e  mean l i f e t i m e  o f  t h e  e x c i t e d  s t a t e ,  p e r m i t t i n g  

t h e  e x c i t a t i o n  and  d e c a y  p r o c e s s e s  t o  be t r e a t e d  

s e p a r a t e l y .

* I n  LS c o u p l i n g ,  t h e  t o t a l  o r b i t a l  a n g u l a r  momentum,  f ,

i s  c o u p l e d  t o  t h e  t o t a l  e l e c t r o n i c  s p i n ,  t o  f o r m t h e  t o t a l  

e l e c t r o n i c  a n g u l a r  moment um,  J .
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i i i .  C a s c a d e s  f r om h i g h e r  e x c i t e d  s t a t e s  have  a n e g l i g i 

b l e  e f f e c t .

iV.  The l i g h t  d e t e c t i o n  s y s t e m  d e t e c t s  a l l  r a d i a t i o n  

n e a r  t h e  c e n t r a l  f r e q u e n c y  o f  a l i n e ,  and t h e  u n 

d e t e c t e d  w i n g s  do n o t  c o n t a i n  s i g n i f i c a n t  r a d i a 

t i o n .  .

V .  The d e c a y  o f  t h e  e x c i t e d  s t a t e  i s  an e l e c t r i c  d i 

p o l e  t r a n s i t i o n .

v i .  The s c a t t e r i n g  H a m i l t o n i a n  ha s  no s p i n - d e p e n d e n t  

t e r m s .

v i i .  The s p i n - o r b i t  c o u p l i n g  i n  t h e  a t om i s  n e g l e c t e d .

3.  The C o i n c i d e n c e  R a t e  E x p r e s s i o n .

The c o o r d i n a t e  s y s t e m  u s e d  i n  MJ ( a s  w e l l  a s  t h e  p r e s e n t  

wor k )  i s  shown i n  F i g .  1.  The p r i m e d  and  u n p r i m e d  c o o r d i n a t e s  

r e f e r  t o  t h e  p h o t o n  and  e l e c t r o n  d e t e c t o r s ,  r e s p e c t i v e l y .

The i n c i d e n t  beam i s  a l o n g  t h e  z a x i s ,  wh i c h  i s  a l s o  t h e  

q u a n t i z a t i o n  a x i s  f o r  p r o j e c t i o n s  o f  a n g u l a r  moment a .

B e c a u s e  t h e  d i r e c t i o n s  o f  t h e  p h o t o n  and s c a t t e r e d  e l e c t r o n  

a r e  r e q u i r e d  i n  t h e  c o i n c i d e n c e  f o r m u l a s ,  t h e  s c a t t e r i n g  r e 

g i o n  mus t  be w e l l - l o c a l i z e d :  e i t h e r  c r o s s e d  beams f o r  i n c i 

d e n t  and t a r g e t  p a r t i c l e s ,  o r  an i n c i d e n t  beam and a t h i n  

t a r g e t  f o i l .  C o n s i s t e n t  w i t h  t h e  d i s c u s s i o n  o f  c o h e r e n t  e x 

c i t a t i o n  i n  s e c t i o n  B,  t h e  m a g n e t i c  s u b l e v e l s  f o r  g i v e n  L 

a r e  c o h e r e n t l y  e x c i t e d .  In t h i s  s i t u a t i o n ,  t h e  e x c i t e d  

s t a t e  w a v e f u n c t i o n  i s  w r i t t e n  as
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X

Y

F i g .  1.  C o o r d i n a t e  s y s t e m  u s e d  i n  MJ and i n  t h e  p r e s e n t  work,  

The p r i me d  c o o r d i n a t e s  r e f e r  t o  t h e  p h o t o n  d e t e c t o r  

and t h e  u n p r i m e d  c o o r d i n a t e s  r e f e r  t o  t h e  e l e c t r o n  

d e t e c t o r .  The e l e c t r o n  beam i s  i n c i d e n t  f r om t h e  

-Z d i r e c t i o n .
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- q  + i % ) t
|,|,> = I a ( J F Mp ) | J F Mp > e  ^  . ( 2 . 2 8 )

JFMp ^

The q u a n t i t i e s  a ( J FMp)  a r e  t h e  c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  

f o r  e x c i t i n g  t h e  s t a t e  | JFMp>,  i  i s  t h e  mean l i f e t i m e  o f  t h e  

s t a t e ,  and t  i s  t h e  e l a p s e d  t i m e  a f t e r  t h e  e x c i t a t i o n .

The t o t a l  a n g u l a r  momentum o f  t h e  s t a t e  i s  f > wh e r e  f = 3 + t  and 

Î  i s  t h e  n u c l e a r  s p i n  o f  t h e  a t o m.  The i m a g i n a r y  t e r m  i n  

t h e  e x p o n e n t i a l  i s  i n d i c a t i v e  o f  c o h e r e n t  e x c i t a t i o n .  I t  

i s  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  o s c i l l a t i o n  i n  t o t a l  i n t e n s i t y  o f  r a 

d i a t i o n  a s  a f u n c t i o n  o f  t i m e .

The c o i n c i d e n c e  r a t e  i s  g i v e n  by

d l& F  = ^  I  d t | < 0 | J . î k > | 2  . ( 2 . 2 9 )

In t h i s  e q u a t i o n  v i s  t h e  e l e c t r o n  s p e e d ,  Hq i s  t h e  i n c i d e n t  

p a r t i c l e  d e n s i t y ,  n̂  ̂ i s  t h e  t a r g e t  d e n s i t y ,  w i s  t h e  f r e 

q u e n c y  o f  e m i t t e d  r a d i a t i o n ,  0  r e p r e s e n t s  t h e  f i n a l  s t a t e s  

f o r  t h e  d e c a y ,  î i s  t h e  p o l a r i z a t i o n  v e c t o r  o f  t h e  r a d i a t i o n ,

X i s  t h e  d i p o l e  l e n g t h  o p e r a t o r ,  and  At  i s  t h e  r e s o l u t i o n  

t i m e  o f  t h e  a p p a r a t u s ,  and dfi and d o ' a r e  d i f f e r e n t i a l  s o l i d  

a n g l e s  f o r  t h e  e l e c t r o n  and  p h o t o n  d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  

T h i s  e q u a t i o n  shows t h a t  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e  p e r  u n i t  s o l i d  

a n g l e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p r o b a b i l i t y  f o r  d e c a y  i n t e g r a t e d  

o v e r  t h e  "on t i m e "  f o r  t h e  a p p a r a t u s  and summed o v e r  t h e  

u n r e s o l v e d  f i n a l  s t a t e s  o f  t h e  a t o m.  Any unknown q u a n t u m 

numb e r s  o f  t h e  i n i t i a l  s t a t e  mu s t  be a v e r a g e d  o v e r .  Fo r  

t h i s  c a s e  t h a t  means  t h e  e l e c t r o n  and  n u c l e a r  s p i n  p r o j e c -
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t i o n s  o f  t h e  i n i t i a l " s t a t e  mu s t  be a v e r a g e d  o v e r .

The n e x t  o b j e c t i v e  i s  t o  r e d u c e  t h e  number  o f  p a r a m e t e r s  

n e e d e d  i n  t h e  c o i n c i d e n c e  f o r m u l a .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  i n  

s i x  s t e p s :

i . )  S u b s t i t u t i n g  Eq.  ( 2 . 2 8 )  i n t o  Eq.  ( 2 . 2 9 )  w i t h  t h e  

v e c t o r  o p e r a t o r s  w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  t e n s o r  c o m p o n e n t s  

(q and q ' )  g i v e s

d W  -  ^ a * ( J ' F ' M ^ ) a ( J F H p )
2  i r n C

1 At - ( y + i w , p  1 IcI ) t
<LnM, S-Mc InM; I x ' | L S ( J ) I F M p > /  d t  e U Lg U > 0  U iQ q 1- Q

( 2 . 3 0 )

wh e r e

“ J F . J ' F '  '  • ( 2 - 3 ' )

and  t h e  sum i s  o v e r  q ,  q ' ,  J , F,  Mp, J ' ,  F ' ,  MA, M, , ML ,

and  Mx . In t h i s  e q u a t i o n  t h e  k e t  jJFMp> ha s  b e en  w r i t t e n  

w i t h  t h e  c o u p l i n g  i n d i c a t e d  e x p l i c i t l y  a s

iJFMp> ^  | LS ( J ) I F Mp >  , ( 2 . 3 2 )

and l i k e w i s e

i J ' F ' M p  ^  l L S ( J '  ) I F ' M p  . ( 2 . 3 3 )

i i . )  The c o u p l e d  b a s i s  i s  r e p l a c e d  by t h e  u n c o u p l e d  b a -
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s i s  u s i n g  t h e  C6  c o e f f i c i e n t s  i n t r o d u c e d  e a r l i e r :

| L S ( J ) I F M p >  = I  |LM, S M n l M . x L M ,  SMp 1 LSJ M, >  X

| J IFMp> ( 2 . 3 4 )

and

a ( J F M p )  = I  a ( L M , S M . I M r )  %
Ml Ms Mj Mj

<LM|_SM5 i L S J M j X J M j I M j  | J I F Mp >  . ( 2 . 3 5 )

i i i . )  When t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  i n  Eq.  ( 2 . 3 0 )  

a r e  r e p l a c e d  by t h o s e  o f  Eq.  ( 2 . 3 5 ) ,  p r o d u c t s  l i k e  a*(LM^SMgIM2 ) 

a ( LM^SMj I Mj )  o c c u r .  T h e s e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  d e 

pend  on b o t h  e a nd  (|). T h i s  ÿ d e p e n d e n c e  may be r emoved  by 

t a k i n g  a d v a n t a g e  o f  t h e  r o t a t i o n a l  i n v a r i a n c e  o f  f ,  a s  d i s 

c u s s e d  p r e v i o u s l y .  The e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  a r e  p r o p o r t i o n 

a l  t o  e l e m e n t s  o f  t h e  T m a t r i x  s o  t h a t

a*( LM' SM^I MJ) a( LMLSM3l Mj )  =

<PpLM'SM^IMJ | f  | p . i  >* X

<PpLMlSM5 I M j i f I p . i > , ( 2 . 3 6 )

w h e r e  | i > d e n o t e s  t h e  i n i t i a l  s t a t e  o f  t h e  a t o m.  B e c a u s e  o f  

t h i s  p r o p o r t i o n a l i t y ,  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  have  t h e  same 

t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  a s  t h e  T m a t r i x  e l e m e n t s .  Now c o n 

s i d e r  r o t a t i o n s  a b o u t  t h e  z - a x i s  o f  t h i s  p r o d u c t  o f  m a t r i x
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e l e m e n t s .  E i g e n k e t s  and e i g e n b r a s  o f  a n g u l a r  momentum t r a n s 

f o r m l i k e

R g f * ) | j m >  = e T ^ * | j m >  ( 2 . 3 7 )

and

= e " T ^ * < j m |  ( 2 . 3 8 )

Thus  t h e  p h a s e  f a c t o r s  f r om c o r r e s p o n d i n g  b r a s  and k e t s  i n 

E q . ( 2 . 3 6 )  c a n c e l  .

A s s u m p t i o n  v i . ,  t h a t  t h e r e  a r e  no s p i n - d e p e n d e n t  t e r m s  

i n  t h e  s c a t t e r i n g  H a m i l t o n i a n ,  a l o n g  w i t h  a s s u m p t i o n  v i i . ,  

t h a t  t h e  s p i n - o r b i t  c o u p l i n g  i s  we ak ,  t o g e t h e r  i mp l y  t h a t

Mj = ( 2 . 3 9 )

and s i m i l a r l y ,

Mj = MJ. ( 2 . 4 0 )

T h e r e f o r e  t h e  e f f e c t  o f  t h i s  r o t a t i o n  on t h e  p r o d u c t  o f  a m p l i 

t u d e s  i s

R£(<f ) a*( LM’ SM^IMj)a(LM| _SM3lMj)  

i (M,-MMcj)
= e ^ a*(LM' LSM^IMJ)a(LMLSM3 l Mj )  ( 2 . 4 1 )

F o r  an u n p o l a r i z e d  beam and  t a r g e t ,  we mu s t  a v e r a g e  

o v e r  i n i t i a l  s p i n  p r o j e c t i o n s :  t h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  by sum

mi ng o v e r  p r o j e c t i o n s  a n d  t h e n  d i v i d i n g  by t h e  s p i n  m u l t i p l i 

c i t i e s .  I n c l u d i n g  t h e  f ^ d e p e n d e n c e  e x p l i c i t l y ,  a l o n g  w i t h  

Eqs .  ( 2 . 3 9 )  and  ( 2 . 4 0 ) ,  we can  show t h e  r e s u l t  o f  s u c h  a v e r a g 

i n g  i n  t h e  f o r m
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/ a*(LM' SM^rMJ) a( LM| _SM3l Mj )  = 

T T T + n(2S+1 i ü l  + l ) ,*M, > ( 2 . 4 2 )

wh e r e  t h e  a m p l i t u d e s  â ^̂  , wh i c h  d e p e n d  o n l y  on 8 , a r e  n o r m a l 

i z e d  so t h a t  t h e i r  mo d u l u s  s q u a r e d  i s  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n 

t i a l  c r o s s  s e c t i o n  f o r  e x c i t i n g  t h e  m a g n e t i c  s u b l e v e l :

2 ‘’"«L
= -d s T  - ( 2 - 4 3 )

i v . )  The f o u r t h  s t e p  i n v o l v e s  u s e  o f  t h e  r e f l e c t i o n  

s y mme t r y  i n  t h e  s c a t t e r i n g  o l a n e  o f  <a » ,  a,.  > t o  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n

M.-M'
= ( - 1 )  > ( 2 - 4 3 )

wh i c h  i s  u s e d  t o  r e d u c e  t h e  number  and c o m p l e x i t y  o f  t e r m s  i n 

t h e  f i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e .

V . )  Ne xt  t h e  p o l a r i z a t i o n  v e c t o r  i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  

o f  s p h e r i c a l - t e n s o r  c o m p o n e n t s ,  e ^ ,  wh i c h  a r e  f u n c t i o n s  o f  e ' ,

(j)' , and  t h e  m e a s u r e d  p o l a r i z a t i o n  a n g l e  g . Wi t h  t h e  d i p o l e  

l e n g t h  o p e r a t o r  e x p r e s s e d  i n  s p h e r i c a l  t e n s o r  c o m p o n e n t s  X^,  

a s  w e l l ;  t h e  W i g n e r - E c k e r t  t h e o r e m ^ ^  i s  a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t 

i n g  m a t r i x  e l e m e n t s :

l < l - i | x ’ | | L „ > | 2

--------- 2 U 1  x

. ( 2 . 4 4 )
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H e r e ,  t h e  C l e b s c h - G o r d o n  c o e f f i c i e n t s  c o n t a i n  t h e  g e o m e t r i c a l  

d e p e n d e n c e  and  t h e  r e d u c e d  m a t r i x  e l e m e n t  < L | 1 x ^ 1 1 Lq> d e p e n d s  

o n l y  on t h e  d y n a mi c s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  t r a n s i t i o n .

v i . )  F i n a l l y ,  t h e s e  r e s u l t s  a r e  a l l  u s e d  i n  Eq.  ( 2 . 3 0 )  

t o  o b t a i n  an e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e :

+ ( A ^ ^ - A Q Q ) c o s ^ e c o s ^ e '  + / 2  R g A Q^ [ s i n 2 e '  x

2
cos  g e o s ( * - # ' )  + s i n 2 g s i n e ' s i n ( * - * ' ) ]

- R g A ^ [ c o s ^ g c o s ^ e ' - s i n ^ g ) c o s 2 ( * - # ' )

+ s i n 2 g c o s e ' s i n 2 (  ' ) ] |  ( 2 . 4 5 )

whe r e

0

and

U ( q q ' M| _ M' J F J ' F ' L L q ) =

I <LR, SMç | L S J M , x J M , I M t  | J I F M, >  %

M, M, M. m, r ; }
‘•Q ^0 ^0 L L

<LQMj_^lq | L q 1LMl ><I-M^_,SM2^1LSJ'Mj , > < J ' M j , I M j ^ 1J '  IF ' M^> x 

<LoMj_^lq' ILqILMj^.xLMj^SM^ILSJRjxJRjIMj lJIFMp> x 

< L M ^ S M 2 | L S J ' M ^ > < J ' M j I M ; | J ' I F ' M ^ > [ ( 2 S + l ) ( 2 I + l ) ] " T ( 2 . 4 7 )
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and

wh e r e  t h e  q u a n t i t y  y ' . i s  e q u a l  t o  t h e  d e c a y  w i d t h  y t i m e s  t h e  

b r a n c h i n g  r a t i o  f o r  t h e  d e c a y .

E q u a t i o n  ( 2 . 4 7 )  can  be s i m p l i f i e d  c o n s i d e r a b l y .  MJ 

g i v e s  t h e  s i m p l i f i e d  f o r m as

U ( q q ' ML M^ J F J ' F ' L L g )  = ( 2 J + 1 ) ( 2 J ' + 1 ) ( 2 F + 1 ) ( 2 F ' + 1 ) ( 2L+1)  x

1 L.+q-M,
[ ( 2 S  + 1 ) ( 2 I  + 1 ) ] - '  ( - 1 )  ° X

I  ( 2 x + l ) ( - l ) - x { ^  ^ ^ ^ ^  ̂ *
I j '  J  s J  I F '  F  t J h  1 1 J  l - M , '  M,  VX V  V  J s ;  ^F'  F P  M 1 Lq  ̂ M|_ v J l - q  q '  - v

( 2 . 4 9 )

The c o i n c i d e n c e  e x p r e s s i o n  (Eq.  ( 2 . 4 5 ) )  can  be u n d e r s t o o d  

by c o n s i d e r i n g  t h e  d e f i n i n g  e q u a t i o n  f o r  A ^ ^ , ,  Eq.  ( 2 . 4 6 ) .

T h i s  e q u a t i o n  c o n s i s t s  o f  t h r e e  d i s t i n c t  k i n d s  o f  t e r m s :  t h e

U c o e f f i c i e n t s ,  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s ,  a nd  t h e  t i m e  i n t e 

g r a l .  The e f f e c t  o f  t h e  i n t e g r a l  i s  r a t h e r  c l e a r ,  i . e . ,  i t  

r e l a t e s  t h e  numbe r  o f  e x p e c t e d  d e c a y s  t o  t h e  " t i m e  wi ndow"  

f o r  d e t e c t i n g  a c o i n c i d e n c e  o f  t h e  a p p a r a t u s  a s  w e l l  a s  e x 

p r e s s i n g  t h e  i n t e r f e r e n c e  e f f e c t s  o f  t h e  d e c a y i n g  c o h e r e n t  

s t a t e s .  The e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s ,  < 3 . , a .  >,  a r e  e q u i v a l e n tMl Ml

t o  t h e  d e n s i t y  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  t h e  e x c i t a t i o n .

The U c o e f f i c i e n t s  d e p e n d  on t h e  i n t e r m e d i a t e  and  f i n a l  

s t a t e s  o f  t h e  a t o m,  a s  w e l l  a s  on t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  

e m i t t e d  p h o t o n  ( v i a  t h e  q , q '  d e p e n d e n c e ) .  Thus  t h e  q u a n t i t i e s
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Aqq,  d e p e n d  on b o t h  t h e  e x c i t a t i o n  and  d e c a y  o f  t h e  s t a t e s ,  

a nd  may be u s e d  t o  e x p r e s s  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  t h a t  c a n  be 

o b t a i n e d  f r o m a c o i n c i d e n c e  m e a s u r e m e n t .  T h e s e  q u a n t i t i e s  

a r e  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  C h a p t e r  I I I .

F o r  t h e  a n a l y s i s  o f  an e x p e r i m e n t  i n  wh i c h  no p o l a r i z a 

t i o n  m e a s u r e m e n t  i s  ma d e ,  Eq.  ( 2 . 4 5 )  i s  summed o v e r  t h e  two 

p e r p e n d i c u l a r  p o l a r i z a t i o n  a n g l e s  8  a n d  6  + | -  t o  o b t a i n

d n d o '  v n g n ^ y '  + 9'

+ / 2  s i n 2 e ' c o s  ( V  ) + A, , s i n  e ' c o s 2 (  * - * ' ) ]  .
® ( 2 . 5 0 )

4 .  LS C o u p l i n g  V i o l a t e d

MJ a l s o  p r e s e n t s  f o r m u l a s  f o r  and  U when t h e  r a d i a 

t i n g  a t o m d o e s  n o t  o b e y  LS c o u p l i n g .  In t h i s  c a s e ,  t h e  s c a t 

t e r i n g  a m p l i t u d e s  a r e  r e f e r r e d  t o  t h e  J , M j  l e v e l s  so t h a t

-  .  J -  J  • ' U '  - | V | '

J'"'J

( 2 . 5 1 )I d t e x p [ - ( y + i w p  c . ) t ]  

w i t h  U d e f i n e d  by

U ( q q ' M j M ^ F F ' J j Q )  = [ ( 2 F + 1 ) ( 2 F ' + 1 ) ( 2 J + 1 ) / ( 2 I + l ) ]  x

'  n V  '  '  r '  J x , r i  > X
XV ^F'  F i J  '■1 1 j J0 -Mj  Mj '■ ^-q q ' -V

( 2 . 5 2 )

In t h i s  l a s t  e q u a t i o n  we h a v e  c o r r e c t e d  a t y p o g r a p h i c a l  e r r o r  

i n  t h e  o r i g i n a l  p a p e r .  A l s o ,  t h e  a n g u l a r  momentum Lq , f o u n d
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i n  MJ Eq.  ( 1 7 ) ,  s h o u l d  be i d e n t i f i e d  w i t h  £g r a t h e r  t h a n  kg 

i n  t h e i r  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  U.

I n  f o l l o w i n g  t h e  me t h o d  g i v e n  i n  t h e  a p p e n d i x  o f  MJ f o r  

t h e  r e d u c t i o n  o f  Eq.  ( 2 . 4 7 )  t o  t h e  f o r m i n  Eq.  ( 2 . 4 9 ) ,  we 

d i s a g r e e  w i t h  some o f  t h e  p h a s e s  g i v e n  i n  i n t e r m e d i a t e  s t e p s ,  

We n o t e  t h a t  t h e s e  d i f f e r e n c e s  do n o t  a f f e c t  t h e  f i n a l  a n 

s w e r .  We ha ve  f o u n d  a s i m p l e r  way t o  a c c o m p l i s h  t h e  r e d u c 

t i o n  f r o m Eq.  ( 2 . 4 7 )  t o  ( 2 . 4 9 )  wh i c h  a v o i d s  t h e  u s e  o f  t h e  

1 8 - j  c o e f f i c i e n t .  T h i s  r e d u c t i o n  i s  g i v e n  i n  d e t a i l  i n  

A p p e n d i x  I I I  w i t h  t h e  p r o p e r  a s s o c i a t i o n s  f o r  t h e  a t o m i c  

c a s e .

X

Y

F i g .  2.  P o l a r i z a t i o n  u n i t  v e c t o r s



CHAPTER I I I  

ELECTRON-PHOTON COINCIDENCES 

IN MOLECULAR SCATTERING

In t h e  s c a t t e r i n g  p r o c e s s

e + M + M** + e '  ( 2 . 1 )

and

M * *  ^  M* +  h v  » ( 2 . 2 )

much i n f o r m a t i o n  may be o b t a i n e d  f r om a m e a s u r e m e n t  o f  t h e  

a n g u l a r  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n ,  e ' ,  and 

t h e  p h o t o n ,  h v ,  a n d / o r  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  p h o t o n  p o l a r i z a t i o n  

The p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  c o n s t r u c t  a t h e o r y  f o r  

s u c h  m e a s u r e m e n t s  when t h e  t a r g e t  M ( s e e  Eq.  ( 2 . 1 ) )  i s  a 

d i a t o m i c  m o l e c u l e :  t h a t  i s ,  e x p r e s s i n g  t h e  c o i n c i d e n c e

r a t e  i n  t e r m s  o f  d e t e c t o r  p o s i t i o n s ,  p h o t o n  p o l a r i z a t i o n s ,  

and  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  f o r  i n t e r m e d i a t e  s t a t e s .

The q u a n t i t a t i v e  r e s u l t s  o b t a i n e d  l a t e r  i n  t h i s  c h a p t e r  

i n v o l v e s  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  f o r  t h e  v a r i o u s  m a g n e t i c  

s u b l e v e l s  o f  t h e  r o t a t i o n a l  s t a t e s .  In g e n e r a l ,  t h e  a m p l i 

t u d e s  f o r  e x c i t i n g  d i f f e r e n t  s u b l e v e l s  w i l l  n o t  be e q u a l ,  so

t h e r e  w i l l  be an u n e q u a l  p o p u l a t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  s u b l e v e l s

3 0
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f o r  t h e  m o l e c u l a r  e n s e m b l e . *

R a d i a t i o n  e m i t t e d  f r om s u c h  an e n s e m b l e  o f  m o l e c u l e s  

i s  p o l a r i z e d  as  w e l l  as  h a v i n g  an a n i s o t r o p i c  a n g u l a r  d i s 

t r i b u t i o n .  T h i s  i s  d e m o n s t r a t e d  by t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  

e x a m p l e :  S u p p o s e  a m o l e c u l e  i n  a ' Z s t a t e  w i t h  r o t a t i o n s  a n g u l a r

momentum K=l ,  w i t h  M^=l e m i t s  a p h o t o n  i n  t h e  p o s i t i v e  z

d i r e c t i o n  as  shown i n  F i g .  3.

In F i g .  3a t h e  d i a t o m i c  m o l e c u l e  has  one  u n i t  o f  a n g u l a r  

momentum ( + l h )  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  p o s i t i v e  z a x i s .  A d i p o l e  

t r a n s i t i o n  mu s t  h a v e  | 11> jOO>. S i n c e  t h e  f i n a l  s t a t e  has  

K=0 and M^=0,  t h e  p h o t o n  mu s t  be r i g h t - c i r c u l a r l y p o l a r i z e d ,  

(RCP) ,  i n  o r d e r  t o  c o n s e r v e  t h e  z - c o m p o n e n t  o f  a n g u l a r  momen

t um.  I f  e m i t t e d  i n  t h e  - z  d i r e c t i o n ,  i t  wo u l d  h a v e  t o  be

l e f t - c i r c u l a r l y  p o l a r i z e d ,  ( LCP) .  I f  t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  

M|^=-l ,  t h e  a b o v e  p o l a r i z a t i o n  woul d  be r e v e r s e d .  The a n g u l a r  

d i s t r i b u t i o n  o f  r a d i a t i o n  i n t e n s i t y  w i l l  be t h a t  c h a r a c t e r i s 

t i c  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  r a d i a t i o n .

A. I n i t i a l  A s s u m p t i o n s  

We b e g i n  w i t h  t h e  s t a t e m e n t  o f  a s e t  o f  i n i t i a l  a s s u m p 

t i o n s .  T h e s e  a s s u m p t i o n s  a r e  r e e x a m i n e d  a f t e r  t h e  t h e o r y  i s  

d e v e l o p e d .

* I f  t h e  p o p u l a t i o n s  a r e  t h e  same f o r  Mj  ̂ and  -Mj^, b u t  

a r e  u n e q u a l  t o  t h a t  o f  Mg, t h e  m o l e c u l e s  a r e  s a i d  t o  be 

" a l i g n e d " .  I f  a l l  t h e  s u b l e v e l s  a r e  u n e q u a l l y  p o p u l a t e d ,  

t h e  m o l e c u l e s  a r e  s a i d  t o  be " o r i e n t e d " .
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+ Z

l l l >

+ z

■z 
a.

RHC

) loo>

- Z

!oo>

l h c

- %

b. c.
Fi g.  3 .  ( a . )  M o l e c u l e  i n  i n i t i a l  s t a t e  K=l ,  M^=+l .  ( b . )  Di

p o l e  r a d i a t i o n  a l l o w s  e m i s s i o n  o f  RHC p h o t o n  a l o n g  
+Z a x i s ,  o r  ( c . )  e m i s s i o n  o f  LHC p h o t o n  a l o n g  -Z 
a x i s .
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1.  The  d u r a t i o n  o f  t h e  c o l l i s i o n  i s  s h o r t  c o m p a r e d  t o  t h e  

mean l i f e t i m e  o f  t h e  e x c i t e d  m o l e c u l a r  s t a t e .

T h i s  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  a s s u m p t i o n  made i n  t h e  c a s e  o f

e l e c t r o n - a t o m  s c a t t e r i n g ,  i f  t h e r e  i s  no r e s o n a n t  b e h a v i o r ,

t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  c o l l i s i o n  h a s  t h e  same  o r d e r  o f  m a g n i t u d e

a s  t h e  t i m e  r e q u i r e d  f o r  t h e  e l e c t r o n  t o  t r a v e l  a d i s t a n c e

c o m p a r a b l e  t o  a f ew m o l e c u l a r  d i a m e t e r s .  The  l i f e t i m e s  o f  t h e

e x c i t e d  s t a t e s  o f  i n t e r e s t  f o r  t h i s  t y p e  o f  e x p e r i m e n t  a r e

on t h e  o r d e r  o f  a f ew n a n o s e c o n d s ,  w h i l e  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e
— 1 5 — 1 6c o l l i s i o n  i s  on t h e  o r d e r  o f  10* -  10* s e c o n d s .  T h e r e 

f o r e  t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  s h o u l d  h a v e  no a p p r e c i a b l e  e f f e c t  

on t h e  p h o t o n  e m i s s i o n ,  s o  t h a t  we may t r e a t  t h e  e x c i t a t i o n  

a nd  d e c a y  p r o c e s s e s  s e p a r a t e l y .

2 . H u n d ' s  c a s e  ( b )  c o u p l i n g  i s  a d e q u a t e  t o  d e s c r i b e  t h e  

a n g u l a r  momentum c o u p l i n g  o f  t h e  m o l e c u l e .

T h i s  a n g u l a r  momentum c o u p l i n g  s c h e me  i s  i l l u s t r a t e d  

i n  F i g .  4 ,  u s i n g  t h e  v e c t o r  m o d e l .  H e r e ,  t h e  e l e c t r o n i c  o r 

b i t a l  a n g u l a r  momentum i s  s t r o n g l y  c o u p l e d  t o  t h e  i n t e r n u 

c l e a r  e x i s  w i t h  p r o j e c t i o n  s A. The  m o l e c u l a r  r o t a 

t i o n a l  a n g u l a r  moment um,  N, w h i c h  i s  o r t h o g o n a l  t o  t h e  i n t e r 

n u c l e a r  a x i s ,  i s  c o u p l e d  t o  à t o  f o r m t h e  r e s u l t a n t  K. S t a t e s  

d e f i n e d  by t h e  q u a n t u m  numb e r  K a r e  r e f e r r e d  t o  a s  r o t a t i o n a l  

s t a t e s  i n  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  w o r k .  K i s  c o u p l e d  t o  t h e  

t o t a l  e l e c t r o n  s p i n  S ,  t o  f o r m  t h e  t o t a l  e l e c t r o n i c  p i  us  r o 

t a t i o n a l  a n g u l a r  momentum J .  The  t o t a l  n u c l e a r  s p i n ,  Î ,  i s  

t h e n  c o u p l e d  t o  Î  t o  f o r m  t h e  t o t a l  m o l e c u l a r  a n g u l a r  momen-
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F i g .  4 .  S c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  Hu n d ' s  Cas e  ( b )  C o u p l i n g
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turn t. The  ma i n  r e a s o n  f o r ' c h o o s i n g  c a s e  ( b )  c o u p l i n g  i s  

t h a t  m o s t  o f  t h e  l i g h t e r  d i a t o m i c  m o l e c u l e s  o b e y  t h i s  c o u p 

l i n g  s c h e m e ;  t h e s e  a r e  t h e  m o l e c u l e s  f o r  w h i c h  r o t a t i o n a l  

l e v e l s  may be r e s o l v e d  i n  a m e a s u r e m e n t .

3.  The p h o t o n  d e t e c t o r  ha s  s u f f i c i e n t  r e s o l u t i o n  t o  d i s 

t i n g u i s h  b e t w e e n  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  K, b u t  c a n n o t  r e s o l v e  

d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  m a g n e t i c  s u b s t a t e ,

4 .  H y p e r f i n e  i n t e r a c t i o n s  may be n e g l e c t e d .

T h i s  i s  o b v i o u s l y  v a l i d  i f  T=0,  a n d  i s  r e a s o n a b l e  i f  t h e  

h y p e r f i n e  s p l i t t i n g  i s  s m a l l .  T h i s  a s s u m p t i o n  p e r m i t s  us  t o  

t r e a t  J  a s  a c o n s e r v e d  q u a n t i t y .

5.  The  o b s e r v a t i o n  t i m e  o f  t h e  m e a s u r e m e n t  i s  l o n g  e n o u g h  

so  t h a t  " q u a n t u m  b e a t s "  a r e  a v e r a g e d  o u t  o v e r  many c y c l e s .

6 . The  s c a t t e r i n g  H a m i l t o n i a n  c o n t a i n s  no e x p l i c i t  s p i n -  

d e p e n d e n t  t e r m s ,  and  t h e  s p i n - o r b i t  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  e x c i 

t e d  m o l e c u l a r  s t a t e  i s  n e g l i g i b l e .

T h i s  i s  s i m i l a r  t o  a s s u m p t i o n  made f o r  t h e  a t o m i c  c a s e .  

I t  p e r m i t s  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  s p i n - d e p e n d e n c e  f r o m e x c i t a t i o n  

a m p l i  t u d e s .

T h e s e  a s s u m p t i o n s  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  an a n a l y s i s  o f  t h e  

s c a t t e r i n g  p r o c e s s  t h a t  i s  p h y s i c a l l y  m e a n i n g f u l  and  b o t h  

t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y  t r a c t a b l e .  The  e f f e c t s  o f  

r e l a x i n g  a l l  o f  t h e s e  a s s u m p t i o n s  e x c e p t  1  a n d  6  a r e  d i s 

c u s s e d  l a t e r .
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B. The G e n e r a l  C o i n c i d e n c e  Ra t e  E x p r e s s i o n

The e x c i t e d  s t a t e  o f  t h e  m o l e c u l e  i m m e d i a t e l y  a f t e r  t h e  

e x c i t a t i o n  ( t i m e  t = 0 ) may be w r i t t e n

| Y ( t = 0 ) >  = I f ( KJ M, )  | KJM, > ( 3 . 1  )
JMj

whe r e  f ( KJ Mj )  i s  t h e  c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  f o r  e x c i 

t i n g  t h e  s t a t e  |KJMj>.  We s u p p r e s s  o t h e r  q u a n t u m n u mb e r s  

wh i ch  do n o t  e x p l i c i t l y  e n t e r  t h e  a n a l y s i s ;  t h e s e  i n c l u d e  

i n v e r s i o n  s ymme t r y  ( g o r  u ) ,  r e f l e c t i o n  s y mme t r y  (+ o r  - ) ,  

v i b r a t i o n a l  q u a n t u m number  ( v ) ,  and any  o t h e r s  n e e d e d  t o  

d e f i n e  t h e  s t a t e s .  From a s s u m p t i o n  3 ,  K i s  known;  f o r  S^O,  

we have  a c o h e r e n t  s u p e r p o s i t i o n  o f  s t a t e s  w i t h  d i f f e r e n t  

v a l u e s  o f  J and  M j . S i n c e  t h e  w a v e f u n c t i o n  i s  

n o t  a s t a t i o n a r y  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m ,  t h e  s t a t e  

d e c a y s  e x p o n e n t i a l l y :

-jt
| Y ( t ) >  = I f ( KJ Mi )  | KJ M, ) e  ^ ( 3 . 2 )

JMj

wher e  -  i s  t h e  mean l i f e t i m e  o f  t h e  e x c i t e d  s t a t e  and  t h e
T

t i me  t  i s  m e a s u r e d  f r om t h e  i n s t a n t  o f  e x c i t a t i o n .  T h e r e  

i s  no o s c i l l a t o r y  t e r m  i n  t h e  e x p o n e n t i a l  b e c a u s e  a s s u m p t i o n  

5 makes  i t s  e f f e c t  n e g l i g i b l e  i n  t h i s  c a s e .

We l i m i t  o u r  c o n s i d e r a t i o n  t o  a l l o w e d  e l e c t r i c  d i p o l e  

t r a n s i t i o n s  b e c a u s e  t h e  i n t e n s i t y  o f  h i g h e r  m u l t i  p o l e  t r a n s i 

t i o n s  i s  t o o  low t o  be o b s e r v e d  i n  t h i s  e x p e r i m e n t .  The p r o 

b a b i l i t y  o f  t h e  m o l e c u l e  u n d e r g o i n g  a t r a n s i t i o n  f r o m t h e  

e x c i t e d  s t a t e  |Y> t o  t h e  f i n a l  s t a t e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o
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t h e  s q u a r e  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t  f o r  t h e  d i p o l e  t r a n s i t i o n

P y + g  = l < ^ 2 ' X | f > | 2  ( 3 . 3 )

wh e r e  e i s  t h e  p o l a r i z a t i o n  v e c t o r  f o r  t h e  p h o t o n  and X i s  

t h e  d i p o l e  l e n g t h  ( o r  d i s p l a c e m e n t )  o p e r a t o r .  We mu s t  i n t e 

g r a t e  t h i s  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t y  f r om t h e  t i me  o f  e x c i t a t i o n  

u n t i l  t h e  d e t e c t o r s  s h u t  o f f  ( t h e  r e s o l u t i o n  t i me  o f  t h e  

a p p a r a t u s ) .  The number  o f  c o i n c i d e n c e s ,  dN, o c c u r i n g  i n  t h i s  

i n t e r v a l  i s  g i v e n  by 

t.

•ÿ 0

whe r e

dN = Ail I  ^ | < l H Ê ' X | f > | ^ d t ] d o d ü '  ( 3 . 4 )

2 3 v n ^ n e  w
A = ---------~—  » ( 3 . 5 )

2 n h c ^

t-j i s  t h e  r e s o l u t i o n  t i m e  o f  t h e  a p p a r a t u s ,  v i s  t h e  i n c i 

d e n t  e l e c t r o n  v e l o c i t y ,  n^ i s  t h e  d e n s i t y  o f  e l e c t r o n s  i n  

t h e  beam,  n i s  t h e  d e n s i t y  o f  t a r g e t  m o l e c u l e s ,  e i s  t h e  

e l e c t r o n i c  c h a r g e ,  w i s  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  d e c a y  p h o t o n ,  

h i s  P l a n c k ' s  c o n s t a n t ,  and c i s  t h e  v e l o c i t y  o f  l i g h t .  The 

sum o v e r  y  i n c l u d e s  a l l  p o s s i b l e  u n r e s o l v e d  f i n a l  s t a t e s  o f  

t h e  m o l e c u l e .  The sum i s  t o  be t a k e n  a f t e r  s q u a r i n g  t h e  

m a t r i x  e l e m e n t .  The s o l i d  a n g l e s  f o r  t h e  e l e c t r o n  and p h o t o n  

d e t e c t o r s  a r e  d e n o t e d  by dfi and d f i ' , r e s p e c t i v e l y .

1.  The U n c o u p l e d  R e p r e s e n t a t i o n  and  S p h e r i c a l  T e n s o r  

C o m p o n e n t s .

The f i r s t  s t e p  i s  t o  w r i t e  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  i n  t h e
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u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n .  The e x c i t e d - s t a t e  e i g e n f u n c t i o n s  

i n  t h e  u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n  a r e  w r i t t e n

| KJMj> = _l_ IKMj^SMjxKMj^SRj lKSJMj> . ( 3 . 6 )

K S

We a l s o  d e f i n e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  i n  t h e  new b a s i s  by

f ( K J Mi )  = I f (KMySMs)<KMySMq| KSJM,> . ( 3 . 7 )

S u b s t i t u t i n g  Eq s .  ( 3 . 6 )  and ( 3 . 7 )  i n t o  Eq.  ( 3 . 2 ) ,  we have

Y> = _ <KR|^SR2  iKSJMjxKM^SMg lKSJMj>

X f^KM^SM;)  |KM%SMg>e ( 3 . 8 )

i n  t e r m s  o f  t h e  u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n .

Now we w r i t e  t h e  p o l a r i z a t i o n  v e c t o r  e i n  t h e  s p h e r i c a l  

b a s i s ,  w i t h  c o m p l e x  u n i t  v e c t o r s

eg = , ( 3 . 9 b )

wh i c h  s a t i s f y

ê *  = ( - 1 ) 9  è _ q  , ( 3 . 1 0 a )

and

e * - e q ,  = ( - 1 ) 9  e q - e _ q ,  = 4 ^ ^ ,  . ( 3 . 1 0 b )

In t h i s  b a s i s  a v e c t o r  V i s  e x p a n d e d  i n  c o m p o n e n t s  a s

0  = Î  ( - 1 ) 9  V ê  , ( 3 . 1 1 a )
q
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wh e r e

Vq = êq- V . ( 3 . 1 1 b )

Ne x t  we s u b s t i t u t e  t h e  u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  |Y>

g i v e n  by Eq.  ( 3 . 8 ) ,  and t h e  s p h e r i c a l  t e n s o r  e x p a n s i o n s  o f

e and  X d e f i n e d  by Eq.  ( 3 . 1 1 )  i n t o  Eq.  ( 3 . 4 ) .  A f t e r  s q u a r i n g  

t h e  m a t r i x  e l e m e n t ,  and e x p l i c i t l y  w r i t i n g  t h e  sum o v e r  5  ̂ we 

o b t a i  n

X SMgJXq|KMKSMg>f*(KM^SM^)f(KMKSMg)

X <KMJ,SM3  |KSJ'M^><KM|^SM3  | KSJMj> x

X <KM|^SM3  iKSJ ' M^xKMj^SMj  | KSJ Mj >/ ^^  e " ^ ^  d t  ( 3 . 1 2 )

wh e r e  A i s  d e f i n e d  a s  i n  Eq.  ( 3 . 5 )

A = — . ( 3 . 5 )
2 irhc

P r i m e d  and u n p r i m e d  e x c i t e d - s t a t e  q u a n t u m numb e r s  a p p e a r  

s i n c e  we h a v e  a c o h e r e n t  m i x t u r e  o f  a number  o f  s t a t e s .  For  

e x a m p l e ,  K i s  known and  S i s  known,  b u t  t h e  o r i e n t a t i o n s  o f  

t h e s e  a n g u l a r  momenta  a r e  n o t  known.  S i n c e

J = K+S, K+S- 1 ,  . . . ,  | K- S |  ( 3 . 1 3 )

and

" MK+M3 , = K,K - 1 ........... - K,  ( 3 . 1 4 )
M3  = 3 , 3 - 1 ........... - 3  , ( 3 . 1 5 )
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i t  i s  n e c e s s a r y  t o  sum o v e r  t h e s e  d i f f e r e n t  p o s s i b l e  a n g u l a r  

mome n t a ,  t h u s  g i v i n g  r i s e  t o  t h e  d i f f e r e n t  p o s s i b l e  J s t a t e s .  

L i k e w i s e ,  q and  q ' i mp l y  t h a t  d i f f e r e n t  p o l a r i z a t i o n s  o f  

t h e  d e c a y  p h o t o n  a r e  p o s s i b l e  f r o m t h e  e x c i t e d  s t a t e s .

2.  A p p l y i n g  t h e  W i g n e r - E c k e r t  Th e o r e m.

N e x t ,  we a p p l y  t h e  W i g n e r - E c k a r t  Th e or e m t o  t h e  m a t r i x  

e l e m e n t s  o f  Eq.  ( 3 . 1 2 ) ,  a s  w e l l  a s  u s i n g  t h e  H e r m i t i a n  p r o 

p e r t i e s  o f  t h e s e  m a t r i x  e l e m e n t s ,  t o  o b t a i n

2K+1 <K^M|^^lq ' I K^l KHj,> x

X  < ( 3 . 1 6 )

The d o u b l e - b a r r e d  m a t r i x  e l e m e n t ,  c a l l e d  t h e  r e d u c e d  m a t r i x  

e l e m e n t ,  i s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  t r a n s i t i o n  K^K^,  and  d o e s  

n o t  d e p e n d  on c o m p o n e n t s  q , o r  p r o j e c t i o n s  Mj .̂ The s p i n -  

d e p e n d e n c e  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  i s  s u p p r e s s e d  b e c a u s e  e l e c 

t r i c  d i p o l e  t r a n s i t i o n s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s p i n .  The 

d e p e n d e n c e  on t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  s c a t t e r i n g  e v e n t  i s  c o n 

t a i n e d  i n  t h e  two C l e b s c h - G o r d a n  c o e f f i c i e n t s .

3.  (j) D e p e n d e n c e  o f  t h e  E x c i t a t i o n  A m p l i t u d e s .

The e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  d e p e n d  on t h e  c o o r d i n a t e s  e 

and (j). In  t h i s  s e c t i o n  t h e  (|) d e p e n d e n c e  i s  f a c t o r e d  o u t .
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The e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  a p p e a r  as  a p r o d u c t ,  f * f ,  wh i c h  i s  

p r o p o r t i o n a l  t o  a p r o d u c t  o f  I  m a t r i x  e l e m e n t s :

<p . 0 | T | p ^ KM' SM^ >* <p . 0 | T | p ^ KM^ SM5 > . ( 3 . 1 7 )

H e r e ,  0 d e n o t e s  t h e  i n i t i a l  m o l e c u l a r  s t a t e ,  wh i c h  i s  t h e  same 

s t a t e  i n  b o t h  m a t r i x  e l e m e n t s .  S i n c e  we a s s u me  ( a s s u m p t i o n  6 ) 

t h a t  t h e  s p i n  i s  u n a f f e c t e d  by t h e , c o l l i s i o n ,  and  t h a t  s p i n -  

o r b i t  e f f e c t s  a r e  n e g l i g i b l e ,  we r e q u i r e  t h a t

Mg = . ( 3 . 1 8 )

Now c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  o f  r o t a t i n g  t h e  p r o d u c t  o f  ma

t r i x  e l e m e n t s  i n  Eq.  ( 3 . 1 7 )  a b o u t  t h e  z a x i s :  A r o t a t i o n

a b o u t  z by an a n g l e  ((> a p p l i e d  t o  an e i g e n k e t  o r  e i g e n b r a  o f  

a n g u l a r  momentum r e s u l t s  i n

and

&%(*)  1 j m> = e^'"'*’ 1 j m> , ( 3 . 1 9 )

r e s p e c t i v e l y .  T h u s ,  when t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  Eq.  ( 3 . 1 7 )  

a r e  r o t a t e d  t o g e t h e r ,  t h e  e f f e c t s  on b r a s  and  k e t s  o f  0  and 

S c a n c e l .  The s c a t t e r e d  e l e c t r o n  moment um,  p ^ ,  a l w a y s  a p 

p e a r s  i n  a d o t  p r o d u c t  w i t h  r ,  t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  v a r i a 

b l e ,  and  i s  t h e r e f o r e  u n a f f e c t e d  by t h e  r o t a t i o n .  The n e t  

e f f e c t  o f  t h e  r o t a t i o n  i s

Rz(*)f*(KM%^M^)f(KMKSMg) =
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iX M . - M ' )
e f*(KM^SM^)f(KM%SMg) . ( 3 . 2 1 )

T h i s  p r o d u c t  o f  a m p l i t u d e s  mu s t  be a v e r a g e d  o v e r  u n d e 

t e r m i n e d  i n i t i a l - s t a t e  q u a n t u m n u m b e r s .  Wi t h  t h e  a s s u m p t i o n s  

made ,  t h i s  means  a v e r a g i n g  o v e r  Mg and M|^. D e n o t i n g  t h i s  

a v e r a g e  by , we w r i t e
X

f*(KM^SM^)f(KMKSMg) =

1 i * ( M . - M ' )
^MgM^(2S+l )  e ' ( 3 . 2 2 )

wh e r e  t h e  a v e r a g e  i s  now o v e r  t h e  q u a n t i t i e s  e n c l o s e d  i n

b r a c k e t s .  The q u a n t i t y  d i f f e r s  f r o m f(KM^SMg) i n  two
K

i m p o r t a n t  wa y s :  ( i . )  f ^  i s  a f u n c t i o n  o f  e o n l y ,  a n d ,  ( i i . )

^  2 " ' " Kf|^ i s  n o r m a l i z e d  so  t h a t  | f  | = ■ ■ ̂  ̂  ■■ . For  t h e  r e m a i n d e r
K K

o f  t h i s  w o r k ,  we d e n o t e  t h i s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  c r o s s  s e c 

t i o n  f o r  e x c i t i n g  t h e  M^^^ m a g n e t i c  s u b l e v e l  a s  .
K

4.  R e f l e c t i o n  s y mme t r y  o f  < f ^ , f ^  >.
K K

The r e f l e c t i o n  p r o p e r t i e s  o f  < f ^ , f ^  > a r e  u s e f u l  i n  s i m-
K K

p l i f y i n g  some e x p r e s s i o n s  d e r i v e d  l a t e r  i n  t h i s  c h a p t e r .

We c h o o s e  t h e  x - z  p l a n e  t o  be t h e  s c a t t e r i n g  p l a n e  d e 

f i n e d  by p^ and p ^ ,  so  t h a t  t h e  c o o r d i n a t e  <j) m e a s u r e s  t h e

a n g l e  o u t  o f  t h e  s c a t t e r i n g  p l a n e .  S i n c e  < f ^ ^ f ^  > d o e s  n o t
K K

d e p e n d  on <j>, t h i s  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  mu s t  be i n v a r i a n t  t o  

a r e f l e c t i o n  t h r o u g h  t h e  xz p l a n e .

L e t t i n g  be t h i s  r e f l e c t i o n  o p e r a t o r ,  we e x p r e s s  

t h i s  i n v a r i a n c e  by
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~ '  ( 3 . 2 3 )

The t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  

a r e  t h e  same a s  t h o s e  o f  t h e  I  m a t r i x  e l e m e n t s ;  t h e r e f o r e  

we c o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n

1KM̂ > ^  Mx2|KM%> . ( 3 . 2 4 )

The r e f l e c t i o n  o p e r a t o r  i s  e q u i v a l e n t  t o  an i n v e r s i o n  

f o l l o w e d  by a r o t a t i o n  o f  it r a d i a n s  a b o u t  t h e  y a x i s :

Mxz = R^ X" ) Î  • ( 3 . 2 5 )

The k e t s  |KM^> a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s ;  s i n c e  
47we ha ve

( 3 . 2 6 )

t h e n

' " " ' K '  -  ........
45The r o t a t i o n  by tt a b o u t  t h e  y a x i s  may be w r i t t e n  a s  

R - ( i )  |KMg = I  | Km' >d{J ^ | ^ , ( , )  ( 3 . 2 8 )

and  w i t h  t h e  s y mme t r y

4 ( * >  = ( 3 - 2 3 )

g i v e s  us
K+M.

Ry ( n )  |KM%> = ( - 1 )  *1K-MK> ( 3 . 3 0 )

and
K-M_

< KM^ | R- ( tt) = ( - 1 )  K<K-M%| . ( 3 . 3 1 )

Co mb i n i n g  t h e s e  r e s u l t s ,  we o b t a i n
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( 3 . 3 2 )

S i n c e  4K i s  an e v e n  i n t e g e r ,  we c a n  w r i t e

M.-M'
' ( 3 . 3 3 )

5.  P o l a r i z a t i o n .

We w r i t e  t h e  p o l a r i z a t i o n  v e c t o r  e ,  a s

E = e ^ ^ ^ c o s e  + E ^ ^ ^ s i n g  ( 3 . 3 4 )

'■(11 "(Z)wh e r e  e ' and  e '  ‘ a r e  o r t h o g o n a l  u n i t  p o l a r i z a t i o n  v e c t o r s

as  shown i n  F i g .  ( 2 ) .  In t h i s  b a s i s ,  e ^^^ and  l i e  i n

t h e  d i r e c t i o n s  o f  i n c r e a s i n g  8'  and ^ ' ,  r e s p e c t i v e l y .  The
" ( 11p o l a r i z a t i o n  a n g l e ,  g,  i s  m e a s u r e d  w i t h  r e s p e c t  t o  e '  .

An e x a m i n a t i o n  o f  F i g .  ( 2 )  shows  us t h a t

A /  1 \  A A  /\

s '  ' = c o s e  ' cos  (()'X + c o s e ' s i n ^ ' y  -  s i n e ' z  ( 3 . 3 5 )

and

E^^)  = - s i n ^ ' x  + c o s ^ ' y  . ( 3 . 3 6 )

" ( 11  " ( 21
Us i n g  E q s .  ( 3 . 9 )  and ( 3 . 1 1 )  we can  e x p r e s s  e^ and e^ ' i n

s p h e r i c a l  c o m p o n e n t s :

( 1 )  ,  ^ c o s e V l l  . J l )  = . s , n e ' ;  , ( ' )  = S S H I a H H  ( 3 . 3 7 )
' / 2  ^ ■ ' / 2

4 ' '  = ^  : e ( 3 )  = 0 ; e ( f =  ^  . ( 3 . 3 3 ,

C. S i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  C o i n c i d e n c e  F o r mu l a

The  o b j e c t i v e  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  s i m p l i f y  Eq.  ( 3 . 1 2 ) ,  

b o t h  t o  c l a r i f y  p h y s i c a l  c o n t e n t  o f  t h e  e q u a t i o n  and  t o  make
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t h e  e q u a t i o n  c o m p u t a t i o n a l l y  m a n a g e a b l e .

1.  The U C o e f f i  c i e n t s .

We b e g i n  by d e f i n i n g  t h e  q u a n t i t y

U ( q , q ' , M % , M ^ , J , J ' )  5

( 2 5 + 1 ) " ^  <Km ' s Mç |KSJ'M!,><KM;.SMç | KSJM,> XJ K s J

<KMJ,SM5 | K S J 'M^xKMj^SMg |KSJMj> %

<Kg.M|^^lq- |K^lKM;,><Kg.M^^lq |Kg.lKM^> . ( 3 . 3 9 )

T h i s  q u a n t i t y  i s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  C l e b s c h - G o r d a n  c o e f f i c i 

e n t s  a p p e a r i n g  i n  Eqs .  ( 3 . 1 2 )  and  ( 3 . 1 4 ) .  The sum 

i n c l u d e s  a l l  m a g n e t i c  q u a n t u m n u mb e r s  n o t  a p p e a r i n g  i n  t h e

e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s .  We p e r f o r m e d  t h i s  sum u s i n g  t h e  g r a -
44p h i c a l  t e c h n i q u e ;  t h e  d e t a i l s  a r e  p r e s e n t e d  i n  Ap p e n d i x  I I .  

The r e s u l t  o f  t h i s  r e d u c t i o n  i s  t h a t

U(qq ' M%M^JJ ' KK*)  = ' j +  l ^ ^  ^

2

;/  'XV 'K K k J  y  J '  SJ

1 1 X K K X

-M- - W-q q ' V

wh e r e  t h e  b r a c k e t s  d e n o t e  Wi g n e r  6 j - c o e f f i c i e n t s  and t h e  

p a r e n t h e s e s  d e n o t e  Wi g n e r  3 j - c o e f f i c i e n t s . The s i m p l i f i c a 

t i o n  h e r e  i s  c o n s i d e r a b l e ,  s i n c e  t h e  sum i s  o n l y  o v e r  two 

i n d i c e s  now r a t h e r  t h a n  o v e r  s e v e n .  The s u mma t i o n  i n d e x  %

( 3 . 4 0 )
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can  have  o n l y  t h e  v a l u e s  0 , 1 , 2  by t h e  t r i a n g l e  r u l e  o f  t h e  3j  

c o e f f i c i e n t s ,  w i t h  s i m i l a r  r e s t r i c t i o n  on t h e  p o s s i b l e  v a l u e s  

o f  i t s  p r o j e c t i o n  v = G , ± l , ± 2 ,  wh i c h  a r e  d e t e r m i n e d  by t h e  sum 

r u l e s  :

- q  + q ' + \ j  = 0 ( 3 . 4 1 )

- V = 0 . ( 3 . 4 2 )

Addi ng  t h e s e  two e q u a t i o n s ,  we g e t

- q  + q '  = . ( 3 . 4 3 )

C l e a r l y  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  i n v a r i a n t  t o  t h e  c h a n g e - o f - s i g n  

o f  a l l  f o u r  q u a n t i t i e s ;  a l s o  i t  i s  i n v a r i a n t  t o  t h e  s i m u l t a 

ne o u s  i n t e r c h a n g e  o f  q f o r  q ' and f o r  M| .̂ T h i s  e s t a b l i s h 

es  t h e  s y m m e t r i e s  f o r  U, wh i c h  a r e  u s e f u l  i n  c a l c u l a t i o n s  

o f  U f o r  s p e c i f i c  t r a n s i t i o n s .  Wi g n e r  c o e f f i c i e n t s  may be 

e v a l u a t e d  by u s i n g  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  

I I I .

2.  The Aqq,  C o e f f i c i e n t s .

Ne x t  we d e f i n e  t h e  q u a n t i t i e s  A^^,  i n  t e r m s  o f  t h e  U ' s .  

The Aqq,  i n c l u d e  t h e  d e p e n d e n c e  on t h e  s c a t t e r i n g  a m p l i t u d e s  

i n  a d d i t i o n  t o  t h e  t i m e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  r a d i a t i o n .  We 

d e f i ne

■ y t ,
Ann'  = I  U ( q , q ' , M . , M . , , J , J ' ) < f „ . f „  >(1 -  e ' )  ( 3 . 4 4 )

whe r e  we ha v e  p e r f o r m e d  t h e  t i me  i n t e g r a t i o n  and e v a l u a t e d  

i t  b e t w e e n  t h e  l i m i t s  o f  t = 0 , t ^ .
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To d e t e r m i n e  how many o f  t h e s e  a r e  i n d e p e n d e n t ,  we

c o n s i d e r  t h e  s y mme t r y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  U, t h e  

r e f l e c t i o n  s y mme t r y  o f  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s ,

M. -M'

and t h e  H e r m i t i a n  c h a r a c t e r  o f  < f ^ , f ^  >:
K K

f o r  e a c h  o f  t h e  A g ^ , .  We f i n d  t h e  r e l a t i o n s

» ( 3 . 4 6 )

and

* ’ ( 3 . 4 7 )

o r

A_ ^ I “ I *  > ( 3 . 4 8 )

wh i c h  i m p l i e s  t h a t  A^_^ i s  r e a l ;  i n  a d d i t i o n ,

■ A_ i _ i  ( b o t h  a r e  r e a l ) ,  ( 3 . 4 9 )

A^o = Aq i * , ( 3 . 5 0 )

^ 1 0  “ ^ - 1 0  ’ ( 3 . 5 1 )

and

^ 1 0 "  ^0 - 1  * ■ ( 3 . 5 2 )

S u b s t i t u t i o n s  among t h e s e  e q u a t i o n s  g i v e s

A_TO = - * 0 1 *  ( 3 - 5 3 )

Aq -1 ^ ' A q I ’ ( 3 . 5 4 )

and t h a t  Aqq i s  r e a l .
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B e c a u s e  o f  t h e s e  r e l a t i o n s ,  t h e r e  a r e  o n l y  f o u r  i n d e p e n 

d e n t  q u a n t i t i e s  h e r e ;  we c h o o s e  t h e  i n d e p e n d e n t  q u a n t i t i e s  

Ago» A-ji» A- | _ i ,  and  Re t o  d e s c r i b e  t h e  s c a t t e r i n g .

3.  S i m p l i f i e d  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e .

When we s u b s t i t u t e  i n t o  Eq.  ( 3 . 1 2 )  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  

i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n s  g i v e n  by E q s .  ( 3 . 1 6 ) ,  ( 3 . 2 1 ) ,

( 3 . 3 2 ) ,  ( 3 . 3 7 ) ,  ( 3 . 3 8 ) ,  ( 3 . 3 9 ) ,  and  ( 3 . 4 5 - 3 . 5 4 ) ,  we c a n  w r i t e

t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e  a s

dN = b | A qqCo s ^B + A ^ ^ s i n ^ e  + (A- ,^-Aq q ) x

2 ? 2 
c o s  geos  9 ‘ + / 2  RoAq i [ s i n 2 0 ' COS g e o s ( * - * ' )

+ s i n 2 g s i n 8 ' s i n ( * - * ' ) ]  - A^_-| [ ( c o s ^ g c o s ^ e '

- s i n ^ g ) c o s 2 ( 4 - * ' )  + s i n 2 g c o s 8 ' s i n 2 ( * - $ ' ) ] j  . ( 3 . 5 5 )

H e r e ,  we have  d e f i n e d

® ' ' " 0 %  ■ ( 3 . 5 5 a )

and

Y'  = X  ^  l < K | | x ' l | K g > | Z  ( 3 . 5 5 b )
 ̂ h c^  ^

The q u a n t i t y  y ' i s  e q u a l  t o  t h e  d e c a y  w i d t h ,  y , t i m e s  t h e  

b r a n c h i n g  r a t i o  f o r  t h e  d e c a y .  T h i s  e q u a t i o n ,  w i t h  t h e  d e 

f i n i n g  e q u a t i o n  f o r  A^^,  and  U, r e l a t e s  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e  

t o  t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  e m i t t e d  r a d i a t i o n ,  t h e  e x c i t a t i o n  

a m p l i t u d e s ,  a n d  t h e  a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s c a t t e r e d  

p a r t i c l e s .
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I f  no p o l a r i z a t i o n  m e a s u r e m e n t s  a r e  made o f  t h e  e m i t t e d  

r a d i a t i o n ,  Eq.  ( 3 . 5 5 )  s h o u l d  be summed o v e r  two i n d e p e n d e n t  

( o r t h o g o n a l )  p o l a r i z a t i o n  s t a t e s .  Summing o v e r  p o l a r i z a t i o n s  

and  (6=0 and  | ^ ) , we o b t a i n

dN = B[Aqq + + (A^i  - Aq q ) c o s ^ 0 '  +

/ 2 R e A g ^ s i n 2 e ' c o s ( * - * ' )  + A ^ _ ^ s i n  e ' x

c o s 2 ( * - 4 ' ) ] d O d n '  . ( 3 . 5 6 )

E q s .  ( 3 . 5 5 )  and  ( 3 . 5 6 )  may be u s e d  i n  a v a r i e t y  o f  wa y s .  

The d e n s i t y  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  t h e  e x c i t a t i o n  m i g h t  be c a l c u 

l a t e d  i n  some a p p r o x i m a t i o n  and  u s e d  i n  Eq.  ( 3 . 5 6 )  t o  p r e d i c t  

a c o i n c i d e n c e  r a t e  a s  a f u n c t i o n  o f  s c a t t e r e d  e l e c t r o n  a n g l e .  

Or ,  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e  m i g h t  be m e a s u r e d  e x p e r i m e n t a l l y ,  

t h e n  f i t t e d  t o  Eq.  ( 3 . 5 6 )  [ o r  t o  Eq.  ( 3 . 5 5 )  i f  p o l a r i z a t i o n  

m e a s u r e m e n t s  a r e  made]  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  e x c i t a t i o n  am

p l i t u d e s  f o r  v a r i o u s  m a g n e t i c  s u b l e v e l s  o f  t h e  r o t a t i o n a l  

s t a t e s .  The c r o s s  s e c t i o n s  f o r  e x c i t a t i o n  o f  p a r t i c u l a r  r o 

t a t i o n a l  s t a t e s ,  wh i c h  a r e  i m p o r t a n t  f o r  many a p p l i c a t i o n s  

t o d a y ,  a r e  r e a d i l y  o b t a i n e d  o n c e  t h e  a^. ' s a r e  known s i n c e

\  • ( 3 - 5 7 )

I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  e m i t t e d  

r a d i a t i o n  w i t h o u t  ma k i ng  a c a l c u l a t i o n  ( o r  m e a s u r e m e n t )  o f  

t h e  p o l a r i z a t i o n  by c a l c u l a t i n g  t h e  d e n s i t y  m a t r i x  e l e m e n t s  

and  u s i n g  Eq.  ( 3 . 5 6 )  t o  p r e d i c t  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e .  T h i s
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c a l c u l a t e d  r a t e  and  t h e  d e n s i t y  m a t r i x  e l e m e n t s  may t h e n  be 

u s e d  i n  Eq.  ( 3 . 5 5 )  t o  d e t e r m i n e  t h e  p o l a r i z a t i o n  a n g l e .  

S i m i l a r l y  t h e  e x p e r i m e n t a l i s t  c o u l d  m e a s u r e  t h e  c o i n c i d e n c e  

r a t e  and u s e  Eq.  ( 3 . 5 6 )  t o  d e t e r m i n e  t h e  c r o s s  s e c t i o n s ,  t h e n  

u s e  t h e s e  v a l u e s  i n  Eq.  ( 3 . 5 5 )  t o  d e t e r m i n e  t h e  p o l a r i z a t i o n .

D. F u r t h e r  Comments  on t h e  C o i n c i d e n c e  Fo r mul a  

An i m p o r t a n t  a s p e c t  o f  t h e  u s e  o f  Eq s .  ( 3 . 5 5 )  o r  ( 3 . 5 6 )  

f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  m a g n e t i c  s u b l e v e l  d i f f e r e n t i a l  c r o s s  

s e c t i o n s  f o r  e x c i t a t i o n  i s  t h e  number  o f  p a r a m e t e r s  ( o r ,  

e q u i v a l e n t l y ,  t h e  number  o f  d i s t i n c t  m e a s u r e m e n t s )  n e c e s s a r y  

f o r  t h e i r  d e t e r m i n a t i o n .  Fo r  some s p e c i f i c  d e t e c t o r  p o s i 

t i o n s  t h e  numbe r  o f  p a r a m e t e r s  i s  a minimum.

To d e m o n s t r a t e  t h i s ,  we c o n s i d e r  some p a r t i c u l a r  v a l u e s  

o f  * ,  0 ' ,  and  (j) ' . I f  0 ' = 9 0 “ :

dN = B[Aqq + A^^ + Â  _i  c o s 2 (  <{)-({)') ] dndf i '  , ( 3 . 5 8 )

i f  0 ' = 9 0 ° ,  = 90°  o r  2 7 0 ° :

dN = B[Aqq + A^^ - A ^ _ ^ ] d n d n '  , ( 3 . 5 9 )

i f  0 ' = 9 O ° ,  * - * ' = 4 5 ° ,  1 3 5 ° ,  2 2 5 ° ,  o r  3 1 5 ° :

dN = B[Aqq + A ^ ^ l d o d o '  , ( 3 . 6 0 )

i f  0 ' = 9 O ° ,  * - * ' = 0 °  o r  1 8 0 ° :

dN = B[Aqq + A^^ + A^_^] dOdO'  , ( 3 . 6 1 )

i f  * - * ' = 9 0 ° :

dN = B[Aqq + A^^ + (A-| .J-Aq q ) c o s ^ 0 ' - A ^ _ ^ s i n ^ 0 ' ] d n d o '  .

( 3 . 6 2 )
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We n o t e  t h a t  b e c a u s e  o f  t h e  s y mme t r y  p r o p e r t i e s  o f  t h e

U ' s ,  t h e  q u a n t i t i e s  Aqq and w i l l  n o t  c o n t a i n  any t e r m s

o f  t h e  f o r m < f ^ , f ^  > wh e r e  f T h i s  means  t h a t  Aqq
K K

and A^i may a l w a y s  be w r i t t e n  as  

K
I  b - a .  . ( 3 . 6 3 )

i = 0  ̂ ^

Unde r  some c o n d i t i o n s ,  we can  w r i t e  A^_^ i n  t h i s  f o r m,

b u t  we can  n e v e r  w r i t e  Aq  ̂ i n  t h i s  f o r m.  The r e a s o n  i s

t h a t  Aq  ̂ a l w a y s  c o n t a i n s  t e r m s  o f  t h e  t y p e  < f ^ , f ^  > wh e r e
K K

Mj  ̂ = ± 1 , ( 3 . 6 4 )

T h e r e f o r e  i f  we c h o o s e  and 0 ' so a s  t o  e l i m i n a t e  Aq-j

and A^_^ ,  t h e  l o w e s t  number  o f  p a r a m e t e r s  n e c e s s a r y  t o  d e 

s c r i b e  t h e  s c a t t e r i n g  i s  o b t a i n e d ,  a l t h o u g h  t h i s  l o s e s  t h e  i n 

f o r m a t i o n  on t h e  r e l a t i v e  p h a s e s  o f  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i 

t u d e s .  As an e x a m p l e ,  t h e  l e v e l  K ha s  2K+1 m a g n e t i c  s u b -  

l e v e l s .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  we n e e d  o n l y  t o  d e t e r m i n e  2K+1 

p a r a m e t e r s :  0 | ,̂ Cq,  . . . ,  whe r e

’ ( 3 - 6 5 )

b u t ,  n o t i n g  t h a t

M.-M'

i m p l i e s  '  ( 3 . 6 6 )
K K

we r e d u c e  t h e  n e c e s s a r y  p a r a m e t e r s  t o  , a» , . . . ,  a - ,
•^K “̂ K-l  "
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o r  K+1 p a r a m e t e r s .  T h e r e f o r e  we r e q u i r e  K+1 m e a s u r e m e n t s

t o  d e t e r m i n e  t h e  m a g n e t i c  s u b l e v e l  c r o s s  s e c t i o n s  f o r  t h e

r o t a t i o n a l  s t a t e  K.

We p o i n t  o u t  t h a t  t h e r e  i s  an u p p e r  l i m i t  t o  t h e

number  o f  p a r a m e t e r s  t h a t  c an  be d e t e r m i n e d  h e r e .  R e c a l l

t h a t  we a r e  d e s c r i b i n g  t h e  p r o c e s s  w i t h  t h e  f o u r  q u a n t i t i e s

^ 0 0 ’ ' ^ 1 1 ’ ^ 1 - 1 ’ ReAg^,  and a r e  t h e r e f o r e  l i m i t e d  t o

d e t e r m i n i n g  f o u r  q u a n t i t i e s  f r om t h e  c o i n c i d e n c e  m e a s u r e m e n t .

Howeve r ,  i f  a d i f f e r e n t  f i n a l  s t a t e  i s  t a k e n  ( s u c h  a s  t h e

P and R b r a n c h e s  o f  an e l e c t r o n i c  t r a n s i t i o n ) ,  a d d i t i o n a l

p a r a m e t e r s  may t h e n  be d e t e r m i n e d  s i n c e  t h e  w i l l  be

d i f f e r e n t  f u n c t i o n s  o f  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s .

The p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  t e r m s  <f|^ f|^ > i s
K K

c l e a r :  t h e  c o mp l e x  c o n j u g a t i o n  r e mo v e s  t h e  p h a s e  f a c t o r

so  t h a t  t h i s  q u a n t i t y  i s  a r e a l  number  and  i s  e q u a l  t o  t h e

c r o s s  s e c t i o n  f o r  e x c i t i n g  t h e  |K,M^> s t a t e .  The p h y s i c a l

s i g n i f i c a n c e  o f  < f ^ , f ^  > wh e r e  Mj  ̂ f Mj  ̂ i s  n o t  q u i t e  so o b -
K K

v i o u s ,  h o w e v e r .  C o n s i d e r  t h e  m i r r o r  s ymme t r y  d i s c u s s e d  

e a r l i e r :  we f o u n d  t h a t

2K+M.
\  = f - M ,  = ( - ' )  f - M ,  ' 3 . 6 7 )

s i n c e  K i s  an i n t e g e r .  Thus  we have

f 1 = - f _ i  J f g  = f _ 2  , e t c .  ( 3 . 6 8 )

T h i s  l e a d s  t o

< f ^ f  _^> = - < f ^ f i >  = -cr-j ( 3 . 6 9 )
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a n d

“ <^2^2^  ~ ’ ( 3 . 7 0 )

and  so  f o r t h .  Now c o n s i d e r  < f ^ , f ^  > wh e r e  f S i n c e
K K

t h e  o v e r a l l  p h a s e  o f  t h e  m o l e c u l a r  w a v e f u n c t i o n  li|;> i s  a r b i 

t r a r y  we c a n  a s s i g n  a p h a s e  o f  0® t o  f g , i . e . ,  f g  i s  r e a l ,

and  m e a s u r e  t h e  p h a s e  o f  t h e  o t h e r  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  r e l a 

t i v e  t o  f g .  T h a t  i s ,

\  -  l \ l  ^ ( 3 . 7 1 )

wh e r e  Xq|v| i s  t h e  r e l a t i v e  p h a s e  b e t w e e n  f g  and  fj^ . In 
K K

t h i s  c a s e

l \ l  '  - " X  - ( 3 . 7 2 )

i m p l i e s  t h a t
' *0M„

, ( 3 . 7 3 )

g i v i n g  t h e  r e s u l t

  T ( x OM. " %OM' )
^ ® • ( 3 . 7 4 )

We s e e  f r o m t h i s  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  o f  Ag.j i n  t h e  a n a 

l y s i s  w i l l  add a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  ( t h e  xqm ' s ) t o  t h e  f i t -
K

t i n g  p r o c e d u r e ;  o r ,  i f  d e s i r e d ,  t h e s e  r e l a t i v e  p h a s e s  may 

be d e t e r m i n e d .  T h i s  wo u l d  n o t  be p o s s i b l e  w i t h o u t  t h e  c o 

h e r e n t  e x c i t a t i o n  o f  t h e  s u b s t a t e s .  Thus  we a r e  a b l e  t o  

o b t a i n  t h i s  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  s c a t t e r i n g  p r o c e s s  t h a t  i s  

n o t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  e v e n  i n  a h i g h  r e s o l u t i o n  " d i r e c t "
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m e a s u r e m e n t  w i t h o u t  c o i n c i d e n c e  d e t e c t i o n



CHAPTER IV 

APPLICATION TO THE Hg MOLECULE

One o f  t h e  c o m p l i c a t i n g  f e a t u r e s  o f  m o l e c u l a r  p h y s i c s  i s

t h e  f o r m i d a b l e  number  o f  c l o s e l y  s p a c e d  e n e r g y  l e v e l s .
52R o s e n ,  f o r  e x a m p l e ,  l i s t s  d a t a  o f  f o r t y - f i v e  e l e c t r o n i c  s t a t e s  

o f  t h e  Hg m o l e c u l e ,  e a c h  o f  w h i c h ,  o f  c o u r s e ,  has  t e n  t o  

t w e n t y  v i b r a t i o n a l  l e v e l s  ( s p a c e d  on t h e  o r d e r  o f  a f ew 

t e n t h s  o f  an e l e c t r o n  v o l t  a p a r t ) .  Each o f  t h e s e  v i b r a t i o n a l  

l e v e l s  t h e n  ha s  many r o t a t i o n a l  l e v e l s  ( s p a c e d  on t h e  o r 

d e r  o f  a f ew h u n d r e d t h s  o f  an eV a p a r t ) .

We h a v e  c h o s e n  t h e  H^ m o l e c u l e  t o  i l l u s t r a t e  t h e  t h e o r y  

o f  C h a p t e r  I I I .  S i n c e  t h i s  m o l e c u l e  has  t h e  s m a l l e s t  r e 

d u c e d  mass  o f  a n y  m o l e c u l e ,  t h e  v i b r a t i o n a l  a nd  r o t a t i o n a l  

l e v e l  s p a c i n g s  t e n d  t o  be l a r g e r  t h a n  f o r  o t h e r  m o l e c u l e s ,  

so t h e  p o s s i b i l i t y  o f  e x p e r i m e n t a l l y  s e l e c t i n g  d e f i n i t e  

v a l u e s  o f  K i s  b e t t e r .  N e c e s s a r y  p a r a m e t e r s  a r e  known f o r  

many e l e c t r o n i c  s t a t e s ,  a n d  H u n d ' s  c a s e  ( b )  c o u p l i n g  i s  

s a t i s f i e d  by mo s t  s t a t e s .

The t a r g e t  Hg m o l e c u l e s  a r e  a s s u me d  t o  be i n  t h e  

e l e c t r o n i c  g r o u n d  s t a t e  and  t h e  v=0 v i b r a t i o n a l  l e v e l .

The i n i t i a l  K l e v e l  may be s e l e c t e d  by some e x p e r i m e n t a l
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t e c h n i q u e  s u c h  a s  s e l e c t i v e  e x c i t a t i o n  by a l a s e r ,  o r  an 

a v e r a g e  m i g h t  be made o v e r  t h e  o c c u p i e d  l e v e l s ,  t h e  d i s t r i 

b u t i o n  o f  wh i c h  i s  u s u a l l y  B o l t z m a n n .

E l e c t r o n  i m p a c t  can e x c i t e  p r a c t i c a l l y  a l l  o f  t h e  e x 

c i t e d  e l e c t r o n i c  s t a t e s ,  a l t h o u g h  some r e s t r i c t i o n s  have  

been  n o t e d .

The p h o t o n  e m i s s i o n ,  wh i ch  we a s s ume  t o  be an e l e c t r i c  

d i p o l e  t r a n s i t i o n ,  has  v e r y  d e f i n i t e  a n g u l a r - m o m e n t u m  s e l e c 

t i o n  r u l e s :  K ^ =  K±1 . In g e n e r a l ,  Aq q , A^^ ,  A ^ a n d  Ag^

w i l l  have  d i f f e r e n t  v a l u e s  f o r  t h e s e  two t r a n s i t i o n s ,  so 

t h a t  we may o b t a i n  e i g h t  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s  by v a r y i n g  

0  ' and  (jv-(j)' .

Of c o u r s e ,  i f  t h e  r e s o l u t i o n  o f  t h e  p h o t o n  d e t e c t o r  i s  

s u f f i c i e n t  t o  d i s t i n g u i s h  b e t we e n  t h e  r o t a t i o n a l  t r a n s i t i o n s ,  

i t  w i l l  a l s o  be a b l e  t o  d i s t i n g u i s h  b e t we e n  v i b r a t i o n a l  

l e v e l s  o f  t h e  i n t e r m e d i a t e  and  f i n a l  s t a t e s .  To f i r s t  o r 

d e r ,  we woul d  e x p e c t  no c h a n g e  i n  t h e  f o r m o f  t h e  e q u a t i o n s  f o r  

t h e  a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n  due  t o  d i f f e r e n t  v i b r a t i o n a l  l e v e l s ,  

o t h e r  t h a n  c h a n g e s  i n  i n t e n s i t y .

X -
We t a k e  a s  o u r  f i r s t  e x a mp l e  e x c i t a t i o n  o f  t h e  B '

A. The B' Ey S t a t e  (Lyman Band)

u
( v=0)  s t a t e  o f  Hg,  wh i c h  i s  t h e  1o w e s t - e n e r g y  e x c i t e d  s t a t e ,  

and i s  r e l a t i v e l y  i s o l a t e d  f r om t h e  o t h e r  e l e c t r o n i c  s t a t e s ,  

T h i s  s t a t e  ha s  a mean l i f e t i m e  o f  0 . 8  n s e c ^ ^  f o r  d e c a y s  

back  t o  t h e  g r o u n d  s t a t e .  We a s s u me  an o b s e r v a t i o n  t i m e  o f  

a b o u t  5 - 1 0  ns  so t h a t  yt, j  % 0 ,  t h e n  e ' ^ ^ l  % ] .
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S i n c e  t h i s  i s  a s i n g l e t  s t a t e ,  3=0 and J = J ' = K ;  t h u s  

aK=+1 (R b r a n c h )  o r  a K=-1 (P b r a n c h ) .  Fo r  t h e  c a s e  K=0,  K ^ l

we f i n d

^00  " 1  ' ( 4 . 1 a )

^11 " I  ’ ( 4 . 1 b )

Aqi  = 0 , ( 4 . 1 c )

and

*1- 1  " ° ’ ( 4 . I d )

so t h e r e  i s  o n l y  one  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r ,  O g ( 8 ) .  Fo r  t h e  

c o n v e n i e n t  s e t t i n g ,  0'  = 90°  we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  

e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e :

dN{ 0 ) = O g t 0 ) d n d n '  . ( 4 . 2 )

The  f i r s t  e x c i t e d  r o t a t i o n a l  l e v e l ,  K=l ,  c a n  d e c a y  t o  

e i t h e r  K^=0 o r  K^=2.  The  t r a n s i t i o n  t o  K^=0 g i v e s

«00 '  • ( 4 . 3 a )

A-ji = a^/y , ( 4 . 3 b )

*01 " <<0^1 ' / T  ’ ( 4 . 3 c )

and

Ai _ i  = - C i / Y  ; ( 4 . 3 d )

w h i l e  t h a t  t o  K^=2 g i v e s

a _ r2 4. 3 -,1 
^00  [ 5  *0 5 ^ l ^ Y ' ( 4 . 4 a )
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Al l  " [ i n  On + i n  : ( 4 . 4 b )'11  M o  " 0  10  M - ' y

‘01 " [ f o  < f o f l > ] yAm " Ct̂  > ( 4 . 4 c )

and

*1- 1  " [ - f o  * l ] y  ' ( 4 . 4 d )

T h u s ,  one  can  o b t a i n  t h e  t h r e e  i n d e p e n d e n t  q u a n t i t i e s  G g ( 8 ) ,  

a - | ( 0 ) ,  a n d  X g i ( 0 )  w i t h  o n l y  two s e t t i n g s :  s a y  8 ' = 9 0 °  f o r

b o t h  t r a n s i t i o n s ,  t h e n  a s e t t i n g  o f  <)>' f o r  wh i c h  Ag-| i s  

p r e s e n t  i n  t h e  c o i n c i d e n c e  e q u a t i o n .

The  n e x t  r o t a t i o n a l  s t a t e ,  K=2,  d e c a y s  t o  K^=l o r  

K^=3.  F o r  K,ÿ=l we o b t a i n :

Ago = [ §  °0  + ^ l ^Y ’ ( 4 . 5 a )

^11 ^6 °0  * 2 °1 * ° 2 ^ y ’ ( 4 . 5 b )

A-j_i = [ " Y C] + R e < f g f 2 > ] ^  , ( 4 . 5 c )

and

w h i l e  t h e  o t h e r  c a s e ,  Kg=3,  y i e l d s

Ann = [ y  On + ? T  * 2 ^ 7  ’ ( 4 . 6 a )

A n  = [ y  On + On + i r  0 , ] ^  , ( 4 . 6 b )

00 = [ f
16
21

11 = [ f ° 0  +
13
21

1-1 =  C -
1

T  ‘ ^ l
+  :A, , = [ 4  a ,  + ^  R e < f Q f 2 > ] 7  '  ( 4 . 6 c )

/ 1 47 

and

Ag,  = [ - 0 . 2 4 7 1 4 < f „ f , >  -
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2 / 2

/ 4 4 l
< f ^ f 2 > + . 3 3 6 7 < f 2 f ^ > ] -  . ( 4 . 6 d )

T h e r e  a r e  now f i v e  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s :

Xqi  ’ Xq2*

I f  t h e  K=3 s t a t e  i s  e x c i t e d ,  t h e  d e c a y  c a n  go e i t h e r  t o  

K^=2 o r  K^=4.  F o r  K^=2 we o b t a i n

^00 [ 5  ̂ 0 * TS ^1 * J  ^ 2 ^ 7  ’ ( 4 . 7 a )

^11 [ 5  °0  * TS * 3 ^2 * * 3 ^ 7  ’ ( 4 . 7 b )

*1 - 1  = [ - §  *1 + ^ = =  * ^ < ^ 2 ^ 0 ^  ■*■ 7 =  K G < f 3 f l > ] y  ’ ( 4 - 7c)

and

= [ 0 . 4 8 9 9 < f Q f ^ > + 0 . 3266<f_^fQ> + 0 . 5 9 6 3 < f ^ f 2 >

+ 0 . 1 4 9 1 < f _ 2 f _ i >  + <f 2^ 3^^Y ' ( 4 . 7 d )

Wh i l e  f o r  K^=4 we o b t a i n

* 0 0  = * 0  + i  *1 + § * 2  + T8 °3 ]? ’ (4 '8 a)

*11 = [ f s  *0  + f z  *1 + & *2 + § §  0 3 ] ^  , ( 4 . 8 b )

*1- 1  ^ ^"6  ^ 1 + 2  Re<f 2f Q> + 2 v Ç ^  R e < f 3 f ^ > ] -  ,

( 4 . 8 c )

and

Aq  ̂ = [ + 0.  3402<f^fQ> - 0 . 2722<fQf ^> - ^ / 5 < f ^ f 2 >

+ I  / 5 <f ^f ^>  - 0.  0962<f 2f 3> + 0 . 3 3 6 8 < f 3 f 2 > ] y  .

( 4 . 8 d )
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The n u mb e r  o f  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s  i s  now s e v e n :  Oq , a- j ,

^^2’ ^3  ̂ %01'  %02'  * 0 3 '

O b v i o u s l y  t h e  q u a n t i t i e s  c an  be c a l c u l a t e d  w i t h

l i t t l e  d i f f i c u l t y  f o r  much h i g h e r  v a l u e s .  Howeve r ,  t h e  num

b e r  o f  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s  w i l l  e x c e e d  t h e  number  wh i c h  

can  be  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d .

B. The C ' n ^  S t a t e  ( We r n e r  b a n d s )

A mor e  c o m p l i c a t e d  e x a mp l e  r e s u l t s  f r om e x c i t i n g  t h e  

C ' n ^  e l e c t r o n i c  s t a t e  o f  Hg. E x c e p t  f o r  E , F ^ Z g ,  wh i c h  l i e s  

c l o s e  t o  C ' Hy ,  t h i s  s t a t e  i s  r e l a t i v e l y  i s o l a t e d ,  and has  

e ven  l a r g e r  v i b r a t i o n a l - r o t a t i o n a l  s p a c i n g s  t h a n  B ' z * .

Of c o u r s e ,  n s t a t e s  have  e l e c t r o n i c  as  w e l l  a s  n u c l e a r  

r o t a t i o n a l  a n g u l a r  momentum.  The C n ^  s t a t e  d e c a y s  t o  t h e  

g r o u n d  e l e c t r o n i c  s t a t e  w i t h  a mean l i f e t i m e  o f  a p p r o x i m a t e l y

0 . 8 8  n s .  S i n c e  t h i s  i s  a n-»-z t r a n s i t i o n ,  t h e  d i p o l e  s e l e c 

t i o n  r u l e s  a . l l ow t h e  P,  Q, a n d  R b r a n c h e s ,  t h u s  p r o v i d i n g  a 

maximum o f  t w e l v e  p a r a m e t e r s  t o  d e s c r i b e  t h e  p r o c e s s .

A n o t h e r  f e a t u r e  o f  n s t a t e s  s h o u l d  a l s o  be m e n t i o n e d :  

A - d o u b l i n g .  F o r  a s t a t e  w i t h  A f  0 ,  t h e r e  i s  a s l i g h t  

s p l i t t i n g  o f  t h e  e l e c t r o n i c  l e v e l s  i n t o  two s t a t e s  d e n o t e d  

by A^ a nd  a" .  T h i s  s p l i t t i n g ,  c a l l e d  A - t y p e  d o u b l i n g ,  i n 

c r e a s e s  a s  N i n c r e a s e s .  ( T h i s  e f f e c t  i s  n e g l i g i b l e  f o r  t h e  

s t a t e  we a r e  c o n s i d e r i n g ,  b u t  s h o u l d  be c o n s i d e r e d  when 

a p p l y i n g  t h i s  t h e o r y  t o  o t h e r  s t a t e s ,  p a r t i c u l a r l y  o f  h e a v i e r  

m o l e c u l e s . )
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The v a l u e s  o f  t h e  U’ s f o r  t h e  P and  R b r a n c h e s  a r e  t h e  

same a s  i n  t h e  p r e c e d i n g  e x a m p l e ,  t h u s  t h e  A g q . ' s  f o r  t h e s e  

b r a n c h e s  a r e  t h e  same f u n c t i o n  o f  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  

as  i n  t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e .  The A ^ g . ' s  f o r  t h e  Q b r a n c h  may 

be r e a d i l y  c a l c u l a t e d  i n  t h e  same way.

C. E x p e r i m e n t a l  F e a s i b i l i t y  

S i n c e  t h i s  work i s  i n t e n d e d  t o  be u s e f u l  f o r  a n a l y z i n g  

e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  i t  i s  q u i t e  l e g i t i m a t e  t o  a s k  " I s  t h i s  p r o 

p o s e d  m e a s u r e m e n t  p o s s i b l e  w i t h  p r e s e n t l y  o r  p r o s p e c t i v e l y  

a v a i l a b l e  a p p a r a t u s ? "  In t h i s  s e c t i o n  we c o n s i d e r  t h i s  q u e s 

t i o n  and make some e s t i m a t e s  o f  n e c e s s a r y  p a r a m e t e r s  f o r  t h e  

e x p e r i m e n t .

We d i v i d e  t h i s  q u e s t i o n  i n t o  two p a r t s .  F i r s t ,  c an  s u f 

f i c i e n t l y  h i g h  c o u n t i n g  r a t e s  be e x p e c t e d  so t h a t  t h e  m e a s u r e 

men t  may be made i n  a r e a s o n a b l e  l e n g t h  o f  t i m e ?  S e c o n d ,  can  

s u f f i c i e n t  r e s o l u t i o n  be o b t a i n e d  t o  s e l e c t  a p a r t i c u l a r  t r a n 

s i t i o n  f o r  s t u d y ?

1.  E s t i m a t e d  C o u n t i n g  R a t e ,

We w i l l  u s e  t h e  B ' Z*  s t a t e  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  A o f  t h i s  

c h a p t e r  a s  an e x a m p l e .  Some o f  t h e  m a g n i t u d e s  f o r  t h e  e x p e r i 

me n t a l  p a r a m e t e r s  u s e d  i n  wh a t  f o l l o w s  a r e  t a k e n  f r o m t h e  d e 

s c r i p t i o n  o f  e x p e r i m e n t a l  a p p a r a t u s  i n  t h e  l i t e r a t u r e ,  o t h e r s  

a r e  e s t i m a t e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e x p e r i m e n t a l i s t s  w o r k i n g  w i t h  

c o i n c i d e n c e  e x p e r i m e n t s .

B e c a u s e  we r e q u i r e  t h a t  t h e  a p p a r a t u s  r e s o l v e  r o t a t i o n a l  

l e v e l s ,  t h e  p h o t o n  i n t e n s i t y  w i l l  be l ow.  S i n c e  t h e
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l i f e t i m e  o f  t h i s  s t a t e  i s  l e s s  t h a n  a n a n o s e c o n d ,  a l l  t h e  

m o l e c u l e s  e x c i t e d  w i l l  d e c a y  w h i l e  t h e  d e t e c t o r s  a r e  " o n " .

Fo r  t h e  p u r p o s e  o f  ma k i n g  t h i s  e s t i m a t e ,  we a s s u me  t h a t  

t h e  r a d i a t i o n  i s  s p a t i a l l y  i s o t r o p i c ,  so t h a t  t h e  c o i n c i d e n c e  

r a t e  i s  g i v e n  by

J . n .
dN % V d n ' d n  ( 4 . 9 )

whe r e  i s  t h e  e l e c t r o n  c u r r e n t  d e n s i t y ,  ng i s  t h e  t a r g e t  

d e n s i t y ,  e i s  t h e  e l e c t r o n i c  c h a r g e ,  V i s  t h e  i n t e r a c t i o n  

v o l u m e ,  and  i s  t h e  c r o s s  s e c t i o n  f o r  e x c i t i n g  t h e  

r o t a t i o n a l  l e v e l ,  f o l l o w e d  by a d e c a y  t o  t h e  f i n a l  s t a t e  K . 

We c h o s e  t h e  f o l l o w i n g  p a r a m e t e r s :  

p r e s s u r e  i n  ga s  beam 1 0 " ^  T o r r ,  

e l e c t r o n  beam c u r r e n t  1 0 ' ^  Amp. ,  

d i a m e t e r  o f  e l e c t r o n  beam 0 . 1  mm,

d i a m e t e r  o f  ga s  beam 0 . 1  cm,
_2

s o l i d  a n g l e  o f  p h o t o n  d e t e c t o r  2 . 7 x 1 0 "  s r . ,  

s o l i d  a n g l e  o f  e l e c t r o n  d e t e c t o r  2 . 7 x 1 0 "  s r .

The i n t e r a c t i o n  vo l ume  i s  a p p r o x i m a t e d  as  a c y l i n d e r  0 . 1  mm

i n  d i a m e t e r  and  0 . 1  cm i n  l e n g t h .

S u b s t i t u t i n g  i n t o  Eq.  ( 4 . 9 )  we o b t a i n

dN % 1 . 6 x 1 0 ^ 0  i n  cm^) . ( 4 . 1 0 )

S i n c e  v a l u e s  f o r  have  n o t  be e n  p u b l i s h e d ,  we e s t i m a t e  

t h i s  a s  f o l l o w s :  The t o t a l  c r o s s  s e c t i o n  f o r  25 eV e l e c 

t r o n s  t o  e x c i t e  t h e  B ' z *  s t a t e  i s  4 x l O " ^ ^ c m ^ . ^ ^  We t a k e  t h e
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t a r g e t  m o l e c u l e s  t o  be i n  t h e  v=0 v i b r a t i o n a l  l e v e l .  U s i n g

t h e  F r a n c k - C o n d o n  f a c t o r s  b e t w e e n  t h e  op t i mum v i b r a t i o n a l
57s t a t e s  o f t h e  X^S t r a n s i t i o n s ,  we e s t i m a t e  t h e  c r o s s  s e c -

- 1 9 ?t i o n  f o r  t h e  op t i mum v i b r a t i o n a l  l e v e l  t o  be ~8xl O cm . I t  

i s  a r e a s o n a b l e  e s t i m a t e  t h a t  t h e  c r o s s  s e c t i o n  f o r  t h e  r o t a 

t i o n a l  e x c i t a t i o n  i s  an o r d e r  o f  m a g n i t u d e  s m a l l e r ,  i . e . ,

% 8 x l 0 ‘ ^°cm^ . ( 4 . 1 1 )

I f  we t a k e  t h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  c o mb i n e d  d e t e c t i o n  a p p a r a t u s  

t o  be 1%, t h i s  g i v e s  a c o u n t  r a t e  o f  a p p r o x i m a t e l y  0. 1 

c o u n t s / s e c o n d .  A l t h o u g h  t h i s  i s  a low c o u n t i n g  r a t e ,  i t  i s  

n o t  so  low a s  t o  make t h e  m e a s u r e m e n t  u n f e a s i b l e .

2 .  Ph o t o n  r e s o l u t i o n .

We h a v e  a s s u me d  t h a t  t h e  p h o t o n  d e t e c t o r  c an  r e s o l v e  

t h e  p h o t o n  w a v e l e n g t h s  w e l l  e n o u g h  t o  s e l e c t  a p a r t i c u l a r

t r a n s i t i o n  ( K^K^) .  To c h e c k  t h e  v a l i d i t y  o f  t h i s  a s s u m p t i o n ,
5 2we c a l c u l a t e d  t h e  e n e r g y  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  e a c h  o f  t h e  

f i r s t  f i v e  r o t a t i o n a l  s t a t e s  o f  B ' z ^ ( v = 0 )  and  t h e  c o r r e s p o n d 

i n g  a l l o w e d  f i n a l  s t a t e s  o f  X ' Z g ( v = 0 ) .  T h e s e  t r a n s i t i o n s  

a r e  ÜV, w i t h  a w a v e l e n g t h  o f  a p p r o x i m a t e l y  1130A.  As a 

t y p i c a l  e x a m p l e ,  t h e  t r a n s i t i o n  n e a r e s t  i n  e n e r g y  t o  t h e  

t r a n s i t i o n

K = 1 ^  = 0 , ( 4 . 1 2 )

i  s

K = 2 4. K,ÿ= 1 . ( 4 . 1 3 )
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The e n e r g y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e s e  two t r a n s i t i o n s  i s  a b o u t
O

5 meV; t h e  c o r r e s p o n d i n g  w a v e l e n g t h  d i f f e r e n c e  i s  0 . 5 A .  T h i s  

r e s o l u t i o n  ( o r  h i g h e r )  has  been  o b t a i n e d  by s e v e r a l  wo r k -

e r s . 5 8 - 6 0



CHAPTER V

MODIFICATIONS OF THE INITIAL ASSUMPTIONS

In t h i s  c h a p t e r  we c o n s i d e r  t h e  e f f e c t s  o f  r e l a x i n g  

some o f  t h e  i n i t i a l  a s s u m p t i o n s  made i n  C h a p t e r  I I I .

A. H y p e r f i n e  S t r u c t u r e  a nd  Quant um B e a t s

We s i m u l t a n e o u s l y  r e l a x  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  no h y p e r 

f i n e  s t r u c t u r e  i s  p r e s e n t ,  and  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  no q u a n -  

t u n  b e a t s  a r e  o b s e r v e d ,  s i n c e  t h e  two a s s u m p t i o n s  a r e  r e l a 

t e d .  When a m o l e c u l e  ha s  a n o n - z e r o  t o t a l  n u c l e a r  s p i n ,  

t h e  r e s u l t i n g  h y p e r f i n e  l e v e l s  may be c o h e r e n t l y  e x c i t e d ,  

g i v i n g  r i s e  t o  q u a n t u m b e a t s  w i t h  a f r e q u e n c y  s u c h  t h a t  

t h e y  may be d e t e c t e d .  F o r  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  Hg m o l e 

c u l e :  i t  ha s  t wo p r o t o n s  ( s p i n  1 / 2 ) ,  so  t h a t  t h e  t o t a l

n u c l e a r  s p i n  i s  I = 1 o r  I = 0 .  The l a t t e r  may be r e a d i l y  

t r e a t e d  by t h e  t h e o r y  o f  C h a p t e r  I I I ,  b u t  t h e  f o r m e r  may 

ha v e  h y p e r f i n e  s t r u c t u r e .

To t a k e  t h i s  p o s s i b i l i t y  i n t o  a c c o u n t  we u s e  t h e  a d d i 

t i o n a l  a n g u l a r  momentum q u a n t u m n u mb e r s  F and I d e f i n e d  i n  

C h a p t e r  I I I  ( s e e  F i g .  3 ) .  The c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  

t h e  e x c i t e d  s t a t e  o f  t h e  m o l e c u l e  f o r  t h i s  c a s e  i s  g i v e n  by

■ ( ^  + i f ^ )  t
| Y ( t ) >  = I f ( KJFMp)  |KJFMp>e h ( 5 . 1 )

JFMp ^

5 5
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whe r e  t h e  e x c i t a t i o n  i s  a s s ume d  t o  have  o c c u r r e d  a t  t  = 0.  

T h i s  e q u a t i o n  may be c omp a r e d  t o  Eq.  ( 3 . 2 ) .  T h e r e  a r e  two 

d i s t i n c t  d i f f e r e n c e s :  F i r s t , t h e  t o t a l  a n g u l a r  momentum

i s  now t h e  q u a n t i t y  F,  w i t h  p r o j e c t i o n  Mp. The n u c l e a r  s p i n  

i s  n o t  s t r o n g l y  c o u p l e d  t o  J ,  so t h a t  t h e  c o mp o n e n t  o f  I i s  

c o n s e r v e d .  The e f f e c t  o f  t h i s  weak c o u p l i n g  i s  t o  

c a u s e  a s l i g h t  s h i f t  i n  t h e  e n e r g y  l e v e l s .  T h e s e  n e a r l y  

d e g e n e r a t e  l e v e l s  w i l l  be c o h e r e n t l y  e x c i t e d .  S e c o n d , we 

h a v e  i n t r o d u c e d  an i m a g i n a r y  t e r m  i n  t h e  e x p o n e n t i a l .

T h i s  t e r m  c a u s e s  an o s c i l l a t i o n  i n  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  

p h o t o n s  e m i t t e d  f r om t h e  c o h e r e n t l y  e x c i t e d  s t a t e s .  I f  

t h e  e n e r g y  l e v e l s  a r e  so c l o s e  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  

o s c i l l a t i o n s  i s  l o w ,  t h e n  t h e  o s c i l l a t i o n s  a r e  n o t  " a v e r a g e d  

o u t "  d u r i n g  t h e  o b s e r v a t i o n  t i m e .  In t h i s  c a s e  t h e  o s c i l l a 

t i o n s ,  c a l l e d  q u a n t u m b e a t s ,  can  be o b s e r v e d  e x p e r i m e n t a l l y  

and can  be u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  f i n e  and  h y p e r f i n e  s t r u c 

t u r e  o f  v a r i o u s  a t o ms  and  m o l e c u l e s .

S i n c e  t h e  d e v e l o p m e n t  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  i n  C h a p t e r  I I I ,  

we w i l l  n o t  r e p e a t  t h e  a r g u m e n t s  h e r e ,  b u t  s u mma r i z e  t h e  

p r o c e d u r e .  F i r s t  we w r i t e  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  f ( KJFMp)  

and t h e  e i g e n k e t  ]KJFMj> i n an u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n  t o  

a l l o w  t h e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n i c  s p i n ,  a s  i n  C h a p t e r  

I I I ,  and t h e  n u c l e a r  s p i n  f r om t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s .

The u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  e i g e n k e t  i s

| KJFMr> = y 1KM„SMç IMt ><KM.SMç 1KSJM,> x

X  < J M j I M j | J I F M p >  , ( 5 . 2 )
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and f o r  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  by

f ( K J F M p )  = I f ( KM. S Mç I MT) < KM. S Mç  | KS J M, >

X | J I F Mp >  . ( 5 . 3 )

S u b s t i t u t i n g  Eqs .  ( 5 . 2 )  and ( 5 . 3 )  i n t o  t h e  g e n e r a l  c o i n c i 

d e n c e  r a t e  e q u a t i o n  and  e x p a n d i n g  i n  s p h e r i c a l - t e n s o r  com

p o n e n t s ,  we o b t a i n

dN = A I  f*(KMj^SM^IM;)<KMJ,SM^ I K S J ' R ' > x

l F ' M^>f ( KM| ^SM5l Mj ) <KM| <SM3 | KS J Mj >  x 

< J M j I M ; | J I F M p > ( - l ) 9 + q ' E * q , G _ q  x

<KM' i^SM̂  i K S J ' M ^ x J ' M ^ I M J  | J ’ I F ' M^> x

<KR^SM3l K S J M j x J M j I M j  l J IFMp> x 

t ,
e x p [ - ( v  + i oi jp^ j  , p,  ) t ] d t  , ( 5 . 4 )

wh e r e  t h e  sum i s  o v e r  t h e  s e t

■ ( 5 . 5 1

The f r e q u e n c y  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  h y p e r f i n e  s t r u c t u r e ,
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üjjF j  ' F ' ’ d e f i n e d  by

“ J F , J ‘ F '  ( 5 . 6 )

B e c a u s e  t h e  n u c l e a r  s p i n  p r o j e c t i o n  i s  c o n s e r v e d ,  we can 

w r i t e

Mj = MJ . ( 5 . 7 )

We r e d e f i n e  t h e  q u a n t i t y  U so a s  t o  i n c l u d e  t h e  e f f e c t  

o f  n u c l e a r  s p i n  as

I < K M ' S M < | K S J ' M ' > < J ' M I I M T | J ' I F ' M ' >  x0 j  I F

<KM|^SM5l K S J Mj XJ Mj I Mj  I  JIFMp> x 

<KM^SMs^|  K S J ' M ^ x J ' M ^ I M j ^ l  J ’ I F ' M p  x 

<KR^SMs^|  K S J Mj X J Mj I Mj ^ l  J IFMp> %

<K^M^^l q '  l K^l KR; , xK^M, ^^l ql K^l KR, ^> ( 5 . 8 )

T h i s  e x p r e s s i o n  may be r e d u c e d  a s  i n  t h e  c a s e  w i t h o u t  h y p e r 

f i n e  s t r u c t u r e  by t h e  d i a g r a m m a t i c  t e c h n i q u e .  The d e t a i l s  

a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i x  I I .  We c an  t h e n  w r i t e  U as

U ( q , q ' , M K , M ' K , J , J ' , F , F ' , K , K ^ J  =

[ ( 2 J + 1 ) ( 2 J ' + 1 ) ( 2 F + 1 ) ( 2 F ' + 1 ) ( 2 K + 1 ) ] [ ( 2 S + 1 ) (  21 + 1 ) 3 ’ ''
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(K K xl '1 1 x 1
l-M^ Me vj - q q' -V,

r

( 5 . 9 )

w i t h  A.
qq

qq

a l s o  r e d e f i n e d  t o  be

I  U( qq' MLM' JJ' FF' KK*) <f ( KM' ) f ( KM. )
J J ' F F ' M ^ M ^  ^  K K

r^i
I exp[ - ( Y+i ü) j p^j ,  p, ) t ] d t ( 5 . 1 0 )

We i l l u s t r a t e  t h i s  t h e o r y  w i t h  an a p p l i c a t i o n  t o  t h e  d 

( l s , 3 p )  ( F u l c h e r  b a n d )  s t a t e  o f  Hg . We c h o s e  t h i s  s t a t e  

b e c a u s e  a c o n s i d e r a b l e  a moun t  o f  wor k  has  been  d o n e  on i t ,  

i n c l u d i n g  t h e  h y p e r f i n e  s t r u c t u r e  o f  t h e  o r t h o  s t a t e s .

F o r  t h i s  s t a t e ,  t h e  h y p e r f i n e  s p l i t t i n g  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  

n a t u r a l  l i n e w i d t h ,  so  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  d e t e c t i n g  q u a n t u m 

o s c i l l a t i o n s  i s  p r e s e n t .  The l i f e t i m e  o f  t h i s  s t a t e  i s  

g i v e n  by C a h i l l ® ^  a s  68±5 ns ( f o r  v = 0 ) ,  and  by F r e u n d  and 

Mi l i e r a s  a s  2 9 . 4 * 3 . 2  n s .

We c o n s i d e r  t h e  K=1 l e v e l  f o r  t h e  v=0 v i b r a t i o n a l  

l e v e l .  M i l l e r  and F r e u n d ^ ^  have  c a l c u l a t e d  t h e  z e r o  f i e l d  

e n e r g y  l e v e l s  f o r  K=1 and  v = 0 , l , 2 , 3 .  We h a v e  u s e d  t h e s e  

e n e r g y  l e v e l s  t o  c a l c u l a t e  t h e  a p p r o x i m a t e  f r e q u e n c i e s  e x 

p e c t e d  f o r  t h e  q u a n t u m b e a t s  o f  t h e  h y p e r f i n e  s t r u c t u r e .  

T h e s e  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  I .

Now c o n s i d e r  t h e  t i m e  i n t e g r a l  i n  Eq.  ( 5 . 1 0 ) :

I n t .  =
' 1

exp[ - (Y' ^i<i ) jp j I  pi ) t ] d t ( 5 . 1 1 )
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L e t

z = y + ' ( 5 . 1 2 )

so t h a t  Eq.  ( 5 . 1 1 )  becomes

t  ” ̂  ̂  1
I n t .  = /   ̂ e ' Z t j t  =   + i  , ( 5 . 1 3 )

0 ^ z

o r ,
" G x p [ - ( y  + i w , p  1 I r  I ) t-] ] 1

I n t .  = ----------------■ F------1 _  + 1------------ ( 5 . 1 4 )
 ̂ J FJ ' F '  Y + Twj FJ' F'

I n  an e x p e r i m e n t ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  l e t  t. |  be much 

l o n g e r  t h a n  t h e  l i f e t i m e  o f  t h e  s t a t e  t o  i n c r e a s e  t h e  number  

o f  c o i n c i d e n c e s  o b s e r v e d .  T h e r e f o r e  i f  t-j i s  much l o n g e r  

t h a n  e i t h e r  1 / y  o r  l / u i j p j , p , ,  t h e  f i r s t  t e r m  on t h e  r i g h t  

i n  Eq.  ( 5 . 1 4 )  v a n i s h e s  a nd  we have

I n t .  % ■ ■  ----------  . ( 5 . 1 5 )
J F J ' F '

t h eFrom T a b l e  I ,  we c a n  s e e  t h a t  <^ j p j i p i  i s  t y p i c a l l y  on 
g

o r d e r  o f  10 w h e n e v e r  J ^ J '  and  F YF ' ,  and v a n i s h e s  o t h e r w i s e  

We can  t h e n  a p p r o x i m a t e  t h e  i n t e g r a l  by

I n t  %
0 i f  J f F '  and F f F '

1  i f  J = J '  o r  F=F'  ( 5 . 1 6 )

What  h a p p e n s  p h y s i c a l l y  i n  an e x p e r i m e n t  i s  t h a t  i f  1 / w j p j ' p '  

i s  s m a l l  c o mp a r e d  t o  t h e  l i f e t i m e  a n d  t o  t h e  o b s e r v a t i o n  

t i m e ,  t h e  p h o t o n  i n t e n s i t y  i s  " a v e r a g e d  o u t  " o v e r  t h e  

q u a n t u m b e a t s ;  a n d , i f  t h e  l i f e t i m e  o f  t h e  s t a t e  i s  s h o r t  

c o mp a r e d  t o  t h e  p e r i o d  o f  t h e  q u a n t u m b e a t s ,  o n l y  p a r t  o f  

a c y c l e  i s  c o m p l e t e d  b e f o r e  t h e  m o l e c u l e  d e c a y s ,  and  no
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T a b l e  I .  E x p e c t e d  Quant um B e a t  F r e q u e n c i e s  f o r  t h e  

( K=1) S t a t e  o f  Hg.

J J '  F F' %]F, J  ' F '

0

0

0

0

0

0
0

2
2
2
2
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2
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1
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1

2
2
2
1

1
1
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3

1

0
1
2
1
2
3

0
1
2
1
2
2
1
2
3

1
2
3

1
2
3

1
2
3

2
2
3

0
1060

1514

1764

702

274

473

0
453
704

0
250

0
1764

1334

587

1816

1389

1041

2466

2038

1290

0

427

1175

0
748

0
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e f f e c t  i s  o b s e r v e d .  Now u s i n g  Eq.  ( 5 . 1 6 )  f o r  t h e  t i m e  i n 

t e g r a l  and  Eq.  ( 5 . 9 )  f o r  t h e  Li ' s ,  we f i n d  f o r  t h e  p r o c e s s

e + X' Eg + d \ "  ( K=l )  + e '  . ( 5 . 1 7 )

d ^ n "  ^  a ^Zg( K=0)  + hv 

t h a t  t h e  A , ' s  a r e  g i v e n  by
qq

= [ 0 . 7 1 2 6  + 0 . 2 9 5  Gq ] !  ( 5 . 1 8 )

Aqq = [ 0 . 5 8 9 8  + 0 . 4 1 0  ( 5 . 1 9 )

Aq  ̂ = [ 0 . 2 4 4 2 < f Q f ^ >  + 0 . 1 2 9 < f _ ^ f Q > ] l  ( 5 . 2 0 )

Ai _ i  = [ - 0 . 1 1 5 2  ( 5 . 2 1 )

3 — 3
The n~ r a t h e r  t h a n  t h e  s t a t e  was u s e d  b e c a u s e

t h e  d i p o l e  t r a n s i t i o n  s e l e c t i o n  r u l e s  r e q u i r e  + ^ ^ - ,  w i t h  

+-^->+ and  -'t-j-»--. The s i  ngl  e t - t o - t r i  pi  e t  e x c i t a t i o n  by 

t h e  e l e c t r o n  d o e s  n o t  v i o l a t e  o u r  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  s c a t 

t e r i n g  H a m i l t o n i a n  has  no s p i n  d e p e n d e n t  t e r m s  b e c a u s e  t h e  

e x c i t a t i o n  a b o v e  o c c u r s  v i a  an e l e c t r o n  e x c h a n g e ,  r a t h e r  

t h a n  a s p i n  f l i p .  In t h e  p r o c e s s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  t h e

m e a s u r e m e n t  g i v e s  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e  f o r  t h e  e x 

c h a n g e  p r o c e s s ,  and  n o t  a d i r e c t  e x c i t a t i o n .

B. R o t a t i o n a l  L e v e l s  Not  R e s o l v e d  

Even when t h e  r o t a t i o n a l  l i n e s  a r e  n o t  r e s o l v e d ,  a 

m e a s u r e m e n t  c an  y i e l d  some u s e f u l  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  

s c a t t e r i n g  e v e n t .  Two e x p e r i m e n t a l  a s p e c t s  a r e  i n v o l v e d :
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t h e  r e s o l u t i o n  o f  t h e  i n c i d e n t  e l e c t r o n  beam;  and  t h e  r e 

s o l u t i o n  o f  t h e  d e t e c t o r s ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  r e s o l u t i o n  o f  

t h e  p h o t o n  d e t e c t o r .  F i r s t  we c o n s i d e r  t h e  r e s o l u t i o n  o f  

t h e  e l e c t r o n  beam.  As d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I I ,  t h e  c o 

h e r e n t l y  e x c i t e d  s t a t e s  a r e  t h o s e  wh i c h  can  be e x p r e s s e d  as  

a l i n e a r  s u p e r p o s i t i o n ,  o r ,  e q u i v a l e n t l y ,  t h o s e  s t a t e s  wh i c h  

h a ve  t h e  same d e p e n d e n c e  on t h e  momentum v e c t o r s  o f  t h e  

i n c i d e n t  a nd  s c a t t e r e d  e l e c t r o n s .  Where  aE i s  t h e  r e s o l u 

t i o n  o f  t h e  beam,  a l l  s t a t e s  wh i c h  h a v e  e x c i t a t i o n  e n e r g i e s  

w i t h i n  aE / 2 o f  t h e  mean e n e r g y  o f  t h e  i n c i d e n t  beam w i l l  be 

c o h e r e n t l y  e x c i t e d .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  i f  aE i s  s ma l l  

e n ough  t h a t  o n l y  a s i n g l e  K l e v e l  o f  t h e  m o l e c u l e  i s  e x c i t e d  

( o n l y  t h e  e x a c t l y  d e g e n e r a t e  m a g n e t i c  s u b s t a t e s  a r e  e x c i t e d ) ,  

t h e  r e s o l u t i o n  o f  t h e  d e t e c t i o n  a p p a r a t u s  d o e s n ' t  m a t t e r .

I n  p r a c t i c e  t h i s  i s  n o t  r e a l i z a b l e ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  c a s e  

o f  m o l e c u l a r  t a r g e t s ,  b e c a u s e  s e v e r a l  K l e v e l s  o f  t h e  g r o u n d  

s t a t e  w i l l  be o c c u p i e d ,  l e a d i n g  t o  d i f f e r e n c e s  i n  e x c i t a t i o n  

e n e r g i e s  f o r  v a r i o u s  K s t a t e s  t h a t  a r e  much l e s s  t h a n  t h e  

r o t a t i o n a l  s p a c i n g .  R e s o l u t i o n s  on t h i s  o r d e r  f o r  e l e c 

t r o n  guns  a r e  n o t  now f e a s i b l e .

We m u s t  a s s u me  t h e n ,  t h a t  f r om a p r a c t i c a l  p o i n t  o f  

v i e w ,  t h e  e l e c t r o n  beam w i l l  ha ve  a s u f f i c i e n t l y  l a r g e  e n e r g y  

s p r e a d ,  aE,  t h a t  s e v e r a l  K l e v e l s  w i l l  be e x c i t e d .  T h i s  

means  t h a t  t h e  sum i n d i c a t e d  i n  Eq.  ( 5 . 1 )  s h o u l d  a l s o  i n 

c l u d e  a sum o v e r  K:

| ÿ> = I f ( K J M J  IKJM, e x p [ - ( ^  + i ^ ^ ) t ]  ( 5 . 2 2 )
KJMj Ü d n



7 4

a n d  a s i m i l a r  sum o v e r  K and K' i n  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  ^ q q ' '  

i n  E q . ( 5 . 4 ) .  Ho we v e r ,  t h e  n a t u r a l  w i d t h s  o f  t h e  K l e v e l s  

a r e  s m a l l  c o mp a r e d  t o  t h e  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t h e  l e v e l s .

The f a c t  t h a t  t h e  e n e r g y  s p a c i n g  b e t w e e n  K and  K' i s  l a r g e  

i m p l i e s  t h a t  i s  l a r g e ,  and  we c o n c l u d e  by t h e  same

r e a s o n i n g  as  i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n  t h a t  t h e  t i m e  i n t e g r a l  

c a u s e s  t h e  t e r m s  i n  Eq.  ( 5 . 4 )  t o  v a n i s h  i f  Kf K ' .  T h i s  

l e a v e s  o n l y  t h e  sum o v e r  t h e  u n r e s o l v e d  K l e v e l s  t o  be p e r 

f o r m e d ,  a n d  Aqq,  i s  now d e f i n e d  as

^1 1
e x p [ - ( y  + i w j p j , p , ) t ] d t |  . ( 5 . 2 3 )

The q u a n t i t i e s  U a r e  d e f i n e d  i n  t h e  same way a s  b e f o r e .  The

sum o v e r  K ha s  t h e  same v a l u e  a s  wo u l d  be o b t a i n e d  i f  t h e  

K l e v e l s  we r e  i n c o h e r e n t l y  e x c i t e d .

The t r a n s i t i o n s  mo s t  d i f f i c u l t  t o  r e s o l v e  a r e  l i k e l y  

t o  be o f  t h e  t y p e *

K ^  Kg»( = K - l )  and (K+1)  ^  K^( = K) . ( 5 . 2 4 )

The e n e r g y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e s e  t r a n s i t i o n s  i s  much l e s s

t h a n  t h e  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t h e  l e v e l s  K and  K+1.  S u p p o s e ,  

f o r  e x a m p l e ,  t h a t  t h e  a p p a r a t u s  c o u l d  n o t  r e s o l v e  t h e  t r a n s i 

t i o n s  d i s c u s s e d  i n  t h e  c a s e  o f  B ' z *  ->• w h e r e  K=1 K*=0U U T
a n d  K—2 K^^l .

* S e e  s e c t i o n  C . 2 .  o f  C h a p t e r  IV
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Us i n g  t h e  n o t a t i o n  t o  l a b e l  t h e  d i f f e r e n t i a l  c r o s s
K

s e c t i o n s  f o r  e x c i t i n g  t h e  M^th s u b l e v e l  o f  t h e  K r o t a t i o n a l  

s t a t e ,  t h e  wou l d  now be g i v e n  by

^00  " [ ° 1 0  + & *20 + ^21 ] Y ’ ( 5 . 2 5 )

A n  = [ c i i  + i  *20 + I  ""21 ( ^ 2 2 ^  ’ ( 5 - 2 6 )

Aq  ̂ = [ < f ( l , 0 ) f ( l , l ) >  + ^ < f ( 2 , 0 ) f ( 2 , l ) >

+ ^ < f ( 2 , - l ) f ( 2 , 0 ) > ] i  , ( 5 . 2 7 )

and

Ai _ i  = [ - ] -  0 ^̂  + ^  R e < f ( 2 , 0 ) f ( 2 , l ) >

^  Qgi . ( 5 . 2 8 )

C. H u n d ' s  Case  ( a )  C o u p l i n g  

In  t h i s  s e c t i o n  we c o n s i d e r  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  t h e  

p r e c e d i n g  c h a p t e r s  a s  a p p l i e d  t o  m o l e c u l e s  o b e y i n g  Hu n d ' s  

c a s e  ( a )  c o u p l i n g .  T h i s  c o u p l i n g  s che me  i s  i l l u s t r a t e d  

i n  F i g .  5 .

In t h i s  c o u p l i n g  s c h e m e ,  t h e  o r b i t a l  a n g u l a r  momentum 

i s  s t r o n g l y  c o u p l e d  t o  t h e  i n t e r n u c l e a r  a x i s  a s  i n  c a s e  ( b )  

c o u p l i n g  w i t h  p r o j e c t i o n  o n t o  t h e  i n t e r n u c l e a r  a x i s  A.

The e l e c t r o n i c  s p i n  i s  a l s o  s t r o n g l y  c o u p l e d  t o  t h e  i n t e r 

n u c l e a r  a x i s  w i t h  p r o j e c t i o n  q u a n t u m numbe r  s .  The t o t a l  

e l e c t r o n i c  a n g u l a r  momentum p r o j e c t i o n  on t h e  i n t e r n u c l e a r  

a x i s  i s  n .  The r o t a t i o n a l  a n g u l a r  momentum ÎÎ i s  c o u p l e d
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F i g .  5 .  S c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  H u n d ' s  Case  ( a )  C o u p l i n g
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t o  n t o  f o r m t h e  t o t a l  m o l e c u l a r  a n g u l a r  momentum e x c l u d i n g  

n u c l e a r  s p i n ,  3"; a nd  t h e  t o t a l  n u c l e a r  s p i n  t i s  c o u p l e d  t o  

J  t o  f o r m t h e  t o t a l  m o l e c u l a r  a n g u l a r  momentum

C l e a r l y  t h e r e  i s  no d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  H u n d ' s  c a s e s  

( a )  and  ( b )  f o r  S = 1 ; f o r  i s t a t e s ,  c a s e  ( a )  d o e s  n o t  o c c u r ,  

s i n c e  i t  i s  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  o f  t h e  o r b i t i n g  e l e c t r o n s  

wh i c h  t e n d  t o  c o u p l e  S t o  t h e  a x i s .  T h i s  c o u p l i n g  r e q u i r e s  

t h a t  t h e  s p i n - o r b i t  p o r t i o n  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  i s  l a r g e r  

t h a n  i n  c a s e  ( b )  c o u p l i n g ,  so t h a t  o u r  a s s u m p t i o n  o f  no 

s i g n i f i c a n t  s p i n - o r b i t  i n t e r a c t i o n  f o r  t h e  d e c a y  may ne ed  

t o  be e x a m i n e d .  Ho we v e r ,  f o r  t h e  l i g h t e r  m o l e c u l e s  t h i s  

i n t e r a c t i o n  s h o u l d  c a u s e  a s p l i t t i n g  o f  no more  t h a n  1 o r  

2 c m ' \  wh i c h  i s  n o t  i m p o r t a n t .

We a r e  c o n s i d e r i n g  H u n d ' s  c a s e  ( a )  c o u p l i n g  b e c a u s e  i t  

d e s c r i b e s  t h e  c o u p l i n g  s che me  i n  some l i g h t  m o l e c u l e s .

T h e r e  a r e  a l s o  c a s e s  wh i c h  a r e  i n t e r m e d i a t e  b e t w e e n  c a s e  

( a )  a nd  c a s e  ( b ) .  F o r  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  a m o l e c u l e  wh i c h  

o b e y s  a c a s e  ( a )  c o u p l i n g  s c h e me .  As t h e  r o t a t i o n a l  l e v e l  

i s  i n c r e a s e d ,  t h e  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  may become c o m p a r a b l e  

t o  t h e  p r e c e s s i o n a l  v e l o c i t y  o f  ^  a b o u t  t h e  i n t e r n u c l e a r  

a x i s .  T h i s  ha s  t h e  e f f e c t  o f  u n c o u p l i n g  Î  f r om t h e  i n t e r 

n u c l e a r  a x i s .  When t h i s  o c c u r s ,  t h e  a n g u l a r  momentum c o u p l i n g  

m i g h t  b e t t e r  be d e s c r i b e d  by c a s e  ( b )  c o u p l i n g .  In a d d i 

t i o n  t o  t h e  s e l e c t i o n  r u l e s  f o r  c a s e  ( b )  c o u p l i n g  we h a v e ,  

AZ=0,  ( c o r r e s p o n d i n g  t o  a S=0  i n  c a s e  ( b )  c o u p l i n g )  f o r  

d i p o l e  t r a n s i t i o n s .
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In wh a t  f o l l o w s ,  we a s s u me  t h a t  t h e  m o l e c u l a r  s t a t e  i s  

a d e q u a t e l y  d e s c r i b e d  by c a s e  ( a )  c o u p l i n g ,  and  t h a t  t h e  J 

l e v e l s  a r e  r e s o l v e d  by t h e  a p p a r a t u s .  H y p e r f i n e  i n t e r a c 

t i o n s  a r e  i n c l u d e d ,  and  a l l  o t h e r  a s s u m p t i o n s  o f  C h a p t e r  I I I ,  

s e c t i o n  A a r e  t a k e n  a s  v a l i d .  We now r e f e r  t o  0 a s  t h e  r o 

t a t i o n a l  q u a n t u m n u mb e r .  The e x c i t e d  s t a t e  o f  t h e  m o l e c u l e  

i s  d e s c r i b e d  by

E
| Y ( t ) >  = I f ( J F M p )  I J F M r > e x p [ - { ^  +  i  - ^ ) t ]  

FMp ^ n
( 5 . 2 9 )

wh e r e  t h e  e x c i t a t i o n  o c c u r s  a t  t = 0 .  S i n c e  I d o e s  n o t  e n t e r  

t h e  d e c a y  p r o c e s s ,  we w r i t e  t h i s  w a v e f u n c t i o n  and t h e  e x c i 

t a t i o n  a m p l i t u d e  i n  an u n c o u p l e d  r e p r e s e n t a t i o n :

| J F M p >  = I <JMjIMj  l J I F M p > | J M j I J j >
MjMi

and

f ( J F M p )  = I < J M j I M j I J I F M p > f ( J M j I M j )
MjMi

( 5 . 3 0 )

( 5 . 3 1 )

At  t h i s  p o i n t  we r e c o g n i z e  t h a t  t h e  f o r m o f  t h e s e  e q u a t i o n s  

i s  t h e  same as  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n s  i n  C h a p t e r  I I I .  

I f  we make t h e  a s s o c i a t i o n s  i n  T a b l e  I I ,  we f i n d

U ( q q ' M j M ^ F F ' J J g ; )

_ ( 2 F ' + 1 ) ( 2 F + 1 ) ( 2 J + 1 )  , 
 (21  + 1 )

X V
J J J,

J J X 
F F'  I

1 1 x^ ' J J X '
, -q q '  vj .-M|< -v^

( 5 . 3 2 )
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T a b l e  I I .  A s s o c i a t i o n  o f  Quant um Numbers  

i n  H u n d ' s  c a s e  ( a )  and  H u n d ' s  c a s e  ( b ) .

c a s e  ( a ) c a s e  ( b )

J , Mj  + K,M,

S . M3

and

A , = I U ( q q ' M j M \ F F ' ) < f „ , f ^  > d t e x p [ - ( y +  iwp r , ) t ]  
FF' MjM^ ^ Mj Jn  t-.i-

^1

0
( 5 . 3 3 )

The c o i n c i d e n c e  r a t e  i s  g i v e n  by E q s .  ( 3 . 5 5 )  wh e r e  A^^,  i s  

d e f i n e d  by Eq.  ( 5 . 3 3 )  w i t h

^ V"o"A ( 5 - 3 4 )

and
2„2 i < J | | x ’ l | J , ' > l ^

3 ^ , 3  ( 2 J + 1 )— T 3 x r r r —  • ( 5 . 3 5 )



CHAPTER VI 

BRIEF SUMMARY AND CONCLUSIONS

In t h i s  work we p r e s e n t  f o r m u l a s  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  

i n e l a s t i c  e l e c t r o n - d i a t o m i c  m o l e c u l e  c o l l i s i o n s  i n  wh i c h  t h e  

s c a t t e r e d  e l e c t r o n  and  s u b s e q u e n t  d e c a y  p h o t o n  a r e  d e t e c t e d  

i n  c o i n c i d e n c e .  We hope  t h i s  work w i l l  p r o v e  u s e f u l  i n  

a n a l y s e s  o f  p r o s p e c t i v e  a n d / o r  c u r r e n t  e x p e r i m e n t s  o f  t h i s  

t y p e .

Our  r e s u l t s  e x p r e s s  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e  i n  t e r m s  o f  

t h e  c o mp l e x  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  f o r  m a g n e t i c  s u b l e v e l s  

o f  r o t a t i o n a l  s t a t e s  o f  d i a t o m i c  m o l e c u l e s ,  t h e  a n g u l a r  

c o r r e l a t i o n  o f  s c a t t e r e d  e l e c t r o n s  and  p h o t o n s ,  and o t h e r  

m e a s u r e d  p a r a m e t e r s ,  s u c h  a s  t h e  t i m e - d e p e n d e n c e  o f  t h e  

r a d i a t i o n .

An i m p o r t a n t  a s p e c t  o f  t h i s  wor k  i s  i n  r e l a t i n g  e m p i 

r i c a l  r e s u l t s  t o  t h e  c a l c u l a t i o n s  o f  c r o s s  s e c t i o n s  o r  

d e n s i t y  m a t r i c e s .  E x p e r i m e n t a l  d a t a  may be a n a l y z e d  w i t h  

t h i s  t h e o r y  t o  d e t e r m i n e  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  c r o s s  

s e c t i o n s  f o r  t h e  m a g n e t i c  s u b l e v e l s ,  a n d ,  c o n s e q u e n t l y  

t h e  r o t a t i o n a l  s t a t e  c r o s s  s e c t i o n s  n e e d e d  f o r  many e n g i - i 

n e e r i n g  and  s c i e n t i f i c  a p p l i c a t i o n s .  In a d d i t i o n ,  one  can  

d e t e r m i n e  t h e  p h a s e  r e l a t i o n s  b e t we e n  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s ;

8 0
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t h i s  p r o v i d e s  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  e x c i t e d  

s t a t e  w a v e f u n c t i o n s . The f i n e  and  h y p e r f i n e  s t r u c t u r e  o f  

d i a t o m i c  m o l e c u l e s  can  a l s o  be s t u d i e d  i n  some c a s e s .

A l t h o u g h  o u r  d i s c u s s i o n  ha s  a s s u me d  t h a t  t h e  i n c i d e n t  

p a r t i c l e  i s  an e l e c t r o n ,  t h e  t h e o r y  i s  e a s i l y  g e n e r a l i z e d  

t o  i n c l u d e  s c a t t e r i n g  by p o s i t r o n s ,  p r o t o n s ,  o r  i o n s .

From o u r  e s t i m a t e s  o f  c o u n t i n g  r a t e  a nd  p h o t o n  r e s o l u 

t i o n ,  we c o n c l u d e  t h a t  t h e  a n g u l a r  c o r r e l a t i o n  e x p e r i m e n t  

i n v o l v i n g  Hg i s  e x p e r i m e n t a l l y  f e a s i b l e ,  and  we a n t i c i p a t e  

t h a t  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  e x c i t a t i o n  a m p l i t u d e s  o r  d e n s i t y  

m a t r i c e s  as  w e l l  a s  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  c o i n c i d e n c e  r a t e s  

w i l l  be f o r t h c o m i n g .
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APPENDIX I 

DIAGRAMMATIC RECOUPLING

A. Symmet r y  P r o p e r t i e s  o f  3 j  C o e f f i c i e n t s .

I n  t h i s  a p p e n d i x  we d e f i n e  t h e  s ymme t r y  p r o p e r t i e s  o f

3 - j  and  6 - j  Wi g n e r  c o e f f i c i e n t s  and  o u t l i n e  t h e  b a s i c  o p e r a -
44t i o n s  o f  t h e  d i a g r a m m a t i c  t e c h n i q u e  f o r  r e d u c i n g  sums 

o v e r  p r o d u c t s  o f  CG c o e f f i c i e n t s .

The CG c o e f f i c i e n t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  3 - j  c o e f f i c i e n t  by

1 / 2 ,1

<j im^ j 2 " ^ 2  ^ ( - 1  )

1

wh e r e

m.

( j g )  5 2 j g  + 1 .

32 J 3

' " 2  ■ " ’ 3
( I - l )

( 1 - 2 )

The 3 - j  c o e f f i c i e n t  i s  c y c l i c a l l y  s y m m e t r i c ,  i . e . ,

J l  J 2 J 3 3 2
*1

>13 ^1 h J l  j 2

m-j m2 m^. ^ 2 m3 m-|_ m,3 m̂  mg_ ( 1 - 3 )  

, j i + j p + j ,
and  i s  m u l t i p l i e d  by t h e  p h a s e  f a c t o r  ( - 1 ) " upon

i n t e r c h a n g e  o f  a n y  two c o l u m n s .  C h a n g i n g  t h e  s i g n  o f  a l l  

q u a n t i t i e s  i n  t h e  s e c o n d  row m u l t i p l i e s  t h e  3 - j  c o e f f i c i e n t  

by t h e  same p h a s e  f a c t o r .

8 7
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In a d d i t i o n ,  t h e r e  i s  a t r i a n g l e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  

a n g u l a r  moment a  wh i c h  we d e n o t e  by A ( j ^ j 2 J 3 ) j  w h i c h  g i v e s  

t h e  u s e f u l  i n e q u a l i t y

J l  + J ?  1  j q  1  | J i  -  j1 ( 1 - 4 )

The p r o j e c t i o n s  o b e y  t h e  sum r u l e

m̂  + mg + mg = 0 ( 1 - 5 )

T h e s e  two r e l a t i o n s  i m p l y

J l  + J‘ 2  + J* 3  = i n t e g e r  . ( 1 - 6 )

A v i o l a t i o n  o f  ( 1 - 4 ) ,  ( 1 - 5 ) ,  o r  ( 1 - 6 )  r e s u l t s  i n  a z e r o  

v a l u e  f o r  t h e  3 - j  c o e f f i c i e n t .

B. Symmet r y  P r o p e r t i e s  o f  6 - j  C o e f f i c i e n t s .

The 6 - j  c o e f f i c i e n t  i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  3 - j  

c o e f f i c i e n t s  as

J l  J 2  J 3  

^ 1  ^ 2  ^3
I ( - 1 )

a l l  m^, n^

J l  J 2  J 3  

m-j m2  -m^

j  1 ^ 2  ^ 3

-mi  ng n^
^ 1  ^ 2  -^3

" 1  - " 2  *"3

^ 1  ^ 2  ^3

- " 1  ' " ’ 2  “ " 3

. ( 1 - 7 )

I t  i s  i n v a r i a n t  t o  i n t e r c h a n g e  o f  a n y  two c o l u m n s ,  o r  

t h e  i n t e r c h a n g e  o f  a n y  two a n g u l a r  moment s  i n  a row w i t h  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  a n g u l a r  moment a  i n  t h e  o t h e r  r ow.
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C. G r a p h i c a l  R e p r e s e n t a t i o n  o f  3 j  C o e f f i c i e n t s  

We r e p r e s e n t  t h e  3 - j  c o e f f i c i e n t  g r a p h i c a l l y  by a node  

w i t h  t h r e e  l i n e s  r a d i a t i n g  f r o m i t .  Each l i n e  r e p r e s e n t s  

one  o f  t h e  a n g u l a r  mome n t a ,  and  h a s  an a r r o w  on i t  t o  i n d i 

c a t e  t h e  s i g n  o f  t h e  z - c o i j i p o n e n t . An a r r o w  d i r e c t e d  away 

f r o m t h e  node  d e n o t e s  a p o s i t i v e  s i g n  and  an a r r o w  d i r e c t e d  

t o w a r d  t h e  n o d e  d e n o t e s  a n e g a t i v e  s i g n .  A p l u s  ( +)  s i g n  

n e a r  t h e  no d e  i n d i c a t e s  a c o u n t e r c l o c k w i s e  o r d e r  i n  wh i c h  

t h e  a n g u l a r  moment a  a r e  t o  be c o u p l e d  and  a mi n u s  ( - )  s i g n  

i n d i c a t e s  a c l o c k w i s e  d i r e c t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  f o u r  3 - j  

c o e f f i c i e n t s  i n  Eq.  ( 1 - 7 )  a r e  r e p r e s e n t e d  g r a p h i c a l l y  i n  

F i g .  6 .

F i g .  6 . G r a p h i c a l  R e p r e s e n t a t i o n  o f  3 j  C o e f f i c i e n t s .

The s y mme t r y  p r o p e r t i e s  o f  t h e s e  d i a g r a m s  a r e  q u i t e  s i m p l e  

t h e  l i n e s  may be d e f o r m e d  o r  r o t a t e d  i n  a n y  way we w i s h  as  

l o n g  a s  t h e  o r d e r  o f  t h e  c o u p l i n g  i s  n o t  c h a n g e d .  I f  t h e
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J i + j p + j q
o r d e r  o f  c o u p l i n g  i s  c h a n g e d ,  a p h a s e  f a c t o r  o f  ( - 1 )

i s  i n t r o d u c e d .  S i m i l a r l y ,  i f  t h e  d i r e c t i o n s  o f  a l l  t h r e e
j i + j p + j ,

a r r o w s  a r e  c h a n g e d ,  a p h a s e  f a c t o r  o f  ( - 1 ) r e s u l t s .

D. C o n t r a c t i o n .

An a n g u l a r  momentum i s  s a i d  t o  be c o n t r a c t e d  when i t s  

p r o j e c t i o n  i s  summed o v e r .  T h i s  o p e r a t i o n  can  r e a d i l y  be 

p e r f o r m e d  g r a p h i c a l l y .  F i r s t ,  t h e  p r o d u c t  o f  Wi gne r  c o e f f i 

c i e n t s  i s  p u t  i n  a s t a n d a r d  f o r m.  T h i s  f o r m has  two r e q u i r e 

me n t s  :

i .  The z - c o m p o n e n t  t o  be summed o v e r  mus t  a p p e a r  

t w i c e  i n  t h e  p r o d u c t :  o n c e  w i t h  a p o s i t i v e

s i g n  and  o n c e  w i t h  a n e g a t i v e  s i g n ,

i i .  Whe n e v e r  a p r o j e c t i o n ,  m^., i s  t o  be summed o v e r ,  t h e

t e r m s  i n  t h e  sum mu s t  be m u l t i p l i e d  by a f a c t o r  ( - l ) J ' ^ j  

The i d e n t i t y

= ( _ i ) 2 j  X ( - l ) j - m  ( 1 - 8 )

i s  u s e f u l  i n  r e d u c i n g  a sum t o  t h i s  f o r m .  As an i l l u s t r a 

t i o n  o f  t h e  s t a n d a r d  f o r m ,  c o n s i d e r  t h e  r i g h t  s i d e  o f  Eq.

( 1 - 7 ) .

G r a p h i c a l l y ,  c o n t r a c t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  by j o i n i n g  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  f r e e  l i n e s  o f  a p a r t i c u l a r  a n g u l a r  momentum.

( F r e e  a n g u l a r  moment a  a r e  t h o s e  n o t  c o n t r a c t e d . )  F i g u r e  7 

shows  a g r a p h i c a l  c o n t r a c t i o n  on j ^ .  Bot h  a r r o w s  mu s t  ha ve  

t h e  same s e n s e .



91

"J,

F i g .  7.  C o n t r a c t i o n  on j - j .

E.  G r a p h i c a l  R e p r e s e n t a t i o n  f o r  a 6 - j  C o e f f i c i e n t .

The 6 - j  c o e f f i c i e n t  i s  d e f i n e d  by Eq.  ( 1 - 7 ) ,  wh i c h  i s  

i n  t h e  s t a n d a r d  f o r m.  When t h e  g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n s  

o f  t h e  3 - j  c o e f f i c i e n t s  i n  t h i s  e x p r e s s i o n  ( F i g .  6 ) a r e  

c o n t r a c t e d  we o b t a i n  t h e  d i a g r a m  f o r  t h e  6 - j  c o e f f i c i e n t  

shown i n  F i g .  8 .

+

F i g .  8 . G r a p h i c a l  R e p r e s e n t a t i o n  o f  6 - j  C o e f f i c i e n t ,



9 2

F. E x p a n s i o n  i n  G e n e r a l i z e d  Wi gne r  C o e f f i c i e n t s .

A g e n e r a l i z e d  Wi g n e r  c o e f f i c i e n t  i s  a p r o d u c t  o f  Wi gne r  

3 - j  c o e f f i c i e n t s  t h a t  ha ve  b e e n  m i n i m a l l y  c o n t r a c t e d .  The 

r e s u l t  i n  F i g .  7 i s  an e x a mp l e  o f  mi n i ma l  c o n t r a c t i o n .  Any 

g e n e r a l  p r o d u c t  o f  3 - j  c o e f f i c i e n t s  c an  be e x p a n d e d  a s  a 

p r o d u c t  o f  " c l o s e d "  f i g u r e s  ( j - c o e f f i c i e n t s ) m u l t i p l i e d  by 

a g e n e r a l i z e d  Wi g n e r  c o e f f i c i e n t .  T h i s  u s u a l l y  r e s u l t s  i n  

s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  p r o d u c t .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  

d e t a i l e d  i n  A p p e n d i x  I I . A .

G. S e p a r a t i o n  o f  a Di a g r a m.

I t  i s  s o m e t i m e s  d e s i r a b l e  t o  b r e a k  up a d i a g r a m .  T h i s  

can r e a d i l y  be a c c o m p l i s h e d  i f :  ( i )  a l i n e  c a n  be d r awn 

t h r o u g h  t h e  d i a g r a m  t h a t  c r o s s e s  o n l y  t h r e e  l i n e s ,  and  t h e  

s e p a r a t i o n  i s  made on t h e s e  l i n e s ;  ( i i )  t h e  t h r e e  l i n e s  

mu s t  have  t h e  same o r i e n t a t i o n .  (The o r i e n t a t i o n  o f  a 

c l o s e d  ( c o n t r a c t e d )  l i n e ,  j ,  may be c h a n g e d  i f  a f a c t o r  o f  

( - 1 .)̂ '̂ * i s  i n t r o d u c e d . )

T h i s  s e p a r a t i o n  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  g.

We a p p l y  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  a p p e n d i x  t o  t h e  s i m p l i f i c a 

t i o n  o f  c o m p l i c a t e d  sums i n  Ap p e n d i x  I I .
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F i g .  9.  S e p a r a t i o n  on t h r e e  l i n e s .



APPENDIX I I  

REDUCTION OF PRODUCTS OF SUMS OVER 

CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS

In t h i s  a p p e n d i x  we a p p l y  t h e  t e c h n i q u e  o u t l i n e d  i n  

A p p e n d i x  I t o  a p r o d u c t  o f  s i x  CG c o e f f i c i e n t s  and t o  a 

p r o d u c t  o f  t e n  CG c o e f f i c i e n t s .

A. P r o d u c t  o f  S i x  CG C o e f f i c i e n t s  

We c o n s i d e r  t h e  sum

I  =  I  J 2 m 2  I j 3 m 3 > < j 4 m 4 j 2 m 2  I j g m g >  x  

^  < J T | m i  I  J g H i g  I j s m s x j y m y j g m g  I j 5 m g >  x

wh e r e

( i i - i )

( I I - 2 )

U s i n g  Eq.  ( I - l )  t o  c h a n g e  t h i s  sum o v e r  CG c o e f f i c i e n t s  t o  

a sum o v e r  3 - j  c o e f f i c i e n t s  g i v e s

h i  ^ 6  ^3 

■"’l l  " " ^ 6  "*3

( - 1 ) P * K  , ( I I - 3 )

AI
6

•Jl  3 2 3̂ ' ■34 32 J 5 '
m 1 m 2 " 3j -m2

" 5.

h ^6 h '^8 j g ^1
-""6 "’Sj mg

- " I j
-mg

9 4
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w h e r e

( 1 1 - 4 )

wi t h

( j j )  = ( 2 j i  + 1 ) , ( 1 - 2 )

and

R = j T - m i + j 2 " ^ 2 * j 3 " M 3 + j 4 - m 4 + j 5 - m 5 + j g - m g + j g - m g  , ( I I - 5 )

P = - m y - m g + j y + 2 j g - j g  . ( H - 6 )

The g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e s e  3 - j  c o e f f i c i e n t s  a r e  

g i v e n  i n  F i g .  10.

>r Ju

mJ7

Os
10

F i g .  10 .  G r a p h i c a l  R e p r e s e n t a t i o n  f o r  Eq.  ( I I - 3 ) .
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N o t i n g  t h a t  R p u t s  t h i s  e x p r e s s i o n  i n t o  s t a n d a r d  f o r m,  we 

c o n t r a c t  on t h e  i n d i c e s  0 . T h i s  p r o d u c e s  t h e  d i a g r a m  in 

F i g .  IT.

F i g .  1 1 . C o n t r a c t i o n  o f  Eq.  ( I I - 3 ) .

C o n t r a c t i o n  o f  t h i s  d i a g r a m  w i t h  t h e  g e n e r a l i z e d  Wi gner  c o 

e f f i c i e n t

V

V ^10 J g  X

■"’10 Mg
• ^ 1 1  ^7 %
-m-j 1  my - V

h a v i n g  a g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  shown i n  F i g .  1 2 ,  r e s u l t s  

i n  t h e  c l o s e d  d i a g r a m  o f  F i g .  13.

The d i a g r a m  o f  F i g .  ( I 3 b )  i s  i n  t h e  r e q u i r e d  f o r m f o r

s e p a r a t i o n  a l o n g  t h e  d a s h e d  l i n e s .  We s e p a r a t e  F i g .  1 3b 

a s  shown i n  F i g .  14.

Co mp a r i n g  t h e s e  d i a g r a m s  w i t h  t h e  d i a g r a m  f o r  t h e  6 - j

c o e f f i c i e n t  i n  F i g .  8 , we f i n d  t h a t  t h e y  r e p r e s e n t  t h e  6 - j
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-  J , i

F i g .  12 .  G r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  Eq.  ( I I - 7 )

a

x H )

F i g .  13.  C l o s e d  d i a g r a m  f o r  c o n t r a c t i o n  o f  d i a g r a m s  i n  

F i g s .  ( 1 1 )  and  ( 1 2 ) .
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t

a . b. c.

F i g .  14.  S e p a r a t i o n  o f  d i a g r a m  i n  F i g .  13 

c o e f f i c i e n t s  :

F i g .  ( 1 4 a ) :

F i g .  ( 1 4 b ) :

J 4  J l  Jg

j ]  J 4  % )

J 5  j g  j g-

and

F i g .  ( I 4 c ) ; J 3  J 5  X
X ( - 1 )

S x + j j - j g - j , ,

^J7 J^-j J g '  

Co mb i n i n g  t h e s e  r e s u l t s  we f i n d

J 3  ^ 5  X I f ^ i o  j g  x i r J i ]  J’ 7  X

j ?  j ^ i  j g  -m^Q j g  V -m^i  j ^  -V

( I I - 8 )

( I I - 9 )

( 11 - 1 0 )

( 11- 1 1 )
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w h e r e

P'  = - m y - m g + j g - j g + j y - j g - Z j g + Z j i Q - j ^ i  . ( 1 1 - 1 2 )

We a s s o c i a t e  t h e  m o l e c u l a r  a n g u l a r  momenta  w i t h  t h e s e  

g e n e r a l  q u a n t i t i e s  as

K = j-, = U   ̂ h   ̂ ' ^ 1 1
R'  = m,

S = j g  = : 6 Hj  = mj

J '  = J 3 Mj '  " 3

'  i s Mj = " s

^'s «K = >"4

1 = j g  = - ^ 1 0 " s  '  ™ 6

” k = "I?

" 8

q '  = mg

q = ni^o

M- = m^i ( 1 1 - 1 3 )

The  r e s u l t  i s  t h e  r e d u c t i o n  t o  Eq.  ( 3 . 4 0 ) .

B. P r o d u c t  o f  Ten C l e b s c h - G o r d a n  C o e f f i c i e n t s .

C o n s i d e r  t h e  sum o v e r  p r o d u c t s  o f  CG c o e f f i c i e n t s :

I -  ^ <j  1  m-j j  2(112 IJ 3 * ^ 3 3  4*^4 IJ 5*^5^ ^
S

^ I 6 ^ 1 6 3 9 ^ 9  1 ^ 1  0 ^ 1 0 ^ ^

X < j - | o ' T ' i o j n " ’i l  Ij5"’5^^^12'^12’̂’9'"9i^*13'"l3^^'^*13"’l 3 ^ 1 l ' " l l  I 8*^8  ̂

4 ^^ 4^1 5^^ 5 1^1 6^1 6 ^ ^ ^ !  4^1 4^1 7^1 7 1^1 2 ^ 12^  '  ( 1 1 - 1 4 )



TOO

w h e r e

3 — 2 ' ^ 1 3 ' ^ 1 4 * ^ 1 6 ^  * ( I I ~ 1 5 )

U s i n g  Eq.  ( I - l )  we w r i t e  t h i s  e q u a t i o n  i n  t h e  s t a n d a r d  

f o r m a s

I = A I ( - 1 )
6

J

q , ^ Q 2  '

-my -m^ mg

^13 h ]  h
"’13 "’l 1 ■'"s

J ]  j £  "̂ 3 
m-j m2  -m^

16

' . . . '
J 3  J 4  J 5 j g  j g  j y '
m3 m^ -mg -mg -m2 my

9 ^10

■"’i s  ""’g "’l o

•^10 *^11 J 5  

■ " ’ l O  “ "’11 "’5

J1 2  J g  J ] 3

"’12  "’9 ■"’13

^1 4  h  5 J 16
■"’l 4  " ' ” 1 5  "’I 6

wh e r e  A = [ ( j 3 ) ( j 5 ) ^ ( j 7 ) ( j g ) ^ ( j ^ g ) ( j ^ 3 ) ( j ^ g ) ( j ^ 2 ^ ^ ^ ^  , ( 1 1 - 1 7 )  

w i t h

J l 4  J ^ y  J ] 2

" ’ 1 4  " ’ 1 7  ■ " ’ 1 2

( 1 1 - 1 6 )

i V 2

16

' ^ 1  =  ■  J ' e  +  ™ 6  -  i i 5  ” 1 5  ■
1 - 1

( 1 1 - 1 8 )

and

Q2  = -m^ - m^y - + 2 j ^  + 2 j i i  + + 2 j g  - j ^ y .

( 1 1 - 1 9 )

The g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  a r e  g i v e n  

i n  F i g ,  15 .

T h e s e  d i a g r a m s  a r e  c o n t r a c t e d  on t h e  i n d i c a t e d  i n d i c e s ,  

p r o d u c i n g  t h e  d i a g r a m  i n  F i g .  16.  The c o n t r a c t i o n  o f  t h i s  

d i a g r a m  w i t h  t h e  g e n e r a l i z e d  Wi g n e r  c o e f f i c i e n t

X - V  jh j] *1 fj'is ^ 1 7  *Ï  ( 2 x + l  ) ( - ! ) * - ' '  { .
\) V " ’ e  " ’ i  i " ^ i 5  " " i  7

( 1 1 - 2 0 )

( d i a g r a m  i n  F i g .  16)  i s  shown i n  F i g .  17.
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F i g .  15.  D i a g r a ms  o f  t e n  3 - j  c o e f f i c i e n t s
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- e
3 + -

----
J,L

-4—

VJi vJa

— >- 
-  JfJt  — +

a.
J|3 •+- J|i- J|7

b.
F i g .  16.  ( a . )  C o n t r a c t i o n  o f  t e n  3 - j  c o e f f i c i e n t s .

( b . )  G e n e r a l i z e d  Wi g n e r  c o e f f i c i e n t  t h a t  c l o s e s  

t h e  j m - c o e f f i c i e n t  i n  ( a . ) .
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>  +  > ......
— 0,0 

X r  1
+

0 3  • f-itf, t

S '

Oil / 4  ■>.<

- I - — >-------- ---------A,--------- I-------- >----------:
— J> — +

a.
'13 +  J|3

1
+  1 J 3  -

1 '
1 -  I f l .  -  1 J l . - I h

/ I

1 "  
< j j .  1 \

_ .

1 , 1 '
j /

1 %

I j , ,  • .  
1

1 /  ' 

1 ^

X

/
1
1

------------- — ÿ —

1

-- - - - - - - r— > — i . X '

+ ^ J l .  + 1 3 , ,

b.

•̂ 1 1 . —

F i g .  17 .  ( a . )  C o n t r a c t i o n  o f  F i g s .  ( 1 6 a )  and  ( 1 6 b ) .

( b . )  R e a r r a n g e m e n t  t o  p e r m i t  s e p a r a t i o n  a l o n g  

t h e  d a s h e d  l i n e s .
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T h i s  d i a g r a m  i s  s e p a r a t e d  on t h e  d a s h e d  l i n e s  i n  F i g .  

17b .  The r e s u l t  i s  shown i n  F i g .  1 8 .

Co mp a r i n g  t h e  d i a g r a m s  o f  F i g .  1 8 a - e ,  t o  t h e  d i a g r a m  

o f  a 6 - j  c o e f f i c i e n t ,  we f i n d  t h a t  t h e y  c o r r e s p o n d ,  r e s p e c 

t i v e l y ,  t o

" ^ 1  ^ 6  X 1  , i \ 2 j ; - % + j 6 + j 2 + j 3  

•^3 '^7 X 1 . , - j 8 * 2 j 3 + j 7 + j 4 + 2 j 5

0 8  0-5

5 '̂ 8
-^13 " ^ 1 0  J l  1

( - 1 )
j-| 3 + 2 x - J n + j

j t(-T)J i 2  J i 6  J g
- j l 2 " X " j g + 2 j l 3 * j l O

( 11 - 2 1 )

( 1 1 - 2 2 )

( 1 1 - 2 3 )

( 1 1 - 2 4 )

and

J 16 ^ 1 2 X
(-1 )

- J ' l 7 “ j ' l 4 + j l 2 ' ^ 2 j i 6

^J l 7  J l 5  J l 4  

C o mb i n i n g  t h e s e  r e s u l t s  we o b t a i n

f j i  j c X w j - j  «3

( 1 1 - 2 5 )

J 5  J s  ^

10 J ' l l

JlO Jl 3  % ^f J l 6  J 12 % w J 6  Jl  %:rJl5 Jl 7 % -

I = A ( - l ) ' ^  Î  ( 2 x + l ) ( . 1 ) ^ - r  '  I P  ' 7  X 11^5  0 ,
XV j g  J 2 '' ' ' jg  j g  j^-" ' • j^g j

12 J 1 6  Jg-' ( J l 7  J l 5  J l 4 -mg m̂  V - m i s  "^17

( 1 1 - 2 6 )

wh e r e  R = - " 1 ^ -m^ 7 - j ^  - j 4 - j g - 2 j ^  y+j ^  ^+j   ̂ 4 + J 3 - j ^  q - j y

^ 2̂*Ji3 "jg ( 1 1 - 2 7 )
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b.

-h

IX

f -

f J,

e.
F i g .  18 .  S e p a r a t i o n  i n t o  6 - j  c o e f f i c i e n t s
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We make t h e  a s s o c i a t i o n s

s = j g  = j g M' = m,

O'  = Û3 = Mg = mg

I = J 4  = j , , Mj = "'3

F'  = J 5
Mj = ir, 4

J = O7  '  Ô13 Mp " "'5

F = j g \  ’ ” 6

Kÿ = 0 , 4 M j  = I H j

’ '  0 l 5  = Ol7 Mp = mg

K = j ,  = j g  = j , 2  = 0 , 5 " s ,  = " 9

Mj = " l O

Ml y  = Mil

Mk = ” 1 2

Mj = " 13

Mk , =  " 1 4

q '  = m, 5

Mk = " 16

q = m,p ( 1 1 - 2 8 )

t o  o b t a i n  Eq,  ( 5 . 9 )



A P P E N D I X  I I I

The t h e o r y  p r e s e n t e d  i n  t h i s  wor k  i n v o l v e s  many 3 - j  

and 6 - j  c o e f f i c i e n t s .  To f a c i l i t a t e  t h e i r  e v a l u a t i o n ,  we 

l i s t  i n  t h i s  a p p e n d i x  a c o m p u t e r  p r o g r a m  f o r  t h i s  p u r p o s e  

CG c o e f f i c i e n t s  may be e v a l u a t e d  a s  w e l l .  The p r o g r a m  

i s  w r i t t e n  i n  B a s i c  c o m p u t e r  l a n g u a g e .

1 0 7
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4 GO TO 100 
8 GO TO 1000 
12 00 TO 1300
100 PRINT "THIS PROGRAM EVALUATES 6J-SYMB0LS'
110 DIM D(16),01(16),Z1(7),Z2(7)
120 PRINT "INPUT THE 6J-SYM30L, TOP ROW FIRST PLEASE"
130 INPUT J1,J2,J3fL1»L2,L3
140 D(1)=J1tJ2-J3
150 D<2)=Ji-J2-fJ3
160 D(3)=-JlfJ2U3
170 D(4)=J1+L2-L3 *
180 D(5)=J1-L2+L3 
190 D(6)=-J1PL2+L3 
200 D(7)=L1+J2-L3 
210 D(8)=L1-J2+L3 
220 D(?)=-L1tJ2+L3 
230 D(1C)=L1+L2-J3 
240 D(11)=L1-L2+J3 
250 D(12)=-L1+L2+J3 
260 D(13)=J1+J2+J3+1 
270 D(14)=J1+L2tL3+1 
250 D(15)=LlfJ2?L3fl 
290 D(16)=LirL2+J3ri 
300 FOR 1=1 TO 16 
310 IF 3(1X0 THEN 720 
320 NEXT I 
330 FOR 1=1 TO 16 
340 X=ti(I)
350 GCSUB 660 
360 31(-)=X2 
370 NEXT I
350 I2=J1+J2+J3PL11-L2+L3+1 .
390 W=0
400 FOR J3=l TO 12 
405 J=J8-1
410 Z1(1)=J-J1-J2-J3 
420 Z1(2)=J-J1-L2'L3 
430 Z1(3)=J-L1-J2-L5 
440 Z1(4)=J-L1-L2-J3 
450 Zl(3)=JH-J2rLl'+L2-J 
460 Z1(6)=J2+J3+L2tL3-J 
470 Z1(7)=J3tJ1+L3+L1-J 
430 FOR 13=1 TO 7 
490 IF 21(13X0 THEN 600 
500 NEXT 13 
510 FOR 14=1 TO 7 
520 X=Z1CI4)
530 GOSUB 660 
540 Z2(X4)=X2 
550 NEXT 14
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560 X=J3 
570 GCCuB 660
580 Z=Z:(1) *ZZ(2)iZ2(3) fZ2v4,iZ2(j) *Z2<6)4(22(7)
590 W=W+-1"'J*(X2/Z)
600 NEXT J8
610 N=D1(1)*D1(2)*D1(3)*D1(4)*D1(5)*D1(6)*D1(7)*D1(8)*D1(9)*D1(10) 
620 N=N*Dl(ll)*DK12)/(Dl(13))i(Dl(14)*Dl(lS)*Dl<16))
630 S=W*S5R(N)
640 PRINT "THE VALUE Or THE 6J-SYM3GL IS *fS 
650 END 
660 X2=l
670 IF X=0 THEN 710 
680 FOR 11=1 TO X 
690 X2=I1*X2 
700 NEXT II 
710 RETURN
720 PRINT "THE VALUE OF THE 6J-SYMS0L IS ZERO !'
730 END
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ISOO PRINT 'To evaluate Clebsch-Qordan cocfrieientsf inmut the* 
1310 PRINT 'anu. hiuiti. Tirst? then the r-roJections in order*
1820 INPUT JlfJ2fJ3»i1irM2»M3 
1330 M3=-M3 
1340 05=0
1350 Ip MliM2+M3=0 THEN 1065
1360 PRINT "THE CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENT IS ZERO*
1370 END
1830 G2=2*J3+1
1881 V=S*W*SQR(G2)
1390 PRINT 'THE VALUE OF THE CLEBSCH-GORDAN CCEF, IS'fV 
1900 END


